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sus caracterizações da continuidade duma trans-
formação dum espaço topológico noutro (fecho, 
conjuntos fechados, conjuntos abertos, vizinhan-
ças, convergência) e discussão. Casos de espaços 
topológicos particulares, definição de Cauchy. 
Continuidade uniforme. Transformações biuní-
vocas e não bicontlnuas. Exemplos. Homeomor-
fismo. Funções continuas e discussão. Funcionais 
continuas, discussão e exemplos. Conexão, Exem-
plos. Invariância topológica desta noção. 

Axiomas de separação. Espaços acessíveis, de 
Hausdorff e normais. Discussão. Exemplos mos-
trando o fortalecimento efectivo e sucessivo des-
tas condições de separação. Propriedades dos 
espaços normais utilizáveis no problema da me-
trização: Problema da existência de funções reais 
continuas, discussão detalhada e resolução. 

Axiomas de numerabilidade. i .° axioma de nu-
merabilidade, Atí exemplas. Relação com os 

espaços métricos e a noção de convergência. 
Exemplo dum espaço de Hausdorff que não ve-
rifica o z.° axioma de numerabilidade A, . 2 ° axio-
ma de numerabilidade, Ai , e suas conseqüências 
(A, , Teorema de Borel, separabilidade). Equiva-
lência de A s e da separabilidade nos espaços mé-
tricos. Exemplo dum espaço verificando A, e 
não Aiw Análise do espaço de Hilbert e de espa-
ços de funções quanto à numerabilidade e sepa-
rabilidade. Exemplo dum espaço de funções orto-
gonais isométrico ao espaço de Hilbert. Exemplo 
dum espaço normal verificando A, separável e 
não verificando 

Homeomorfismos de espaços topológicos a sub-
conjuntos do espaço de Hilbert e um teorema de 
metrização. Qualquer espaço topológico normal e 
verificando é homeomorfo a um sub-conjunto 
do espaço de Hilbert, 

(Continua no próximo número). 

A N T O L O G I A 

LA M A T H É M A T I Q U E — A V A N T - P R O P O S 
por Paul Montel 

(de Encyclopédie Française — Tome I — L'outillage mental) 

Tôda a nossa vida moderna está como que im-
pregnada de matemática. Os actos cotidianos e 
as construções do homem trazem a sua marca e 
não só as nossas alegrias artísticas e a nossa vida 
moral lhe sofrem a influência. Os próprios ani-
mais se lhe submetem, e o seu instinto, desenvol-
vido pelo lento trabalho da hereditariedade, con-
duzi-os à descoberta de leis matemáticas que só 
o homem soube formular e que parecem existir 
nêles como que ligados obscuramente à forma da 
sua consciência. 

A matemática aparece a cada instante na vida 
corrente para as necessidades comuns à maior 
parte dos homens, mas muitas vezes cada um 
dêles tem além disso uma ferramenta a empre-
gar uma máquina a utilizar, um aparelho a pôr 
em marcha, sem falar dos especialistas, constru-
tores, arquitectos, engenheiros, marinheiros, etc., 
para os quais o uso profissional da matemática 
tem um carácter permanente; é uma direcção a 
definir, um diâmetro a medir, uma velocidade a 
avaliar, uma casa a construir de que é preciso 
estabelecer o plano, um corte, um alçado. A ma-
temática intervém mesmo para apaziguar a dor hu-
mana : o médico emprega-a nas dosagens, o bacte-
riologista na contagem dos micróbios, e o cirurgião 
na forma das suas intervenções e na disposição 
dos pensos. 

Tfldas estas operações aritméticas ou geométri-
cas que o homem efectua como que brincando, 
necessitaram séculos para que a humanidade con-
seguisse precisá-las, isolá-las, estabelecer as suas 
técnicas. Pode-se medir o caminho percorrido 
observando a maneira de contar dos povos cha-
mados primitivos: êles recorrem a uma mímica que 

utiliza os dedos das mãos e dos pés ou então apli-
cam sucessivamente os objectos a contar sõbre as 
diferentes partes do corpo: reconhece-se neste 
último processo o esbôço da noção de correspon-
dência tão fértil nas matemáticas actuais. 

Os primitivos não vão muito longe na sua ma-
neira de contar; de resto, os grandes números 
só aparecem lentamente; a palavra milhão è do 
século xv, bilião do século xvi, e isto numa Eu-
ropa Ocidental já avançada. 

A ideia, tào simples para nós, que, depois de 
qualquer número inteiro existe outro, esta idéia 
a que se reduz em última análise a noção de infi-
nito matemático, é relativamente recente. Esca-
pou à. Grécia antiga e o génio de Arquimedes não 
a exprimiu claramente. Tinha, no entanto, feito 
na sua Da Areia um esforço enorme para mos-
trar que se pode dar nome a um número muito 
grande ainda que êle ultrapasse o dos grãos de 
areia que enchessem a terra, ou mesmo o Universo. 

Vinte séculos passaram depois da afirmação de 
Arquimedes; a humanidade, familiarizou-se com 
os grandes números e com os seus inversos, os 
números muito pequenos. O estudo do Universo 
e o do átomo introduziram expressões numéricas 
que já deixaram de nos espantar, se bem que o 
nosso espírito não possa evocar uma imagem das 
grandezas que eles representam. Semelhantes 
nisto aos primitivos que dizem «muito» para além 
de um certo número, não sabemos traduzir doutra 
maneira a idéia de que uma nebulosa, por exem-
plo, está a uma distância de nós que corresponde 
a várias centenas de milhões de anos de luz. 

Um outro caminho pelo qual a matemática se 
introduz na vida dos indivíduos e dos povos é o 
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da probabilidade. Um grande número das nossas 
decisões dizem respeito a acontecimentos dos 
quais aos nossos olhos certos elementos de incer-
teza estão submetidos às leis do acaso. Estas deci-
sões são guiadas e muitas vezes determinadas 
pela noção de probabilidade, algumas vezes sob 
uma forma imprecisa ou apenas consciente. 

Ê também o cálculo das probabilidades que 
regula diversas medidas de ordem colectiva res-
peitantes à vida económica e social ; a vida de 
organismos como bancos ou companhias de segu-
ros sôbre a vida, a doença, a invalidez, o incên-
dio, a saraiva ou o roubo, os dispositivos de cer-
tos aparelhos como o telefone, a regulação do 
tiro, etc. 

Pela estatística, os matemáticos elucidam outras 
questões de ordem financeira, económica ou so-
cial, As matemáticas aplicam-se também ã higiene 
social, à educação das crianças, à psicologia e à 
técnica. 

As matemáticas aparecem igualmente nos fenó-
menos respeitantes ao gôsto, à sensibilidade e â 
vida morai. Todos sabem o seu papel na arte, e, 
em particular, na arquitectura. A beleza das for-
mas, está ligada à existência de relações simples 
e o número de ouro dos gregos aí íntervem fre-
qüentemente. 

Começaram-se recentemente trabalhos destina-
dos a caracterizar a beleza de certos vasos por 
expressões matemáticas. As notas e os acordes 
musicais correspondem, também, a relações nu-
méricas simples e a poesia está estritamente 
ligado ao número 

«A pintura e a poesia são matemáticas vela-
das», disse Forains. Existe além disso na própria 
matemática uma beleza intrínseca, dum carácter 
necessãriamente um pouco esotérico, que reside na 
harmonia das relações que formulam as suas leis, 

A matemática exerce a sua influência mesmo 
sôbre a vida moral quer duma maneira directa, 
como no estudo dos jogos de azar, por exemplo, 
quer duma maneira indirecta, obrigando o espi-
rito a hábitos de precisão e ordem que são trans-
feridos naturalmente para o mundo moral. A im-
precisão e a confusão do pensamento facilitam a 
certos homens a realização de actos que a nossa 
ética reprova. 

As ciências, em geral, e por isso as matemáti-
cas, exigem uma sinceridade e uma probidade em 
todos os instantes cu jo efeito ê contagioso. Assim 
as matemáticas pouco a pouco penetraram ém 
todos os domínios da actividade humana, algumas 
vezes invisíveis mas sempre presentes. Para o 
homem civilizado de hoje o «saber contar» não é 
menos indispensável do que o «saber ler e escre-
ver». A ciência iio número e da extensão é pois 
útil em cada instante e a todos, e é uma ver-
dadeira doença ignorar os seus rudimentos. De 
resto, como escreveram os Goncourt: «de duas 
inteligências iguais, colocadas em condições idên-
ticas, a prioridade pertence àquela que conhecer 
geometria»-

S e as matemáticas estão estritamente ligadas a 
tõdas as formas da vida individual ou colectiva, ê 
na elaboração da própria ciência que o seu papel 
é fundamental. A matemática é a linguagem da 
ciência e uma disciplina não merece verdadeira-

mente o nome de ciência senão a partir do mo-
mento em que as matemáticas a£ penetram. Elas 
fornecem-lhe a expressão das suas leis, quer re-
sultem dum estudo atento das ligações que unem 
os diferentes elementos variáveis de um fenó-
meno, quer resultem de valores médios de acções 
em número bastante grande das quais certas con-
dições nos escapam. 

Destas leis, as transformações de cálculo tiram 
conseqüências variadas que deverão ser subme-
tidas ao contrõle experimental. 

Uma das mais potentes tentativas de explica-
ção dos fenómenos naturais que nos oferece a 
história das ciências, a teoria da relatividade, tem 
por fim dar uma imagem do Universo por meio 
ae uma geometria a quatro dimensões. 

As necessidades das ciências da natureza, das 
ciências humanas e das suas aplicações criam 
novas correntes para a investigação matemática 
e fazem desabrochar novos métodos. Mas a maior 
parte das vezes, o matemático vai ao sabor da sua 
fantasia. Plutarco diz que Arquimedes desdenhava 
da ciência de inventar máquinas e que empregava 
os seus melhores esforços «a escrever sòmente 
das coisas cuja beleza e subtileza não estivessem 
ligadas à necessidade». 

Os matemáticos estudam cada vez mais as leis 
que regem as relações entre os números ; criam 
os métodos que servem para êste estudo e outros 
problemas se levantam sob os seus passos à me-
dida que avançam na resolução dos precedentes; 
como sempre numa região vivamente iluminada 
aparecem de novo cantos de sombra. As suas des-
cobertas ficam, por vezes, sem aplicação durante 
séculos: são ferramentas esperando a mão do 
operário que delas saberá tirar partido. Tem-se 
dito muitas vezes: quando os gregos estudavam 
as secções cónicas, não previam o papel que elas 
desempenhariam um dia na astronomia e na na-
vegação, Pode-se acrescentar: na balística, para 
a localização dos canhões por meio do som. 

A ciência matemática tem o privilégio de cres-
cer por justaposição de novas doutrinas às anti-
gas, as ciências da natureza e as ciências huma-
nas, pelo contrário, desenvolvem-se freqüente-
mente substituindo as antigas por teorias novas 
que se edificam sóbre ou ao lado das ruínas 
daquelas. Na cidade da matemática limitam-se a 
abrir novas avenidas, conservando os velhos bair-
ros por meio de simples arranjos interiores. A 
alegria estética que traz ao matemático a contem-
plação desta cidade é a sua verdadeira recom-
pensa. A beleza das suas construções abstratas 
oferece-lhe, por vezes, a mesma harmonia que as 
linhas de arquitectura ou os acordes da música. 

A sua solidez desafia os séculos. Como escre-
Vito Volterra: «a morte pode fazer desaparecer 
os impérios; a geometria de Euclides está de 
acórdo com a geometria de hoje». Um teorema 
de Newton de Gauss ou de P<dncaré guardará a 
sua verdade enquanto a razão humana permane-
cerá inalterável. No renovamento continuo das 
doutrinas e das Escolas que governam as ciências 
da natureza e as ciências humanas, sòmente a 
matemática e a arte possuem perenidade. 

Tradução de J , DA SILVA PAULO 
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M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exames de Aptidão às Escolas Superiores (1942) 

Faculdade de Ciências — Licenciaturas em ciências (isico-
-quimicas e em ciências matemáticas, cursos prepara-
tórios das escolas militares e de engenheiro geógrafo. 

Ponto n . M 
1195 — Determine as soluções inteiras e posi-

3 , 2 
tivas da equação J J * iyJ'™ • ^ ' ^ a e1u aÇão 

proposta tira-se x = 106—y-j-(7—y): 21 e se fizer-
mos y ^ 7 vem x = 9 9 . As soluções inteiras serão 
dadas por x = 99 + 22n e y = 7 —21n; e as soluções 
inteiras e positivas obtém-se substituindo tias for-
mulas anteriores n por qualquer dos valores intei-
ros que verifiquem a seguinte dupla desigualdade 

9 7 

1196 - Determine os valores de x qve satisfa-
zem a desigualdade — a*— 11at + 12 > 0 . 
R : —12< x < l visto 1 e —12 serem as r ai ses do 
trinòmio, primeiro membro da desigualdade. 

1197 — As raízes de uma equação biquadrada 
sáo duas reais, do mesmo valor absoluto e de 
sinal contrário e as outras duas imaginárias puras 
conjugadas. De que natureza são as raízes da 
equação resolvente ? Justifique a resposta, R : As 
raises da biquadrada são as raízes quadradas das 
raises da resolvente: por isso as raizes da resol-
vente têm que ser, no caso pôsto, ambas reais e 
uma positiva e outra negativa. 

1198 — Verifique a identidade: (coso — cosô)2 + 
-(-(seno— senA)'=4sen*ly2(®-£). R : Do r.° membro 
da igualdade, depois de desenvolver os quadrados e 
simplificar, obtém-se 2—2(cosacosb+sen a sen b)= 
= 2 [1 —cos (a—b)]. Por outro lado, se notarmos 

1 1 
que cos= - A — sen2 - A = cos A > que, por isso, é 
1—2sen' ; A/2 = cos A ou 2 sen* A/2 = l — cos A , o 
segundo membro torna-se em 2 [ ' isenta - b)/2J — 
= 2 [1 — cos (a —bi] , o que verifica a identidade. 

1199 —Sendo sen«=4/5, calcule sen2a , cos2a 
e tg 2 a . R : Como sen 2a = 2 sen a cos a = + 
+ 2 sen a \f 1—sen' a , tem-se sen 2a = + 2 • 4/5 • 
- ^ 1 — 16/25= + 24/25; cos 2a = l - 2 sen2 a = l - 2 • 

24 
•16/25=—7/25 e tg2a = ± y 

1200 — Determine recorrendo ao cálculo loga-
rítmico a expressão geral dos ângulos cujo coseno 
é - 0 , 3 1 4 5 . R ; log cos * = logO,3145=1,-49762 , e 
«=71" 41' 9" . Como o coseno dado ê negativo e como 
— cos * = cos (ir— a) um dos ângulos que satisfazem 

ao problema é 108° 18151" e a expressão geral 
dos arcos cujo coseno é —0,3145 será dada por 
a = n • 36(1° + 1 0 8 ° 13' 51", onde n ê um inteiro qual-
quer. 

1201—Reduza à dizima as fracções 3/5, 2/7 
e 3/14. Classifique as dízimas obtidas. R : 3/5 = 
= 0,6; 2/7 = 0,(285714) e 3/14 = 0,2(142857) e por-
tanto a primeira é uma dizima exacta; a segunda 
periódica simples e a terceira periódica mixta. 

1202 — Traçam-se as bissectrizes dos quatro 
ângulos de um rectângulo. Demonstre q u e : 1.°, 
essas bissectrizes formam um quadrado; 2.°, as 
diagonais do quadrado são paralelas aos lados do 
rectângulo; 3.®, o comprimento comum dessas 
diagonais é a diferença dos comprimentos dos 
lados do rectângulo. R : Seja ABCD o rectângulo 
e A J , CG, BH e DI as bissectrizes que se encontram 
nos pontos G, I, H, J , Os triângulos AGC e BHD 
são rectângu 
los isõsceles Arc rr-
por os ângulos 
em A , C, B e 

D medirem ca-
da um 45°, e 
como aqueles 
dois triângu-
los têm as hi-
potenusas iguais terão os catetos iguais e será 
AG = CG = BH = HD. Por outro lado os triângulos 
CID e A J B são também rectângulos isõsceles e dai 
resulta B J = A J = CI = DI e portanto GI = IH = H J ^ 
= J G donde se conclue que o quadrilátero GIHJ è 
um quadrado, visto os ângulos em G, J , I e H 
serem rectos e os lados iguais. 2.° As diagonais 
I J e GH, como formam ângulos de 15° com as 
bissectrizes Cl, A J , B J e DI são paralelas aos 
lados do rectângulo. 3.° FH = BF — EG = E A — 
= 1/2 AC logo E F - G H = H F + GE = AC donde 
GH =-EF —AC = AB —AC c. q. d. 

Soluções dos n.°* Í1E6 a 1202 de J . Silva Paulo. 
Instituto Superior de Agronomia 

Ponto n.* 2 
1203 — Um agricultor dispendeu a quantia de 

155 esc. diários para pagar o trabalho das suas vin-
dimas a um grupo de homens e mulheres. Cada 
homem recebeu 13$ diários e cada mulher 7Í . 
Quantos eram os homens e quantas as mulheres. 
R : Sejam s ey respectivamente o número de homens 
e mulheres. Ter-se-á 13x + 7y = 155, equação que 
admite a única solução inteira e positiva x = 6 esc. 
y = l l esc. 
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1 2 0 4 — Q u e valores se deverão atribuir ao 
coeficiente m da equação + = 0 para que 
uma das raízes seja dupla da outra ? R : Sejam X| 
t as raízes da equação. Ter-se-á 3xi = —m e 
2 x J = 8 ou seja m = + 6 . 

1205 — Dada a função y=logzX faça o estudo 
da sua variação quando * percorre o intervalo 
<0, "(-oo). Diga quais as propriedades mais impor-
tantes desta função e faça a sua representação 
gráfica referente ao intervalo (0 , 1G) da variável 
independente. 

/ 
1206 — Numa circunferência de raio r traçou-se 

uma corda de 127,68 metros, que subtende um 
arco cuja amplitude é igual a 50° 32' 15". Calcule 
o comprimento do ralo, expresso em centímetros. 

6384 Utilize logaritmos. R : Será r = -—— ; e, 
6 sen 25° 16 T',5 

por isso. log r=3,80509 + 0,36971 =4,17480 donde 
r = 14956 cm . 

1207 - Supondo que i è o ângulo do 2.° qua-
drante que satisfaz a igualdade t g « = — v̂ S cal-
cule c o s e c a . R cosec « = + V^3/2. 

1208 —Quais são os ângulos compreendidos 
entre 4w e 6TT radianos e cuja tangente é —1,351 . 
Utilize tábuas naturais. R : São os ângulos 
« = 5ic — 0,933 radianos e K = 6IT — 0,933 radianos, 

1209 — Demonstre que se num triângulo rec-
tângulo um dos ângulos agudos ê duplo do outro, 
um dos catetos é metade da hipotenusa. R : Seja 
[ABC] o triângulo rectângulo e A = 2C . Tracemos 
a circunJeréncia circunscrita ao triângulo. É óbvio 
que ÀC é diâmetro da circunferência. Por outro 
lado fàcilmente se deduz ser Â = 60° e C = 30° o que 
prova ser AB o lado do hexágono inscrito e por-
tanto igual ao raio, metade do diâmetro que ê a 
hipotenusa. 

1210 —Uma esfera de área igual a 4ic cm ! é 
circunscrita a um cubo. Calcule a área do cubo. 
R : Como a esfera è circunscrita ao cubo, o seu diâ-
metro ê diagonal do cubo. Ora o lado do cubo 1 está 
relacionado com a diagonal d pela relação d3 — 312 
donde P=4/3cm2 e portanto a área A = 6P = 8 c m ! . 

Soluç5es dos 1205 a 12J0de J . Calado. 

Instituto Superior de Ciências Econômicas e Financeiras, 
13-10-1942 
1211 — a) Defina superfície cónica e superfície 

cilíndrica, cone e cilindro; dê algumas proprie-
dades importantes referentes a áreas e volumes 

de cones e cilindros, b) É dada uma esfera de 
raio r e um ponto P exterior, à distância 2r! ^ 3 do 
centro; de P tira-se a superfície cónica tangente 
ã esfera e considera-se o cone que tem P como 
vértice e cuja base é limitada pelo círculo de tan-
gência. Exprima o volume dêsse cone em função 
do volume V da esfera. R : De OAP - OAB->-

OA OB 
—- ou OB = rt/3/2. 

OP ÒA 

Do triângulo rec-
tângulo O A B vem 
ÃB 1 - ÕÃ1 - ÕB3 -

. r ! „ 
-=r2 ———— • Repre' 

4 4 
sentando por V o vo-
lume da esfera e por 
V ' o do cone, tem-se 

V - y ir A B ' - B F — 

1 - , ,—- ___ 1 r1 / 2r ri/3\ 
¥ x A B (OP—OB) - T „ - r J - ) 

xT® 1 — • - - — v. 
2 4 ^ 3 321/3 

1212 —Dada a equação px+q=ft, de raí-
zes i e f , determine a equação do 2.® grau que 

1 1 
tem como rafzes a i=a- l—, B, = 8 + • R : Sabe-se 

® p 
que ct+—p , s|J=q. Tem-se 

1 1 « + P / P\ 
oy + Pi = « + - - t - f t + - = ( « + 3) + - ^ (P + q ) • 

ap afl 
1 P ! 

• q + — - t - Ç — 2 . H q q 

i p s 

x + q + ~ - 2 = 0 . q q 

A equação pedida è 

1213 — Calcule o valor numérico da expressão 

R; A expressão dada è igual a 
1 + i / l - x * 

V^l-j-x 1 + v / l - x 
Para x™ 0,04712 vem y' 0,95288 = N 

iog N =• ^ log 0,95288 = ^ -1,97904-1,98952 
2* 2 

N = 0,97616. 
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1214 — a) Defina polígono regular e dê as pro-
priedades que conhece referentes à medida dos 
seus ângulos. i Q u e polígonos regulares convexos 
podem figurar como faces dum poliedro regular 
convexo? Porquê? b) Calcule o raio de um circulo 
conhecendo a diferença D entre a área disse cir-
culo e a do hexágono regular inscrito. R: b) A área 

fio circulo ê S=RTT? e a área do hexágono SC , 

Logo Ô=.* i * - Í1 \/3 r®/2=r* ( « - 3 t/3/2) 
. _ 

r 

donde 

1215 — Dado um triângulo rectângulo de cate-
tos Í e í e hipotenusa a , resolva o tTiângulo de-
terminado pela altura e pela mediana correspon-
dente à hipotenusa. R : A M - a / 2 , Dos triângulos 

»A semelhantes 
ABC - APC 

resulta AP-^bc/a. 
Aplicando o teo-
rema de Pitágo-

ras ao triângulo rectângulo APM item, por fim, 
P S P - S S P - Ä F * — b * cí/a*. 

1216 — £ Quantos nfimeros inteiros há de qua-
tro algarismos que sejam divisíveis por todos os 
números dígitos ? R : O m. m. c. de todos os núme-
ros dígitos ê N = 2 3 x 3 J x 5 x 7 ~ ' 2 , 5 2 0 . Logo há três 
números que satisfazem ao enunciado.- 2.520, 5.040 
e 7560. 

Soluções dos ti.** 1211 a 1216 de A. Sã da Costa. 

Instituto Superior Técnico 

Ponto n, 2 

1217 — Uma liga de ouro e cobre contêm 2 0 % 
de cobre. Juntando-lhe 500 gramas de ouro, a 
percentagem do meta! nobre passa a ser de 85 
por cento. Calcular a quantidade de ouro exis-
tente naquela liga e o pêso da mesma liga. R : Se 
forem i í v OS pesos de cobre e ouro existentes na 
liga, as equações que resolvem o problema são 

20 15 
100 

( x + y + 5 0 0 ) , donde o piso 

de ouro y = 1200gr e o pêso da liga x + y™1500gr. 

1218 — Determinar os valores inteiros e posi-
tivos de a e b para os quais a função de x defi-

x—a+1 y+b—1 
nida pela equaçSo — — s e anula 

+ 1 

para j c = 2 . R : Será então 
2 - a + l _ b—l 
4 + 2 - 1 ~ 1 

5b + a = 8 cujas soluções em números inteiros são 
dadas por b = l + m e a=3—5m ; donde a única 
solução inteira e positiva b = l t a = 3 . 

1219 —Sendo tga e tg fi as raízes da equação 
(#—1) = , exprimir tg (n + P) em função 
de k e determinar k para que a e p sejam com-
plementares. R : A soma das r ai ses da equação é 

k * - l r - ( 2 k + l ) 
tg i + t g - • e o produto tg st tg fí-- -

kä k* 
( k î - l ) : k * k—1 

logo será tg(« + p) = ' s e * ' $ 

forem complementares será k = — 1 . 

1220 — Dadas duas circunferências de raios 2 
e 3 centímetros, tangentes exteriormente, deter-
minar a'àrea do triângulo formado pelas tangen-
tes comuns às mesmas circunferências, R : O triân-
gulo pedido è o triângulo CDE . Dos triângulos 

3 5 + x 
semelhantes AOC e BO C tira-se - = ou seja 

donde 

x = 10; e dos triângulos semelhantes DFC e BO'C 
x + 2 t / s J - 4 „ 

tira-se ^^ -» -—- — logo DF — yG. Finalmente 

a área pedida é 12 y/ti c m ' . 

1221 — Dado um rectângulo de lados s e i , 
tirar, pelo meio do lado a , uma recta que divida 
o rectângulo em duas partes cujas áreas estejam 
na razão m:n . R: Seja x um dos segmentos que 
a recta que passa pelo meio do lado a determina no 
lado oposto. As áreas dos trapézios formados são 

a a 
dadas pelas expressões .*• ~ +x - + (a—x) 

——— X b e X b 
2 2 

a + 2x m a (3m—n) 
donde — - e finalmente x = 

3a—2x n 2 ( n + r a ) -

1222 — U m cone de revolução e uma esfera 
estão assentes sôbre um plano horizontal. Sa -
bendo que o raio da esfera é igual a 8 centíme-
tros e que, no cone, a altura e o diâmetro da base 
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são iguais ao diâmetro da esfera, determinar a 
distância daquele plano a que se lhe deve tirar 
um plano paralelo para que sejam iguais as sec-
ções determinadas por êste plano no cone e na 
esfera. R : Seja x o raio das secções e y a distância 
do plano horizontal ao plano secante. Será 

x 16—y 
—y (16—y) (na esfera) e - = —— (no cone), o it> 

donde se obtém y = 16 —2x 
64 16 

=16 - - - — C H I . 
5 5 

Soluções dos n.1" 1217 a 1222 de J . da Silva Paulo. 

MATEMATICAS GERAIS - ALGEBRA SUPERIOR - COMPLEMENTOS DE ALGEBRA 
F. C. L. — ÁLGEBRA SUPERIOR — e x a m e da fre-

qüência, 19+1-1942 
1223 — Efectuando duas transformaçõessuces-

sivas escreva a equação cujas raízes estão rela-
cionadas com as da equação 2xf—x^+áx'1—3=0 

pela expressão + R : Efectuar primeiro 

a transformada em z = —- e em seguida aumentar 

de 3 unidades as raizes desta transformada. Vem 
3y B—64y*+4QSy4—1572y '+3429y*—S941y 1868—0, 

Solução do n.° 1225 de J . Pais Morais. 

1224 — Determine as condições a que devem 
satisfazer os números reais a , b , c, para que os 

, , a + i\/3 b + t t/3 í + *V3 
afixos dos imaginários —— — 

a — i\/'ò í —íV3 c—itfà 
sejam os vértices dum triângulo eqüilátero. Sendo 
<t=0 calcule os valores de b e c, l i : Note-se que 
os três complexos têm módulos iguais a l e que os 
seus afixos serão vértices dum triângulo equilátero 

. 4TT se os seus argumentos forem a, a + —- ,«+-—* 
3 3 

Da introdução desta condição resultam as duas 
condições b—a = ab + 3 e c—b = bc + 3 . 

SoluçSo do n.° 1224 de A. Sá da Costa. 

1225 — Calcule, usando a fórmula de Leibnitz, 
a derivada de 3.® ordem da função = sen ^ x . y/x. 

1226—Exprima em função de p real os números 
reais x ey de modo que ( 3 — 4 i ) { x + y i ) = p e ^ c / 

3—4( 
reais em função de a real de modo que — = a. 

X+ Yi * 
Indique que condições devem dar-se para que 
seja p^q, Será possível determinar p e q de 
modo que haja um número (a + bi) que satisfaça 
simultânea mente às duas condições ? 
R _ j x - 3 p / 2 5 | X = 3/q j 8/25 

jy=4p/25 í Y = —4/q 1 Y , 16,25. 
Não existe o complexo a + bi a que se refere o 
enunciado, A sua existência implicaria a verifica-
ção simultânea de pq = + 25 e pq = —25. 

1227 —Deduza a condição que deve verificar-se 
para que o segundo e terceiro termos da equação 

/(#) = a0X* + o, tf™"1 + «í H + i x + a„ =-• 0 
se possam anular por meio da mesma transfor-
mação. R : A transformação a que se refere o 
enunciado só existe se for verificada uma das três 
condições a , = 0 , a ^ O (com n=f=0). 

Soluções dos n.™11226 e 1227 de ), Pais Morais. 

I, S. C. E. F. — 1.« CADEIRA I." exame de freqOência, 
27-242 

de f " \ Discussão. R : i1'"-

1228 — Calcular o produto das determinações 
V" cos - + i sen r I 

n J - í « » —+ 
irí2 + 2ki: 

+ isen • 

* v 

= ( C O S 2n" 

+ i sen 
ir \ / 2kir 

i — cos — -
2n) V n 

2krr\ 
+ i s e n — J 

O produto será 

H * 

cos- ^ i sen 
2n 

n - t / 
— I • n I 
2n) ' t'-o \ 

a* ' 

[ k = 0 , l , 2 . . . ( n - l ) ] 

2 k t 
— f- isen 

l « , « W 2«0-1 , . 2 i r \ — cos - + i sen - cos — 2 k + 1 sen ™• H = \ 2 2/ \ n t-o n k«o / 

^cos ^ + i sen ^ [cos (n—1) ir+i sen (n—1) ir] — 

— + i conforme fôr n impar ou par. 
x+y-2 
x-y =0 

achar a sua distância, o seu ân-

0 

n 

1229 — Dadas as duas rectas 
j 2 * - * - 2 = 0 
I x-z=0 

ângulo e a direcção da perpendicular comum. 
R: 1.') Como imediatamente se reconhece, a recta r ( 

i perpendicular ao plano Oxy , encontrando êste 
no ponto (1,1,0), e a recta r? è perpendicular ao 
plano Oxz, no ponto (2,0,2). Por conseqüência, 
as rectas são ortogonais e o seu ângulo mede 30°. 
Em virtude do exposto a distância das duas rectas 
è a diferença das abscissas dos seus traços nos 
planos Oxy e Oxz, isto è, d = l . Por serem r t e r2 

perpendiculares, respectivamente, a Oxy e Oxz, 
elas são paralelas a Oyz e a direcção da perpendi-
cular comum é a do eixo Ox , cujos parâmetros 
são (1,0,0). 2.A) A distância de rt ti r2 i igual d 
distância dum ponto arbitrário de r, ao plano i? 
que contém r2 e é paralelo a Tu. A equação geral 
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dos planos que contêm r2 4 2x —z—2-f > (x—z) = 0, 
ou, + —(1 -i- jgz —2=0. A equação de « obtém-se 
desta escolhendo >. de modo tal que a direcção nor-

. . , I x + y - 2 = 0 
mal a -r. seja perpendicular à recta r( 

Í
x — 1 y—l z 

^ —— - — • Isto i 1 + X = 0, donde 
1 e ic) x — 2 = 0 . A medida da distância do 

ponto (1,1,0) da recta i-| ao plano ir é d = |l — 2| = 1. 

( X — l ^ y — l _ z 
1 0 ~ 0 1 

O 

x - 2 y z—2 
O O 

tem-se cos(ri * r2) = 

A direcção da perpendicular comum é definida 
pelo vector u AV onde u ™K e v = J , logo u A v =» — l 
e os parâmett os directores são (1,0,0). 

Soluções dos 1228 e 1329 de A. Sã da Costa. 

C Á L C U L O I N F I N I T E S I M A L E A N Á L I S E S U P E R I O R 

1. S. C. E. F. — '2.' CADEIItA — l.° exame de freqüência, 
21-2-1942 

1230 — Mostrar que o produto infinito 

n l — f - — ) 1 (z^x + iy) é absoluta-
A-0 | 1 W J 
mente convergente fora do circulo de raio 1 e de 
centro na origem. R : O carácter do produto infi-

/ n \» 
nito é o da sérte de térmo geral un(z) — 1)/ 

A aplicação do critério de Cauchy lim —— 

mostra que a série i absolutamente conver-
1*1 

gente para \ z | > 1 , isto é, em tóda a região do 
plano cTArgand exterior ao circulo de centro na 
origem e de raio 1 . 

J 
1231 — Estudar a convergência do integral 
B 

sen t 
(log tr dt. li ; O integral è impróprio de 

2.» espécie e sê-lo-á de l.a se m > 0. Como integral 
de 2," espécie êle será convergente se a função inte-
grando fór um infinitésimo no ponto impróprio 
de ordem igual à do iufinitésimo t - ' (log t)1 onde 
i < —1. Portanto, se m <— 1 a função integranda 

sent 
pode escrever-se sob a forma - — cujo nu-

t(logt)-» 
merador é uma função limitada e o integral con-
verge nessa hipótese. Por ser m <— 1 o integral 
não e impróprio de l,a espécie, como já se dissera, 

sen t Com efeito tem-se lim (log t y = 0 se m < — 1 . t 

1232 — Calcular o integral 

Jí 
R : Tem -se I 

Ax ; f Bx + C 
(X + 2) ( 5 + 3) 

+ D l o g ( x + 2) + 

+ E log ( x i + 3 ) + F are tg -—=H-c. A aplicação do 
V 3 

método de Fubini conduz a 
D + 2 E = 0 
A - 2 D - 4 F — \/3 F = 0 
2B + 6 D - 1 4 E - 2 t / 3 F = 0 
3A —2B—3C + 12D-fl2E-t-7 F = 3 
12A —4C4-9D + 24E -|-6 F = 2 
6B—3C+18D + 12 ^ 3 F = 1 . 

1233 — Supondo convergente o integral 
re~" da 

I — — iiufa-, = / ( < , > s< x ) e m certos domínios 
o 
paramétricos, procurar as suas derivadas parciais 

OO 
( ' 7' dz 

ta 

<x « r 
em ordem a x, s e a. R : -— 

' Sa ' ' - 1 

9f oi _ re~" z'~l log z 
ta"/ dZl 

0 
P e<iti»-n+i>izs-i 2-xi 

Sx J (l-e5^1-^ 
-dz. 

t. S. T. — CÁLCULO — l.° exame de freqtténcia, 1942 

1234 — Estudar a convergência do integral 

. sen x 
- dx. R : Se a > 0 o integral è 

t * 

impróprio de 2.» espécie, diverge se k < 1 e con-
verge se k > 1 porque, neste caso, tem-se 

<Í 
' . c o s x . sen x 

dx e o numerador da fun-

ção integrando é limitado. Se a < 0 , tem-se 

Jsen x * * 

(e«n ,y dx I (e*ín")' « a 
seu s , 
— — dx - 1 ! + I2 . 
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Onde li è um integral riemanniano se k > O, e i 
impróprio de 1.» espécie de k<0, sendo conver-
gente para k < 1 e divergente para k > 1 . E ê 
impróprio de 2." espécie, sendo divergente para 
k < 1 e convergente para k > 1 . Logo, no caso 
a < O o integral I é sempre divergente. 

IX> 
1235 — Dada a série 2 /»(*)> onde f i ( x ) = x 

a—i 
• — # "í*"-3» , averiguar se será legí-
timo integrá-la têrmo a tèrmo em qualquer inter-
valo do eixo real. R : Note-se que S i (x ) = x , S ^ x ) « 
- x " 3 , S , , • • • S , (x) - x " » - " e que S ( x ) = 
= lim S „ ( x ) = l qualquer que seja x finito. Tem-se, 
portanto, l i m S ( x ) = l . Mas, S ( 0 ) = 0 porque para 

i=0 se anulam todos os termos da série. A função 
S ( x ) tem uma descontinuidade na origem e, por 
conseqüência, a série dada não é uniformemente 
convergente ; todavia, pode ser legitimo integrá-la 

tèrmo a têrmo. Calculemos JS (x) d x = J d x = - b — a 
4 A b li 

e o lim fs„ ( x ) dx = lim fx,,<ll~'> dx = 
fl a 

2n —1 
= lim —'—• (b*»"*"-" - a ' " " M ) ) = b ~ a . 

n-f» 2n 
Loga, ê legitimo integrar a série dada têrmo a 
têrmo, embora ela não seja uniformemente conver-
gente. 

, d*y 
1236 — Calcular a segunda derivada —— da dx1 

i/2ky — v1 
função y (&) definida pela equação ——\—— = 

b 
- a e n n o ponto (x.y). 

k 

1237 — Escrever o desenvolvimento de Taylor 
da função f ( x = .j>)* + sen xy, « > 0 , na 
vizinhança do ponto ( 1 , 2 ) . 

Soluções dos n.™ 1230 a 1255 de A. Sá da Costa. 

M E C Â N I C A R A C I O N A L — F Í S I C A M A T E M Á T I C A 

I. S. T. — M E C A M C A K A C I O N A I . — exame de fre-
quência, 1942 

1238 —Dado o vector W(P) , função do ponto 
variável P, e a homografia iu, função do vector u, 
tal que 

/— gr« d («]/)^à^y=gra(Í(i( jy) „•«,£'=g r a d («| K ) . 
1.° Achar o vector e o primeiro invariante da 
homografia ; 2.° ; Quando é que ê uma dilata-
ção e quaudo é que é axial? ; 3.° Mostrar que 
grad (« [ v) = tt* v + cl, w; 4.° Comparar n* com a 

homografia y p • Podem ser iguais ? 

1239 — Determinar, entre dois pontos A e B 
do plano xy, a curva plana que torna mínimo o 

integral (Supõe-se que o coefi-

ciente angular da tangente varia continuamente, 
entre os extremos A e B da curva). 

1240 — Resolver a equação 

/(j)-T(*)-X/K(x,y)f(y)dy sendo / { x ) = 3 . r ' + 4 
0 

e [£>(>.) e são 
quadráticas em X.] . 

1241 — Supondo que a densidade é, em cada 
ponto, proporcional à soma das coordenadas car-

síanas dêsse ponto, calcular o momento de inér-
cia do rectângulo que tem por vértices os pontos 

( 0 , 1 ) , 5 ( 4 , 1 ) , C ( 4 , 3 ) , ü ( 0 , 3 ) em relação 
ao seu centro de gravidade, utilizando a fórmula 

mt m;r%, devidamente modificada. [rv é 
a distância dos pontos m, e m,). 

F. C. P. - M E C Â N I C A li A C I O N A I . — t.° exame de fre-
qüência, Fevereiro, 1942 

1242 — Verifique se o campo de vectores 
W,-(1-3s-y) , « + . / + ( - 1 + 2 ^ + 3 * ) . k 
é um campo de momentos e no caso afirmativo 
calcule o invariante escalar do campo. 

1243 - Determine dois vectores, um dos quais 
localizado sôbre o eixo Ox, que constituam um 
sistema gerador do campo precedente no caso, 
subentende-se, de ser um campo de momentos. 

1244 — Dadas as fôrças 
complanas , Fz, F3, indi-
cadas na figura, localize no 
seu plano, usando das pro-
p r i e d a d e s dos funiculares, 
uma quarta fórça Í 4 que tor-
ne o sistema equivalente a 
um binário B de momento 
dado (200m.kg) (o sentido 
fica ao arbítrio do aluno). 

•» ti 

(,- it, 
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1245 — Dado o sistema articulado representado 
•a figura, calcular as tensões nas barras a, b c c 

pontos fixos). 

1 2 4 6 — Dois blocos Bie Bz, de pesos p\ e pz, 
encontram-se em equilíbrio na posição indicada na 
figura, devido à acção da fôrça F paralela ã Itnha 
de maior declive do plano que os suporta. Conhe-
cidos /j e p2, i e 8, calcular F pela aplicação do 
teorema do trabalho virtual, desprezando o atrito. 

P R O B 
Secção a cargo de A Ferreira 

P R O B L E M A S 
124S — Determinar o lugar geométrico dos cen-

tros de gravidade dos triângulos quetém um lado 
dado e o vértice oposto sôbre uma recta dada. 

1249 - Determinar a equação geral das super-
fícies S tais que, designando por X, F , Z os pon-
tos em que a normal num ponto M duma delas 
encontra respectivamente os planos YOZ, ZÜX 
e XOY, a razão anarmánica ( X , Y,Z,M) = k. 

Problemas n.u" 1248 e 1249 propostos por José Morgado 
(Pürto). 

6 
1250 —Dado o integral j'f(x) dx substituí-lo 

a 
por outro que tenha por limites dois números da-
dos, A e B, por meio da substituição x^my-rn , 
sendo m e « dois números a determinar (Sturm). 

Problema ti.° 1250 proposto por Rui Verdial (Pôrto). 

1251 — Dum barril cheio tira-se um litro de 
vinho, e substitui-se por água. Depois tira-se um 

Dados numéricos: 

1 = 30°; 0=45<>; />, = 200kg.; p2---= 100kg). 

1247 — Um ponto móvel P descreve a espiral 
de Arquimedes (r expresso em decíme-
tros e 8 em radianos) de tal modo que a sua ace-
leração é central e dirigida para o polo da espiral. 
Sabendo que, para 0 = ir/2, a velocidade de P é 
20 cm/s e que o movimento se faz no sentido dos 
00 decrescentes, calcular: a) a constante das áreas; 
b) a velocidade e a aceleração quando 8 = 20°. 

L E M A S 
de Macedo e Mário de Alenquer 

P R O P O S T O S 

litro da mistura e substitui-se por água. Efec-
tuada esta operação 35 vezes, verifica-se que 
o barril contém quantidades iguais de água e 
vinho. Calcular a capacidade do barril, 

1252 - Lugar do centro dum circulo que se 
desloca de tal forma que os seus eixos radicais 
com dois círculos fixos passam por dois pontos 
fixos. 

1253 — Mostrar que o sistema é possível, e re-
í (ad+be) x+(ae + bf)y+(af+bd)=Q 

solvê-lo 1 (bd + ce)x+(bt + cf)y+(bf+cd)**>0 
( (cd+ae)x+(ce + af)y + (cf+ad)=Q. 

1254 — Prove que 

"z 2' tg(2' * ) = cotg^—2" cotg(2"ar), 
1—o 

Problemas n."' 1251 a J254 propostos por Mério de Alen-
quer. 


