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sagem por trabalhos de excepcional merecimento.
E nio s6 no campo da Ciéncia pura éle foi notd-
vel; no dominio da técnica numerosos sdo os ins-
trumentos que inventou ou aperfei¢oou.

A sua obra é demasiado vasta para que possa
ser apreciada, mesmo resumidamente, num artigo
da natureza déste, Limitar-nos-emos por isso a
uma simples indica¢do de alguns dos seus traba-
Ihos de maior vulto.

No dominio dos raios X ocupou-se particular-
mente do estudo dos raios X moles, tendo conse-
guido fazer a ligacdo e mesmo a sobreposigio
parcial do espectro ultra-violeta e do espectro X.
I'oi éle que obteve os raios X de maior compri-
mento de onda até hoje produzidos.

Estudou a acgdo biologica das radiagoes nos
organismos unicelulares, tendo conseguido por
em evidéncia a existéncia, nas células, de zonas
sensiveis, de superficie muito inferior a superficie
total da célula. Uma radiagdo s6 actua sbbre a
célula quando atinge uma destas zonas sensiveis.

No dominio da técnica deve-se-lhe a invencio
da bomba molecular Holweck que permite obter
o vacuo mais perfeito que se consegue actual-
mente,

Deve-se-lhe também o invento do péndulo gra-
vimétrico Holweck, destinado a medir a intensi-
dade da gravidade e que constituiu uma notabi-
lissima descoberta, por reduzir extraordinaria-
mente o tempo necessario para tais medicoes, e

com o qual se consegue uma grande precisio.
Esta descoberta valeu-lhe o prémio Alberto I de
Moénaco, a mais elevada distingdo internacional
para os trabalhos de gravimetria.

Ndo podemos alongar-nos mais sobre os nume-
rosos trabalhos que tornaram o nome de Fernand
Holweck universalmente conhecido e estimado.

Este sabio morreu na forca da vida, quando a
Ciéncia e o Progresso humano a que votara toda
a sua actividade muito tinham ainda a esperar do
seu excepcional talento.

Acrescentaremos apenas mais uma breve indi-
cagio biografica. Holweck, que dedicara sempre
toda a sua actividade ao servigo da humanidade,
poz galhardamente a sua vida ao servigo da Pa-
tria quando esta estava em perigo. Na guerra de
1914-18, Holweck serviu herdicamente no exér-
cito francés, tendo merecido pelos seus feitos a
roseta de oficial da Legido de Honra.

Com o seu desaparecimento perdeu a Humani-
dade ndo so6 um grande sibio mas também um
homem de caracter firme e de coracdo largo.
Holweck é daqueles de quem se pode dizer que
deixou por sua morte uma vaga dificil de preen-
cher.

A «Gazeta de Matematica», dando noticia da
perda de Fernand Holweck, inclina-se respeito-
samente perante a memdria do grande cientista
que viveu como um justo e morreu como um
martir,

OS TEOREMAS DE
BAIRE, CANTOR, WEIERSTRASS E CAUCHY

por J. Albuguerque IC. E.. M. L.]

Quando se estuda a continuidade das funcdes
reais de varidvel real, encontram-se alguns resul-
tados muito importantes e que se estabelecem
facilmente ; entre éles ocupam um lugar de relévo
os teoremas de Cantor, Weierstrass e Cauchy.

Estes trés teoremas demonstram-se de uma
maneira tdo facil que nos surpreende, e os seus
enunciados tornam-se-nos evidentes em pouco
tempo. :

René Baire, matematico franceés, um dos geniais
fundadores da moderna teoria das fung¢des de
varidvel real, deixou-nos um teorema que num
caso muito ‘particular se reduz ao classico teorema
de Cantor.

Olharemos primeiro o resultado de Baire e em
seguida os de Weierstrass e Cauchy. Mas antes

déles vejamos algumas no¢des fundamentais, indis-
pensaveis.

No que se vai seguir suporemos sempre que
y=f(x) é uma funcio real definida no conjunto £
da variavel real x.

Seja ¥ um ponto de [/ e representemos por
V(x,£,:) o conjunto dos pontos de £ que caiem
num intervalo aberto de centro em x e de com-
primento 2:¢,

Os valores de f no conjunto F/ formam um
conjunto limitado por dois nimeros reais que
representaremos por L (x,:) >1(x,:).

Os ntimeros L (x,:), I(x,5)en(r,s)=L(x,:)—
—1I(x,¢) chamam-se respectivamente [imile supe-
rior, limite inferior ¢ oscilagdo da funcdo f no
conjunto F(x, £,:).
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Fazendo tender : para zero, L (v, :) ndo cresce,
/(x,:) ndo diminui, e estes dois niimeros tendem
para limites L (x) e /(x) que se designam como
limites superior e inferior de f no ponto x.

Tem-se também, visto ser paratodo o ¢, L(x,:) >
= l(»“' y ‘} »

o(x)=limo(x,)=L (x)—1(x)=>0,
0 L
e esta diferenca chama-se oscilagdo de f no
ponto x.

Os trés numeros L(x), /I(x) e «(x) sdofungdes
reais de variavel real definidas no conjunto %,

Vejamos em seguida o que se entende por con-
tinuidade da func¢do f num ponto do conjunto £ .

A funcdo ¥=f(«x) definida no conjunto £ sera
continua num ponto x de E se, e s6 se, escolhido
um niamero real § >0, for sempre possivel deter-
minar um nimero real : >0 tal que para todo o
ponto &' do conjunto F (x,E,:) setenha | f(x')—
Sf(x)|<¥. A fungdo f serad continua no conjunto
F se o for em todos os pontos de £.

Analisemos mais de perto esta definicdo, que
nos foi dada por Cauchy. Esta definicio mostra-
-nos que para a fungdo ser continua no ponto x,
os valores da fungio em pontos de E visinhos
de x ndo sdo arbitrarios, mas sujeitos a condicio
de serem visinhos de. f(x). Em particular isso
sucede sempre nos pontos isolados de £, e se ndo
sucede algures isso & certamente num ponto de
acumulacdo de £, pertencente a £ .

A continuidade de f em E, pode, conforme
resulta desta andlise, ser definida sdbmente nos
pontos de acumulacio de £ que pertencem a k£,
< para isso vai naturalmente fazer-se uso de suces-
sdes convergentes no dominio e contra-dominio
da funcdo,

E o que faz Heine.” Para éste matematico a
fungdo f(x) €& continna no ponto a de acumula-
c¢do do conjunto £ :

1.2: se x pertence a £,

2,0: se para toda e qualquer sucessio, x;, x¥s, -+

-y &,,+ de pontos de £, convergindo para a,
os valores da funcdo, f(x), f(x2), -+, f(&,),
constituem uma sucessido convergindo para f(x).

A fungdo f seri continua em E se o for em
todos os pontos de acumulacido de £, pertencen-
tesa I,

E facil demonstrar a equivaléncia destas duas
difinicbes uma vez que se aceite o axioma de
Zermelo.” A equivaléncia sera por nés franca-
mente aceite, passando aqui em claro a demons-
tracdo que é de toda a gente conhecida.

Seja ¥ um ponto de continuidade da fungio f
e consideremos o conjunto dos valores da tuncédo

nos pontos x' de E, visinhos de x, isto &, nos
pontos de F(x, E,:); ésse conjunto de valores &
limitado, como o provaacondigdo: | f(a')—f(x) <&
para, |a'—x| < :, que é condicdo suficiente para
o conjunto dos valores f(x') ter por limite f(a).

Entdo se todos os pontos de acumulagido de £~
pertencem a £, ou por outras palavras, se E &
fechado, e se f () € continua em £, ou em todos
os pontos de acumulacdo, conclui-se que f(x) é
limitada em todos os pontos de /.

Duma maneira mais simples: #dda a fungdo con-
tinua num conjunto fechado é limitada nésse con-
Junto.

Também num ponto x de continuidade se tem
imediatamente: L (x) = f(x)={(x). Portanto: o (x)=
=L (x)—Z(x)=0.

Se for somente: L (x)=f(x) 5= (x), ou sbmente:
L (x)+ f(x)=I(x), diz-se entdo que f (x) € semi-
continua superiormente ou inferiormente (por sua
ordem) no ponto x.

Depois destas nocoes rapidamente relembradas,
vamos demonstrar o teorema de Baire. Pode éle
ser enunciado como segue:

Teorema pE Bare. Se f(x) é uma fun¢do real
de varidvel real definida num conjunto E fechado
e limilado, ¢ se em cada ponto x de E se tem:
o (x) <<k, entdo existe wm numero positivo o tal
quie, para todo o par de pontos. (x' ,x'') de E , para
os gquais, | x'—x""| < =, serd: |T(x")—f(x'")] <k.

Para demonstrarmos éste teorema notemos que,
se ¥ € um ponto de £ existe um %> (), mas
suficientemente pequeno, tal que para dois pon-
tos (a',a') do intervalo aberto (v—4%,x+4) se
tenha: | f(x')—f(x")| < %. O conjunto E sera
coberto por éstes intervalos abertos e, por maio-
ria de razdo pelos respectivos segmentos; por
outras palavras, qualquer que seja o ponto a de
E existe um segmento a que x € interior.

Pois bem: existe um wmimero finifo daqueles
segmentos igualmente com a propriedade de cobrir
E, ou de cada ponto x de K ser interior a um
déles, (Heine-Borel).

Com efeito ' se ndo houyesse um namero finito
de segmentos cobrinde £, também nio haveria
um nimero finito désses segmentos cobrindo um

i Heine — Journal de Crelle, vol. LXXIV (1872) p. 182,
Hobson —vol. 1.°, p. 282,

2) Sterpinski — Comptes Rendus, Paris, vol. CLXIII
(1916), p. 688,

@) Baire, Sur les fonctions des variables réelles, Annali
di mat, (3 A), vol, 111, p. 15,

(%) Reproduzimos um raciocinio do prof. Esparteiro da
Universidade de Coimbra. Ver: Vicente Gongalves, Ligdes
de Cdlculo e Geometria, p. 101,
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conjunto fechado K, contido em £ e de diametro
igual a 1/2 do diametro de £, ou cobrindo um
conjunto fechado £, contido em E, e de didme-
tro igual a 1/4 do diametro de E, e assim su-
cessiva e indefinidamente.

Mas entio os conjuntos £, £y, F,,-.- teriam
um ponto ¢ em comum (Cantor ), para o qual
ndo haveria um nimero finito de segmentos aos
quais éle fosse interior.

Mas ¢ pertence a £ e portanto € interior pelo
menos a um segmento. A contradi¢io assegura a
existéncia de um ntmero finito de segmentos
cobrindo .

As extremidades déstes segmentos em nimero
finito situadas em E constituem um conjunto finito
de pontos. Se for 2 a menor distancia entre dois
quaisquer déstes pontos, para (&', x'') pertencen-
tesa £ ecom |x'—x'|<a, é&certo x' e x'' cai-
rem num mesmo segmento que cobre £ e por-
tanto sera: | f(a)—f(¥")|< k. c.q.d.

Se quizermos deduzir do teorema de Baire o
teorema de Heine-Cantor, bastari supormos que
f(x) é continua em todos os pontos do conjunto
fechado e limitado K.

Entdo neste caso muito particular, & conforme
ja se viu: o (x)=0 < :. Obtem-se imediatamente o
seguinte enunciado :

TeoremA bE HEmwe . Se {(X) € continua num con-
junto fechado e limitado E, entdo a cada : >0
corresponde um o >0, tal que se tem: |f(x1)—
—f(x3) | <:, para fodo o par de pontos com:
| Xi—%X2 | < =.

Iiste teorema foi apresentado e demonstrado
pela primeira vez por Heine, o que nos leva a
por-lhe o nome déste matematico.'” Uma pro-
posi¢do muito semelhante a esta no seu contetido
é o classico teorema de Cantor ou teorema da
continuidade uniforme.

TeoreMA DE CanTor . Se uma fungdo é continua
num intervalo finito ¢ fechado, entio o intervalo
pode ser dividido num mimero finito de sub-inter-
valos em cada um dos quais o incremento da fungdo
é menor que um mimeyo positivo préviamente dado-

Seja £ um conjunto fechado (de niimeros reais)
e f(x) uma funcdo real continna em /. Repre-
sentemos abreviadamente por f(£) o conjunto
de valores de f nos pontos de £ . Suponhamos
E limitado. Seja p um ponto de acumulacdo de
f(£); havera infinitos pontos x' tais que | f(x')—
—p| < § e qualquer ponto de acumulagio, x, do
conjunto dos &' sera tal ® que, devido 4 continui-
dade de f, se tem: f(x)—=p. Sendo £ um conjunto
fechado, » pertence-lhe, e portanto p pertencera

a f(E). Conclui-se assim que: s¢ E é limitado ¢
fechado, e f continuaem E , entdo t(E) serd fechado.
Deéste resultado vem imediatamente o conhecido:
Teorema pE WEIERsSTRASS . Os limifes 1 ¢ L. duma
Sun¢do continua num conjunto limitado e fechado
sdo valores da funcdo.

Com efeito /! e L pertencem ao derivado do
conjunto dos valores da func¢do. A / e L, quando
atingidos, da-se os nomes de minimo e mdximo
de f. Vejamos finalmente uma ultima definicdo:

Chamaremos continuo de Jordan a todo o con-
junto fechado tal que dados dois quaisquer dos
seus pontos é sempre possivel uni-los por uma
linha poligonal ou cadeia, com extremos nos dois
pontos, com os vértices no conjunto e cujos lados
ou elos sejam inferiores em comprimento a qual-
quer ntimero positivo dado.

Um continuo de Jordan na recta, &€ pois um
segmento. .

Suponhamos agora que £ era um continuo no
sentido de Jordan e que f & continua em £E-
Sejam p e g dois pontos de f(E) e a! e x' dois
dos pontos de £ tais que: f(x')=p e f(a')=q.

Em virtude da continuidade de f, existe para
cada : >0, uma cadeia: &', xy, 22, -, &,, ¥
de pontos de £ e de elos de comprimento menor
que :, e portanto uma cadeia: p,f(xy),(x2), ---,
-y f(x,),q de pontos de f(E) e de elos de com-
primento menor gque #. Conclui-se assim que:
se E for um continuo de Jordan ¢ f continua em
E, entdo f(E) serd um continuo de Jordan,

Por outras palavras bem mais sugestivas: o
transformado de um segmento por uma funcio

‘continua € um segmento.

Concluimos também que :

Os valores de uma funcdo real de variavel real
num segmento, preenchem o intervalo entre o
minimo e o maximo.

Finalmente concluimos ainda, sem grande es-
forco, o conhecido teorema seguinte :

Teorema pE Cavcuy. Uma fun¢do real e continua
sobre um continuo de Jordan, ndo muda de sinal
sem passar por sero.

A quasi todos os enunciados que apresentimos
mantivemos uma forma que lhes conserva sentido
mesmo no caso de sairmos do campo das funcoes
de uma s6 variavel real. Iica para passatempo do
leitor o antever essa generalisagio imediata.

) Féz-se uso de um teorema qudsi evidente de Cantor
conhecido com o nome de Durchschnittssate,
2} Heine, Journal de Crelle, vol. LXXI (1870) p. 361, e
vol. LXXIV (1872) p. 188 ; ver também : Hobson, vol,, I, p. 280.
@ fgse ponto de acumulaclio existe visto que F &
limitado (Bolzano-Weierstrass).



