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sagem por trabalhos de excepcional merecimento . 

E n ão só DO c ampo da Ciência pura ele foi notá-

ve l ; no domín io da técnica numerosos são os ins-

trumentos que inventou ou aperfeiçoou, 

A sua obra é demas iado vasta para que possa 

ser apreciada, mesmo resumidamente , n u m artigo 

cia natureza deste, Limitar-nos-emos por isso a 

uma s imples indicação de alguns dos seus traba-

lhos de ma ior vulto. 

No dom ín i o dos raios X ocupou-se particular-

mente do estudo dos raios X moles, tendo conse-

guido fazer a l igação e mesmo a sobreposição 

parcial do espectro ultra-violeta e do espectro X . 

Eoi êle que obteve os raios X de maior compri-

mento de onda até hoje produzidos. 

Estudou a acção biológica das radiações nos 

organismos unicelulares, tendo conseguido pôr 

em evidência a existência, nas células, de zonas 

sensíveis, de superfície mu i to inferior à superfície 

total da célula. U m a radiação só actua sóbre a 

célula quando atinge uma destas zonas sensíveis. 

No domín io da técnica deve-se-lhe a invenção 

da bomba molecular Hohveek que permite obter 

o vácuo mais perfeito que se consegue actual-

mente. 

Deve-se-lhe t ambém o invento do pêndu lo gra-

vimètr ico Ho lweck , dest inado a medir a intensi-

dade da gravidade e que constituiu urna notabi-

l íssima descoberta, por reduz i r extraordinaria-

mente o tempo necessário para tais medições, e 

com o qual se consegue uma grande precisão. 

Esta descoberta valeu-lhe o p rém io A lber to I de 

Mónaco, a mais elevada dist inção internacional 

para os trabalhos de gravimetr ia . 

Não podemos alongar-nos mais sõbre os nume-

rosos trabalhos que tornaram o nome de Fernand 

Holweck un iversa lmente conhecido e est imado. 

Êste sáb io morreu na fôrça da vida, quando a 

Ciência e o Progresso h umano a que votara tôda 

a sua act ividade mui to t inham ainda a esperar do 

seu excepcional talento. 

Acrescentaremos apenas ma is uma breve indi-

cação biográfica. Ho lweck , que dedicara sempre 

toda F. sua act iv idade ao serviço da human idade , 

poz ga lhardamente a sua vida ao serviço da Pá-

tria quando esta estava em perigo. Na guerra de 

1014-18, Ho lweck serviu herò icamente no exér-

cito francês, tendo merecido pelos seus feitos a 

roseta de oficial da Leg ião de Honra . 

Com o seu desaparec imento perdeu a Human i-

dade não só um grande sáb io mas t ambém um 

homem de carácter f irme e de coração largo. 

Holweck é daqueles de q u e m se pode dizer que 

deixou por sua morte uma vaga difíci l de preen-

cher, 

A «Gazeta de Matemática», dando notícia da 

perda de Fe rnand Ho lweck , inclina-se respeito-

samente perante a memór i a do grande cientista 

que v iveu como um justo e morreu como um 

márt ir . 

OS T E O R E M A S DE 

BA/RE, CANTOR, WEIERSTRASS E CAUCHY 
por J, Albuquerque |C, E., M, L.l 

Quando se estuda a cont inu idade das funções 

reais de variável real, encontram-se alguns resul-

tados inui to importantes e que se estabelecem 

faci lmente ; entre êles ocupam um lugar de relêvo 

os teoremas de Cantor , Weierstrass e Cauchy. 

Estes três teoremas demonstram-se de uma 

maneira tão fácil que nos surpreende, e os seus 

enunciados tornam-se-nos evidentes em pouco 

tempo. 

René Baire, matemát ico francês, um dos geniais 

fundadores da moderna teoria das funções de 

var iável real, deixou-nos um teorema que n u m 

caso mu i to part icular se reduz ao clássico teorema 

de Cantor. 

O lharemos pr ime i ro o resultado de Baire e em 

seguida os de Weiers t rass e Cauchy. Mas antes 

dêles ve jamos a lgum as noções fundamenta is , indis-

pensáveis . 

No que se vai seguir suporemos sempre que 

y-=f(x) é uma função real def in ida no conjunto E 

da var iável real x . 

Se ja * u m ponto de E e representemos po r 

V(x,E,í) o con jun to dos pontos de E q ue caiem 

num intervalo aberto de centro em x e d® com-

pr imento L>£. 

Os valores de / n o con jun to V f o rmam um 

con jun to l imi tado por dois números reais q ue 

representaremos por L (x , « ) > / ( * , * ) . 

O s n ú m e r o s L ( x , i ) , l { x , I ) e « (A: , £) = Z.( .V, ; ) — 

— I (,r , i) chamam-se respect ivamente limite supe-

rior, limite inferior e oscilação da função f no 

con jun to V{.v , E , s). 
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Fa zendo tender • pa ra zero, L (x,;) n ã o cresce? 

I ( x , t) n à o d im i nu i , e estes do i s n ú m e r o s t e ndem 

para l im i tes L(x) e l (x) q u e se des i gnam c o m o 

l im i tes s upe r i o r e in fer ior d e / n o pon to .v. 

Tem-se t a m b é m , v isto ser para todo o i, 

«(:<:) = l im t ü O ,í)=L ( , t f ) - / ( r ) > 0 , 

e esta d i fe rença chama-se o s c i l a ç ã o de / no 

pon to x . 

O s três n ú m e r o s L(.v), l(x) e » (.v) são f unções 

rea is d e va r i áve l rea l de f i n i das no c on j u n t o E , 

V e j a m o s em segu ida o q u e se en tende por con-

t i nu i dade da f u n ç ão / n u m pon to d o c on j u n t o E -

A f u n ç ão ymmf (x ) def in ida n o c on j u n t o E será 

con t í nua n u m p o n t o .r de E se, e só se, esco lh ido 

u m n ú m e r o rea l S > 0 , for s e m p r e poss íve l deter-

m i n a r u m n ú m e r o rea l t > 0 ta l q u e pa ra todo o 

pon to .tf1 d o c on j u n t o V(x,E,;) se tenha | f{x') — 

f ( • * ) ! < * • A funçSo / será con t ínua n o con j un t o 

E se o for e m todos os pon tos d e E. 

Ana l i s emos m a i s d e per to esta de f in i ção , q u e 

nos fo i dada p o r Cauchy . E s t a de f i n i ç ão mostra-

-nos q u e para a f u n ç ão ser con t i nua n o pon to X , 

os va lores da f u n ç ão em pon tos d e E v i s i nhos 

d e ar n ã o s ão arb i t rár ios , mas su je i tos à cond i ç ão 

d e se rem v i s i nhos de / ( .v) . E m par t i cu la r isso 

sucede s e m p r e nos pon tos isolados de E, e se n ã o 

sucede a lgures isso é ce r t amen te n u m pon to dc 

a c u m u l a ç ã o de E , per tencen te a E . 

A con t i nu i dade d e / em E , pode , c on f o rme 

resu l ta desta aná l i se , ser de f in ida s ò m e n t e nos 

pon tos d e a c u m u l a ç ã o de E q u e pe r tencem a E , 

e para isso vai n a t u r a lmen t e fazer-se uso d e suces-

sões convergen tes n o d o m í n i o e con t ra-domín io 

d a função . 

É o q u e faz H e m e , ' " Para èste ma t emá t i c o a 

f u n ç ã o / ( # > é con t i nua n o pon to x de acumu l a-

ç ã o d o con j un to E : 

1.°: se .v per tence a E , 

•3,°: se pa ra t ôda e q u a l q u e r sucessão, a-J , ,vs , 

.Vj, •• de pon tos de E , conve rg i ndo para .r , 

os valores da f u n ç ã o , / ( . V | ) , / , f(x„) ,• •• 

cons t i t uem u m a sucessão conve rg i ndo para f ( x ) . 

A f u n ç ão / será con t í nua em E se o fôr e m 

todos os pon tos d e a c umu l a ç ã o de E , pertencen-

tes a E . 

Ê fáci l d emons t r a r a equ i va l ênc i a destas d u a s 

d i f i n i ções u m a vez q ue se ace i te o a x i oma d e 

Zerme lo .™ A equ iva l ênc i a será p o r nós franca-

m e n t e aceite, p assando a qu i em claro a demons-

t r a ç ão q ue ê de tôda a gen te conhec ida . 

S e j a x u m p o n t o d e con t i n u i d ade da f u n ç ão / 

e cons ideremos o con jun to dos va lores da I u n ç ão 

nos pontos x' de E, v i s i nhos de x, isto é, nos 

pon tos d e C ( x , E , t ) ; êsse con j un to de va lores é 

l im i tado , c omo o p rova a cond i ç ão : \f(x')—f{x~)\<.H 

para, [ —.r ] <C e, q u e é cond i ç ão suf ic iente para 

o c on j u n t o dos va lores / ( * * ' ) ter por l im i t e / ( . t f ) . 

E n t ã o se todos os pontos de a c umu l a ç ã o de E 

pe r t encem a E , o u por ou t ras pa lavras , se E é 

fechado , e se / (.tf) é con t í nua em E , o u em todos 

os pon tos de a cumu l a ç ão , conclu i-se q u e / ( . t f ) ê 

l im i t ada em todos os pon tos d e E , 

D u m a mane i r a ma i s s imp l e s : tôda a função con-

tinua num conjunto fechado è limitada n?sse con-

junto. 

T a m b é m n u m p o n t o .tf d e con t i n u i d ade se t em 

imed i a t amen t e : /.( .v) = /"(A*) = /(.tf), Por tan to : «(.tf) 

= £. C t f W ( * ) = 0 . 

S e fôr s ò m e n t e : L(x)— f(-x) =f=t(x), ou s òmen t e : 

L (.r) f(x) = / ( » • ) , diz-se en t ão q ue / (x} é semi-

con t i nua s u p e r i o r m e n t e ou i n f e r i o rmen te ( po r sua 

o r d e m ) n o pon to 

D e p o i s destas noções r à p i d a m e n t e re l embradas t 

v a m o s demons t r a r o t e o r ema de Baire . Pode ête 

ser e n unc i a do c o m o s e g u e : ^ 

TEOREMA DE BAIRE . Se í (x) i unta função real 

de variável real definida num conjunto E fechado 

e limitado, e se em cada ponto x de E se tem ,-

»(x) < k, então existe um número positivo a. tal 

que, para todo o par cie pontos (x' , x ' ' ) de E , para 

os quais, I x f — x " | < » , será : ] f (x') —f (x " ) j < k . 

Pa ra d e m o n s t r a r m o s êste t eo rema no t emos que , 

se x é um p o n t o de E existe u m A > 0 , m a s 

su f i c i en temen te p equeno , tal q u e para do is pon-

tos (x',x'') d o in terva lo abe r t o (/tf— h,x+h) se 

t e n h a : \/(.tf1') — f(x") | < k. O c on j u n t o E será 

cober to por estes in terva los aber tos e, p o r ma io-

ria de razão pe los respec t ivos s e g m e n t o s ; por 

outras pa lavras , q u a l q u e r q u e seja o pon to d e 

E existe u m segmen to a q u e .r é in ter ior . 

Po i s b e m : existe u m tiúmero finito daque les 

segmentos i g u a lmen t e c om a p r op r i e d ade de cobr i r 

E, ou d e cada p o n t o x de E ser in ter ior a u m 

dêles , ( I le ine-Bore l ) . 

C o m efeito< J I se n ã o houvesse u m n t imero f in i to 

de segmen tos cob r i n do E , t a m b é m n ão haver ia 

u m n ú m e r o f in i to dêsses segmentos cob r i n do u m 

Cl Heine -Journal de Crelle, vol, LXXIV (ISJ2) i>. 189, 
Hobson — vol. 1.*, p. 382. 

«I Slerptnski — Comptes Rendas, Paris, Vol. C L X H í 
< 191G), P.C8S. 

í» Baire, Sur tes fonctions des variables réelles, Annali 
dt Mat. (3 A), vol. III, p. 15. 

m Reproduzimos um raciocínio do prof. Esparteiro da 
Universidade de Coimbra. Ver: Vicente Gonçalves, Lições 
de Cálculo e Geometria, p. 101. 
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con j u n t o fechado Ei con t i do era E e de d i â m e t r o 

igua! a 1/2 d o d i âme t r o d e E , ou c o b r i n d o u m 

con j u n t o f echado con t i do em E\ e d e d i âme-

tro i gua l a 1/1 d o d i â m e t r o de E , e ass im su-

cess iva e i nde f i n i d amen te . 

Mas en t ão os con j un tos E, Eif Eit-•• te r i am 

u m p o n t o c em c o m u m ( C a n t o r ' " ) , pa ra o q u a l 

n ã o haver i a u m n ú m e r o f in i to d e segmentos aos 

qua i s ê le fõsse in ter ior . 

Mas c pe r tence a E e por tan to é i n te r io r pe l o 

m e n o s a u m segmen to . A con t rad i ção assegura a 

ex is tênc ia de um n ú m e r o f in i to de segmen tos 

cob r i n do E . 

A s ex t remidades dêstes segmentos em n ú m e r o 

f in i to s i tuadas em E cons t i t uem u m con j u n t o f in i to 

de pon tos . S e fflr % a m e n o r d is tânc ia entre do is 

q u a i s q ue r dêstes pontos , pa ra ( V , * " ) per tencen-

tes a E e c om | x' — x" ] < a , é cer to x' e caí-

r e m n u m m e s m o segmen to q u e cobre E e por-

tanto será : [ / ( . v 1 ) — / ( * " ) ] < k , e. q . d. 

S e qu i ze rmos d edu z i r d o t eo rema d e Ba i re o 

teorema de I l e ine-Cantor , bastará s u p o r m o s q u e 

f (x) é con t i nua e m todos os pon tos do c on j u n t o 

fechado e l im i t ado E , 

E n t ã o neste caso mu i t o par t icu lar , é, c on f o rme 

j á se v i u : M ( ^ ) = 0 < Í . Ob tem-se imed i a t amen t e O 

segu in te e n u n c i a d o : 

TEOREMA DE HEINE. Se f ( x ) é continua num con-

junto fechado e limitado E , então a cada : >• 0 

corresponde um » . > 0 , tal que se tem: |f{xi)— 

—f (xj) | < :, para lodo o par de pontos com 

JÊste teorema foi ap resen tado e d emons t r a do 

pela p r ime i r a ve z por He i ne , o q u e nos leva a 

pôr-lhe o n o m e dôs te ma t emá t i c o . I i ( U m a pro-

pos i ção m u i t o seme lhan te a esta n o seu con t eúdo 

ê o c lássico t eo rema de Can to r ou teorema da 

continuidade uniforme. 

TEOREMA DE CANTOR . Se uma função è continua 

num intervalo finito e fechado, então o intervalo 

pode ser dividido num número finito de sub-inter-

valos em cada um dos quais o incremento da função 

t: menor que um número positivo previamente dado-

Se j a E u m con j u n t o fechado (de n ú m e r o s reais) 

e f (x) u m a f u n ç ão rea l con t í nua em E. Repre-

sen temos ab rev i a damen t e por f ( £ ) o con j un to 

d e va lores de f nos pon tos de E, S u p o n h a m o s 

E l im i t ado . S e j a p u m pon to de a c u m u l a ç ã o d e 

f(E); h ave r á inf in i tos pontos .r' tais q u e j f(x') — 

—p | < S e q u a l q u e r pon to de a cumu l a ç ão , .v, d o 

c on j u n t o dos .v' será ta l ( 3 ) que , dev i do à cont inu i-

d ade de / , se t e m : f ( x ) ^ p . S e n d o E u m con j u n t o 

fechado , x pertence-ihe, e por tan to p per tencerá 

a f{E). Conclu i-se ass im q u e -.se K é limitado e 

fechado, e f continua em E , então f ( E ) será fechado. 

Dês te resu l t ado v e m imed i a t amen t e o conhec ido : 

TEOREMA OE WEIKRSTRASS. Os limites 1 e I , duma 

função continua num conjunto limitado e fechado 

são valores da função. 

C o m efeito l e L pe r tencem ao de r i vado do 

con j un to dos va lores d a função . A l e L , q u a n d o 

a t ing idos , dá-se os n o m e s de minimo e máximo 

d e / . V e j a m o s f i n a lmen te u m a ú l t ima de f i n i ç ã o : 

C h a m a r e m o s continuo de Jordan a todo o con-

j u n t o fechado tal q u e dados do i s qua i sque r dos 

seus pon t o s é s emp re poss íve l uni-los por u m a 

l i nha po l igona l ou cadeia , c om ex t remos nos do is 

pon tos , c om os vér t ices n o c o n j u n t o e cu jos lados 

ou elos se jam in fer iores e m c o m p r i m e n t o a qua l-

que r n ú m e r o pos i t i vo dado . 

U m con t i nuo de J o r d an na recta, é po is u m 

segmen to . 

S u p o n h a m o s agora q ue E era u m con t í nuo n o 

sen t i do de J o r d an e q ue / é con t í nua em E-

S e j a m p e q do is pon tos de / ( E ) e x' e do i s 

dos pontos de E tais q u e : / ( . v ' ) = / e f (x'1)^// . 

E m v i r t ude da con t i n u i d ade de f , existe pa ra 

cada I > 0 , u m a c a de i a : .v1, xi, A-J, --, x" 

de pon tos de E e de elos d e c o m p r i m e n t o m e n o r 

q ue í , e po r t an to u m a cadeia : p ,f{xi), (X j ) , • , 

• • • , / (A:,,) , q d e pon tos de f (E) e de elos de com-

p r i m e n t o m e n o r q ue <f. Conclui-se ass im q u e : 

se E fõr um continuo de Jordan e f continua em 

E , então í ( E ) será um continuo de Jordan. 

Po r ou t ras pa l av ras b e m ma i s sugest ivas : o 

t r ans fo rmado de u m segmen to p o r u m a f u n ç ão 

con t í nua é u m segmento . 

Conc l u imos t a m b é m que : 

O s va lores de u m a f u n ç ão rea l de var i áve l real 

n u m segmento , p r e enchem o i n te rva lo en t re o 

m í n i m o e o m á x i m o . 

F i n a l m e n t e conc l u imos a inda , sem grande es-

forço, o conhec i do t eo rema segu in te : 

TEOREMA L>E CAUCHY . Uma função real e continua 

sobre um continuo de Jordan, não muda de sinal 

sem passar por zero. 

A quás i todos os enunc i ados q ue a p r e sen t ámos 

m a n t i v e m o s u m a f o rma q ue lhes conserva sen t i do 

m e s m o n o caso de sa i rmos do c a m p o das f unções 

de u m a só var i áve l real . F ica pa ra passa tempo d o 

leitor o an tever essa genera l i sação imed ia ta . 

«1 Fêz-se uso de um teorema quási evidente de Cantor 
conhecido com o nome de Durchschnittssati. 

W Heine, Journal de Crelle, vol, LXX1 (1870) p. 361, e 
voi. LXX1V Í1872) p. 188; Ver também : Hobson, vol., !.p. '.(90. 

,;,t Êsse ponto de acumulação existe Visto que fi é 
limitado (Bolzano-Weierstrass). 


