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Actualmente, devido ao progresso da ma-
tematica, das outras ciéncias e da engenharias
as aplicagcdes da matemaitica aumentaram
numa escala muito vasta, sofrendo a0 mesmo
tempo uma modificagido essencial, mesmo em
qualidade. Nasceram muitos ramos novos da
ciéneia matematica. O novo estilo do pensa-
mento matematico permitiu novas e numero-
sas aplicacdes. O computador electrénico,
por exemplo, revolucionou os processos de
calculo. Por todas estas razdes devemos
reformar o ensino matematico actual.

* «High school level» designa os dois iltimos
graus do ensino secunddrio.

Por outro lado, a estreita relagéo existente
enire a matematica e as outras ciéncias tedri-
cas, tal como existia no principio deste século,
desapareceu. O progresso principal realiza-
-se, em cada campo, independentemente do
outro. Mas parece que ja vdo aparecendo
pessoas, nio muitas, que pretendem o re-
gresso 2o estado harmoénico anterior e a
construciio da nova «ciéneia mateméaticar.
Com este objectivo também, é urgente refor-
mar o ensino da matematica.

Assim, todos reconhecem de boa vontade
a necessidade de uma tal reforma. Mas sobre
o modo de realiza-la actualmente as opinides
nio coincidem e quase sempre uma delas
estd em oposigio com as outras. A dificul-
dade pode ter origem no facto de os cientis-
tas ndo conhecerem suficientemente a mate-
matica moderna e de os matematicos nio
conhecerem suficientemente o desenvolvi-
mento da ciéncia e da engenharia, tdo vasto
é o progresso em cada um destes campos.

Examinemos em primeiro lugar os reparos
e as aspiragdes dos cientistas a respeito do
ensino da matematica. Eu reuni opinides de
alguns destacados fisicos e engenheiros japo-
neses.

Os bons fisicos teéricos reconhecem ple-
namente a eficacia dos métodos matematicos

‘aplicados & sua ciéncia e apreciam a exacta

formulacio matematica das suas teorias,
como objectivo final da investigagdo. Re-
conhecem plenamente também, como muito
eficazes, as poderosas influéncias da matema-
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tica moderna, tais como os conceitos de ma-
triz-S, de observavel, etc.. Mas afigura-se-lhes
que esta formulagio matematica moderna se
apresenta demasiadamente abstracta e formal
o lamentam que a verdadeira fei¢io da natu-
reza possa dissimular-se detras da teoria
matemética. Alguns deles perguntam-se por-
que os matematicos chegaram a raciocinar
de uma maneira tio abstracta. E desejam
ardentemente compreender a esséncia de tal
pensamento e a substdncia de conceitos tio
abstractos. Por exemplo, o notavel fisico
Yugawa disse-me que, para os fisicos, é
mais facil compreender uma estrutura em
termos de nimeros reais do que em termos
de niimeros complexos.

Ha naturalmente muitos fisicos que consi-
deram a matematica mero instrumento dos
seus estudos especializados, como meio aunxi-
liar ou acabamento dos resultados dos seus
trabalhos. Eles dizem: se compararmos um
matematico com a pessoa que projecta um
automovel, entdo o fisico deve ser compa-
rado com o condutor. Analogamente, a for-
mulagdo muito elaborada de um conceito e a
prova extremamente rigorosa de um teorema
ndo lhes parecem de modo algum necessa-
rias. E acrescentam: nas classes habitnais
de matematica encontramos meras cadeias de
demonstracdes e um tal ensino nio é conve-
niente para noés.

Deve notar-se que existem fisicos, muito
poucos, Gue afirmam: «A matematica mo-
derna é absolutamente initil & fisica porque
ndo conduziu a nenhum progresso essencial
desta. A contribui¢iio actual dos matematicos
contemporaneos a fisica reduz-se & invengio
dos computadores!». Por outro lado existem
fisicos, também muito poucos, com opinides
como esta: «No ensino da matematica, mesmo
a0 nivel universitario, é mais importante per-
mitir aos estudantes que adquiram o espirito
matematico e o sentido da matematica mo-
derna. Nio devemos contar com um efeito
imediato sobre as aplicagdes actuais !».

Parece que quase todos os cientistas dese-
jam que haja, no ensino da matematica, a
preccupagio de ser mais intuitivo e um con-
tacto mais estreito com as outras ciéncias.

Devia haver muita discusséio acerca destes
temas entre os quais n6s, matematicos, temos
muitos pontos a considerar. Contudo, se esta-
mos de acordo com a opinifo de que o en-
sino da matematica deve ser diferente para
08 que a utilizam e para os matematicos,
também é verdade que a principal matéria a
ministrar é ainda a préopria matematica.

Devem ser debatidos os problemas: «racio-
cinio intuitivo e dedugiio légica», «rigor e
evidéncia intnitiva», cabstracto e concreton.
Deve ser debatida, em particular, a forma
de introduzir o sistema dedutivo e o racioci-
nio abstracto e como iniciar o aluno no tra-
tramento rigoroso dos assuntos.

A matematica é, naturalmente, uma teoria
abstracta. Até mesmo uma operagio prima-
ria como a contagem 1,2,3,..., tem ja
essencialmente este caracter. Mas neste nivel
a abstracgiio 6 inconsciente. O primeiro curso
de &lgebra é também considerado abstracto,
mas de uma abstrac¢iio comparavel & da lin-
guagem. Esta abstracciio inconsciente deve-
ria ser bem diferenciada da que caracteriza
a matematica moderna.

A primeira teoria que se tornou consciente,
na prépria matematica, foi a geometria encli-
diana. Construin-se a teoria dedutivamente,
configurando o espago fisico como uma enti-
dade harmoénica, isenta de contradi¢iio. Pode-
mos afirmar que esta atitude é fundamental
nas matematicas aplicadas e na ciéncia em
geral, o que deveria ser posto em destaque
ja no ensino elementar.

NEwTON prosseguiu com a edificagio da
teoria do universo dindmico, introduzindo a
massa e o tempo no espago euclidiano esta-
tico. Pode considerar-se que a teoria de
NEwToN configurou a natureza no mesmo
espirito que animou Eucripes. Com a ana-
lise infinitesimal conseguin interpretar as
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relacdes funcionais dissimuladas na matéria.
Filosdficamente falando, como KANT afirmon,
a mecédnica newtoniana néo é ontolégica mas
construtiva., Contudo, a teoria é categérica e
fundada na nog#io intuitiva de continuo.

Apbés NEwTON numerosos continuadores,
por exemplo EULER, estudaram a determina-
cio dos valores das funcdes desenvolven-
do-as em série, mas deparamos mais tarde
com perigos que geraram a eritica do tltimo
século. Constatamos além disso que certas
formulacdes consideradas intuitivamente cla-
ras nem sempre oferecem uma representagio
suficientemente exacta do objecto, como no
caso da curva de Peaxo.

Assim, foram vivamente reclamadas a for-
mulagiio exacta e a fundamentagiio rigorosa
dos objectos matematicos. O conceito de nii-
mero real foi primeiramente clarificado por
DepEgIND, independentemente da sma base
intuitiva. Seguidamente, por intermédio da
teoria dos conjuntos de CANTOR, atingimos
os fundamentos da mateméatica de HILBERT.

Estas manifestagdes criticas podem ser
divididas em duas tendéncias, segundo creio:
a primeira procura ser rigorosamente exacta
e a segunda construtiva; como é natural,
por vezes encontram-se as duas tendéncias
estreitamente relacionadas.

Recentemente, ji no século actual, des-
cobriu-se que existem teorias matematicas
desenvolvidas que podem ser construidas,
sem dificuldade, a partir de poucos postula-
dos fundamentais simples. O método axioma-
tico adquiriu assim um ecaracter nio categé-
rico e metodolégico, em vez de categérico
e de fundamento. Com este caricter provou
j& a sua eficiéncia e unificou muitos dominios
aparentemente diferentes e a matematica
moderna tornou-se muito mais acessivel do
que a classica. Além disso, permitin realizar
grandes desenvolvimentos em cada direcgao
da matemaitica e das suas aplicagdes. A ra-
ziio pela qual este método 'é tio poderoso
reside, creio eu, em”que ele penetra na pro-

pria esséncia do pensamento matematico;
nomeadamente, ele trouxe-nos a auto-cons-
ciéncia da abstracgio, actividade primordial
da matematica que existiu, ainda que incons-
cientemente, desde o principio, na prépria
operagio de contagem 1, 2, 3,....

Posto que seja desejavel introduzir o mé-
todo axiomético moderno (ndo categérico)
tdo depressa quanto possivel, considero que
no ensino deveria ter prioridade o método
dedutivo classico (categérico), porque doutro
modo o estudante pode n#o saber onde apli-
car os métodos modernos aprendidos. Na
minha opinido, a geometria dedutiva 6 pre-
ferivel ao iniciar o ensino do método axio-
matico, porque mostra claramente quais os
factos fundamentais da intuigio que devem
ser formulados como base das dedugdes
logicas. Em todos os graus de ensino do
método dedutivo on do método axiomatico
deveriamos insistir na interacciio da intuigdo
goométrica com a dedugio légica, nunca
deixando o aluno pensar erradamente que
intuicio e deduciio sio independentes uma
da outra.

Seguidamente, deveriamos introduzir os
sistemas dedutivos nZo categéricos, permi-
tindo ao aluno tomar consciéncia do processo
e compreender como se abstrai da aparéncia
exterior do objecto. Naturalments, isto deve-
ria ser ilustrado, a principio, com diversos
exemplos simples.

No que concerne i iniciaciio ao ensino da
anilise matemAtica, acho preferivel introdu-
zir 08 conceitos, numa primeira etapa, com
recurso A intuigio geométrica, s6 entrando
numa formulagio mais rigorosa quando en-
contrarmos um problema que ndo podemos
analisar sem uma tal formulagdo. K impor-
tante, mesmo para aqueles que aplicam a
matematica, apresentar alguns contra-exem-
plos, porque isso contribuira para torni-los
cunidadosos neste e naquele ponto, mas apro-
fundé-los demais poderia ser nocivo. De
toda a maneira, o raciocinio geométrico de-
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veria ser encorajado no curso de analise,
penso eu. .

Como acima se disse, 6 muito desejavel
que a significagio do método dedutivo (ou
método axiomaético) seja esclarecida relativa-
mente & aplicacio as ciéncias. E pelo estudo
do sistema dedutivo deve-se compreender de
que modo propriedades diversas estio logica
e estreitamente relacionadas entre si, for-
mando uma arquitectura. O ensino néo deve
nunca conduzir ao erro de que a dedugio
matemitica é uma cadeia linear de propo-
sicOes.

Cada novo conceito deveria ser introdu-
zido de maneira que o aluno pudesse apreen-
dé-lo naturalmente. Deveriamos fazer por
explicar tio claramente quanto possivel a
essdncia do conceito, para além da sua defi-
ni¢iio formal. Deverfamos esclarecer também
o motivo pelo qual o conceito é definido de
uma certa maneira, mostrando a eficiéncia
desta por meio de varios exemplos.

Deste modo, o ensino da matematica deve
ter em vista permitir aos alunos compreen-
der correctamente a matematica e a esséncia
do pensamento matematico.

Na realidade, contudo, ela nio tem sido
ensinada desta maneira. Parece que o ensino
matemético no passado consistiu principal-
mente na manipulagio de técnicas de cal-
culo. Certamente, as técnicas sio muilo im-
portantes na matematica, porque sem elas
nada poderiamos fazer. Entendeu-se durante
muito tempo que a matematica aplicada é o
estudo das aplicagBes da matematica prévia-
mente elaborada ou o estudo de artificios de
calculo necessirios as aplicagdes praticas.
Os antigos professores de engenharia costu-
mavam interrogar os alunos, a respeito dos
conhecimentos matematicos adquiridos, tendo
em vista Unicamente a pericia em técnicas
(mecdnicas) de calculo.

Mas hoje existem computadores muito ra-
pidos. Podemos deixar os calculos ao com-
putador. A matematica aplicada tornou-se

agora uma ciéncia na qual se estuda a ma-
neira de aplicar o raciocinio matematico. Os
jovens engenheiros de hoje néo pensam como
os antigos. Mesmo assim, um jévem enge-
nheiro, com excelente preparagio matema-
tica, foi de opinidio que os engenheiros pode-
riam estudar matematica sbmente no dmbito
da sua especialidade e que as chamadas ma-
tematicas puras nio tém utilizagdo. E acres-
centou: «eu nio encontro interesse na mate-
matica desde que os matematicos fagam dela
brinquedo». Ora a matematica é algo que se
faz e ndo algo que se sabe. £ muito bom
que os engenheiros estudem matematica no
ambito do seu préprio trabalho. Devemos de
preferéncia ensinar os engenheiros de modo
que se tornem aptos a trabalhar com mate-
matica dessa maneira. Mas isto ndo significa
que 6 suficiente para um estudante de enge-
nharia estudar matematica resolvendo so-
mente problemas praticos eventuais. Ao pre-
tender que ele seja um matematico, ndo
quero aqui tomar a palavra «matematico» no
sentido de profissional, mas refiro-me a um
cidaddo capaz de pensar matematicamente.
Nomeadamente, deveria permitir-se ao alano
compreender o pensamento matematico e
aprender a formular matematicamente objec-
tos ainda ndo formalmente definidos. A ma-
tematica nfio é qualquer coisa para se con-
templar. Mas para se utilizar correctamente
a matematica é necessario ter em vista o que
se estd a estudar e o que ja foi estudado.
Seria muito importante permitir ao aluno
compreender o sentido da matematica mo-
derna antes de entrar nos seus estudos espe-
cializados, posto que o motivo pelo gqual o
método matematico se tornou recentemente
tdo poderoso reside em que, como ja se
explicou, o moderno pensamento matematico
atinge a prépria esséncia da matematica.
Hoje os engenheiros consideram a teoria dos
grupos como um dos ramos mais futeis da
matematica. Mas existiam ha trinta anos en-
genheiros que discordavam, dizendo: «Teoria
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dos grupos! Tal como a teologia, essa mate-
mética é completamente initil para os enge-
nheiros». :

Certamente, ha muitos pontos que devem
ser especialmente tomados em consideragio
no ensino da matematica aqueles que a uti-
lizam. Em muitos casos, a significagio de
um teorema sOémente pode ser aclarada de-
pois de bem compreendida a demonstragio.
Contudo, ha também teoremas dos quais se
pode omitir a demounstragio sem prejuizo
para as aplicagbes (por exemplo, o teorema
de TiTscHMARSH, no calculo operacional de
MikusiNski). Nestes casos seria preferivel
omitir a prova e em alguns podera ser sufi-
ciente esquematiza-la.

Se os exemplos que ilustram os textos e
os exercicios praticos forem tomados de
aplicacdes reais interessantes, em vez de
formais, poderiam ser atraidos e estimulados
para outras ciéncias muitos estudantes.

Deste modo e em minha opiniio, o objec-
tivo do nosso ensino, tanto para os mate-
méaticos como para aqueles que aplicam a
matematica, deve ser o Renascimento da
Ciéncia Matematica. :

Nas regides subdesenvolvidas é normal
pretender-se veementemente perseguir e al-
cancar tdo depressa quanto possivel o pro-
gresso industrial dos paises mais avancgados.
Nesta situagdo pode correr-se o perigo de
se acelerar somente a aprendizagem das
técnicas sem se estudar o fundamental. Noés,
japoneses, tivemos essa experiéncia nos ulti-
mos oitenta anos. Parece que fomos bem
sucedidos em perseguir e de algum modo
alcancar os paises avangados. Mas estamos
ainda, certamente, atrasados em relagio a
estes, o que se pode inferir do facto seguinte:
no Japio, a relagio entre o nimero de
estudantes de ciéncias e de engenharia é pre-
sentemente 3/17, enquanto que na Inglaterra
é 4/3.

Contudo, nés no Japdo atribuimos grande
importdncia ao ensino da matematica desde
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o inicio da era Meiji, particularmente com a
modernizagio do Jap#o, estando a matema-
tica presentemente tdo desenvolvida como
nos pafises mais evoluidos.

Esperamos que os paises africanos consi-
derem também importante, entre todos, o
ensino da matematica, posto que a nussa era
é por exceléncia a da ciéncia matematica.

. Para terminar eu desejava insistir em mais
um ponto. Qualquer pessoa deve especiali-
zar-se, mas como ser humano que ainda é,
nio deve tornar-se um mero especialista. Hoje
em dia a ciéncia esta especializada em diver-
808 ramos e tornar-se-a, rapida e intensa-
mente, cada vez mais automatizada. Existe
o perigo de os seres humanos se tornarem
pecas de especialidades. Contra tal tendéncia
cientifica e social, a matematica tem a facul-
dade de unificar os diversos ramos num todo.
Penso que niio se deveria esquecer nunca
este caracter unificador da matematica em
todo o ensino matematico. Penso que este
problema é especialmente sério e importante
nas regides subdesenvolvidas.

II. Ensino nas escolas priméria e secun-
déria.

No ensino matematico devia ser lembrado
desde o principio que a matematica ndo é
uma simples técnica de cilculo. Por meio do
calculo digital, em vez de demasiados exer-
cicios de manipulagio, a compreensio do
algoritmo de célculo deveria surgir apro-
priadamente.

Em relagio com medigdes fisicas seria
possivel introduzir o conceito de recta numé-
rica em idade verdadeiramente precoce. Tam-
bém poderiam ser introduzidos os niimeros
negativos e a nocio de coordenadas, ainda
na escola priméria.

E desejavel ter sempre em conta a aproxi-
magdo numérica tanto na apreciagio dos






