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Podia pensar-se que a maneira como todos aprendemos a multiplicar
numeros naturais € a mais rapida de todas. Mas nio é.

maneira como aprendemos a multiplicar nimeros

naturais no primeiro ciclo do Ensino Bdsico é usa-
da hd séculos em muitas regides da Terra. E tdo comum
que possivelmente muita gente pensard que € a maneira
de multiplicar quaisquer dois nimeros naturais, embo-
ra, de facto, haja mais algoritmos tdo ou mais antigos,
como o método da gelosia,' que vem dos drabes e que foi
introduzido na Europa por Fibonacci, ou o método dos
camponeses,?que nio exige conhecer a tabuada.

Ao multiplicarmos dois nimeros de n algarismos
cada pelo método tradicional, temos de levar a cabo a
multiplicagdo de cada algarismo de cada nitimero por
cada algarismo do outro ntimero. Isso leva a um total
de n? multiplica¢des. Serd necessdrio ainda fazer mais
algumas adi¢des para completar o célculo.

Uma questdo natural a colocar aqui é a de saber se
é ou ndo o método mais rapido de levar a cabo este cél-
culo. Visto que é um algoritmo muito antigo, é razodvel
pensar que, caso houvesse um algoritmo mais répido, no
sentido de o ndmero de operagdes a levar a cabo ser de
uma ordem de grandeza menor do que no caso do algo-
ritmo tradicional, este j4 teria sido descoberto hd muito.
Aqui, “ordem de grandeza menor” significa um algorit-
mo cujo nimero de passos seja proporcional, ndo a n?
operagdes, como no caso do algoritmo tradicional, mas,
por exemplo, proporcional a n'® operagées.

A titulo de exemplo, consideremos o algoritmo de
Euclides para calcular o méaximo divisor comum de dois
nimeros naturais. Surge nos Elementos de Euclides, que
foram escritos por volta de 300 a.C. E continua, ao fim
destes milénios a ser o algoritmo mais rdpido para o fim
a que se destina. De facto, em 1967 o fisico Josef Stein pu-
blicou um artigo (veja-se [3]) onde divulgava outro algo-
ritmo para o cdlculo do médximo divisor comum de dois
niimeros que é mais rdpido do que o de Euclides, mas
somente no sentido de exigir cerca de 60% dos célculos,
ndo no sentido de o ndmero de célculos ser de uma or-
dem de grandeza menor do que no caso do algoritmo de
Euclides.?

Na década de 1950, o matemaético russo Andrey Kol-
mogorov conjeturou que o algoritmo usual de multipli-
cagdo é o melhor que pode existir, no sentido atrds des-
crito. Em 1960, organizou um semindrio de Cibernética

1Veja-se O Método da Gelosia para Multiplicagdes, de Kleber Kilhian: https://
www.obaricentrodamente.com/201 | /| 2/o-metodo-da-gelosia-para-multipli
cacoes.html

2 Veja-se Método da Multiplicagdo dos Camponeses Russos} de Kleber Ki-
lhian:  https://www.obaricentrodamente.com/20 | | /03/metodo-da-multiplica-
cao-dos-camponeses.html

3 Veja-se Binary GCD Algorithm: https://iq.opengenus.org/binary-gcd-algori-
thm/
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na Faculdade de Mecanica e Matematica da Universi-
dade de Moscovo, que tinha como objetivo demonstrar
essa conjetura. Para sua grande surpresa (imagina-se),
o que aconteceu foi que Anatoly Karatsuba, na altura
com 23 anos, demonstrou o contrdrio, ao encontrar um
algoritmo mais eficiente para a multiplicacdo. Karatsuba
expos o seu algoritmo a Kolmogorov. Na sessdo seguinte
do semindrio, este divulgou o algoritmo e, em seguida,
declarou o semindrio terminado (veja-se [1, §6]). Karat-
suba viria a ser um especialista em Teoria Analitica dos
Ntameros.

Dois anos mais tarde, foi publicado o artigo [2], onde
era exposto o algoritmo de Karatsuba. De facto, Karat-
suba ndo esteve envolvido na publicagdo do artigo. Foi
escrito por Kolmogorov (provavelmente com a colabora-
¢do de Yuri Ofman) e Karatsuba sé tomou conhecimento
da publicagdo do artigo ao receber as separatas que lhe
eram devidas, na sua qualidade de (suposto) autor.

Vejamos entdo como funciona este algoritmo. Quere-
mos multiplicar dois nlimeros naturais a e b, com a > b.
Vamos supor que os escrevemos em base 10 (o algoritmo
funciona em qualquer base) e que a se escreve em base

10 com 7 algarismos. Toma-se um ntimero natural m < n
e escreve-se

a=10"a;+ay e b=10"by + by,

com ay,ag,b1, by € N. Entdo
ab = 102’”111171 +10™(a1bg + agby) + agby.

Isto exige entdo quatro multiplicagdes. A ideia de Karat-
suba consistiu em aplicar a seguinte relagdo:

a1bg + aghy = (ag + a1)(bo + b1) — aphg — ayby. (1)

Parece que estamos aqui a substituir duas multiplicagdes
por trés, mas é preciso ter em conta que as multiplicagdes
agby € abyjd tinham sido feitas anteriormente. Assim sen-
do, o célculo de ab envolve somente trés multiplicagSes:
agbg, aiby e (ag + ap)(by + by ). Observe-se que (1) também
envolve subtra¢des, mas hd aqui uma ideia implicita (e in-
tuitiva) segundo a qual somas e subtracdes tém um peso
insignificante relativamente a multiplicacéo.

por
13 579 por 2 468. Serd usado m = 3. Temos entdo
13579 = 13 x 10° + 579 e 2468 =2 x 10° +468. Entdo,
seguindo o algoritmo, calculam-se

Vejamos, exemplo, como  multiplicar

b 13x2=26
b 579 x 468 = 270972
b (13+579)(2 + 468) — 26 — 270972 = 7242,

Entéo

13579 x 2468 = 26 x 10° 4 7242 x 10° 4 270972
= 26000000 + 7242000 + 270972
= 33512972.

Uma andlise cuidadosa ao algoritmo de Karatsuba,
revela que a sua aplicagdo exige cerca de 1'°%23 multi-
plicagdes de ntimeros com um tnico algarismo. Como
log, 3 ~ 1,58 < 2, este algoritmo é claramente melhor do
que o algoritmo tradicional.

Em informética tedrica, o algoritmo de Karatsuba faz
parte de uma familia de algoritmos que se designa por
“Divisdo e conquista”. Sdo algoritmos que, para resolver
um problema, o separam em dois ou mais subproble-
mas, resolvem estes problemas e empregam as solugées
para resolver o problema original. Por vezes, aplica-se
a designacdo “Divisdo e conquista” a algoritmos que
comegam, ndo por reduzir o problema original a varios
problemas mais simples, mas a um problema mais sim-
ples. E o caso do algoritmo de Euclides: para encontrar
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o méximo divisor comum de dois niimeros naturais m e
n, com m > 1, o primeiro passo consiste em encontrar o
maéximo divisor de n e do resto da divisdo de m por n.

O algoritmo de Karatsuba ndo é a dltima palavra
sobre este topico. O que aconteceu foi que a descober-
ta deste algoritmo estimulou a procura de outros que
fossem ainda mais rdpidos. Logo em 1963 surgiu o algo-
ritmo de Toom-Cook, que exige cerca de 17°83° multipli-
cagdes de nimeros formados por um algarismo. Como
log, 5 ~ 1,46, é mais rdpido do que algoritmo de Ka-
ratsuba. E, em 1971, surgiu o algoritmo de Schénhage-
-Strassen, que exige nlog(n)log(log(n)) multiplicacdes;
é menor do que 7°83% para n suficientemente grande. J&
se passaram mais de 50 anos e ainda ndo surgiu nenhum
algoritmo mais rdpido.

E porque é que falha o argumento segundo o qual
se houvesse um algoritmo melhor, entdo jd teria sido
descoberto hd muito? Acontece que os algoritmos atrds
mencionados ndo justificam o esfor¢o para lidar com nad-
meros a escala humana. De facto, levam a mais calculos
e ndo a menos se forem aplicados a ntimeros pequenos. E
ao fazer-se a multiplicagdo de nimeros com dezenas ou

centenas de algarismos que a vantagem do uso daqueles
algoritmos se torna avassaladora.
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