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COMO GERAR UM MANUAL DE INSTRUCOES
AUTOMATICO PARA BRINQUEDOS DE CONSTRUCAO?

Durante o 125° European Study Group with Industry (ESGI), realizado em
Limassol, Chipre, 5 a 9 de Dezembro de 2016, uma das empresas partici-
pantes colocou um desafio muito interessante aos matematicos do grupo
de estudo.A Engino.net Ltd, fundada em 2014, ¢ uma empresa cipriota que
produz conjuntos de brinquedos de construgido. Cada conjunto de brin-
quedos, vendido em caixas de blocos, permite obter uma série de modelos
que podem ser montados de multiplas formas. A questiao colocada ao gru-
po de estudo foi: como obter um procedimento que permita gerar auto-
maticamente as instru¢des de montagem de um determinado brinquedo?
A resposta dada, que iremos resumir neste artigo, baseia-se na teoria dos
grafos dirigidos. O leitor mais curioso é convidado a ler a versao detalhada
em [1].

1. INTRODUCAO E MOTIVACAO

Os brinquedos de construgdo Engino® (engino.com) séo
criados através da montagem de pequenos blocos e
vendidos em conjuntos de modelos, tal como apresen-
tados na figura 1. Cada um dos conjuntos tem um nu-
mero especifico de blocos, que podem ser montados de
variadissimas formas, dando origem a modelos muito
diversos. O potencial criativo dos brinquedos aumen-

ta exponencialmente a medida que o nimero de blocos
do conjunto aumenta, tanto mais que os blocos Engino®
permitem a conectividade simultdnea em multiplas di-
regdes espaciais.

O desafio proposto pela empresa no 125° ESGI'
consistiu em determinar um algoritmo capaz de gerar

automaticamente o manual de montagem para cada
brinquedo. Até entdo, para a maioria dos conjuntos de

brinquedos, as instru¢ées de montagem eram criadas Figura 1. Conjunto de brinquedos Engino®.
manualmente. Os programadores da empresa criaram
um sistema de montagem automadtica (ver exemplo na " Mais informagdes sobre os ESGls podem ser vistas em [4].
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Figura 2. Excerto de um manual de instrucdes online.

figura 2) baseado na plataforma de construgao tridimen-
sional UNITY 3D-Game Engine (unity.com) que, a data
do ESCI, apresentava intimeros erros. Em particular, o
sistema ndo conseguia prever a ordem com que os blocos
deveriam ser ligados durante as instrucdes de montagem
e a prioridade das pecas era apresentada de uma forma
quase aleatodria e incorreta, fazendo com que as instru-
¢Oes geradas pelo programa ndo fossem sempre fisica-
mente vidveis. O grupo de estudo foi desafiado a propor
um algoritmo capaz de dar prioridade as diferentes par-
tes da estrutura do modelo, definindo uma sequéncia de
passos que correspondam a ligacSes fisicamente vidveis
entre conjuntos de blocos, e que pudesse ser usado na
melhoria do sistema automadtico existente.

As instru¢des de montagem propostas a empresa se-
guem um processo recursivo inverso baseado na teoria dos
grafos dirigidos. Mais concretamente, considera-se um gra-
fo dirigido associado a cada modelo, onde os vértices cor-
respondem aos blocos que constituem o modelo e os arcos
representam ligag¢des fisicas entre os blocos. Os arcos sao
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rotulados com um vetor de dire¢do por forma a identificar
a direcdo geométrica da ligagdo entre os blocos. Removen-
do grupos de arcos que partilham o mesmo vetor de dire-
¢do, identificamos os submodelos resultantes que, por sua
vez, sdo utilizados para construir um novo grafo dirigido.
A auséncia de ciclos dirigidos nesse novo grafo desempe-
nha um papel fundamental na determinagdo do subcon-
junto de arcos cuja remogao implica uma decomposicao
fisicamente vidvel do modelo. Uma vez decomposto o
modelo nos blocos que o constituem, as etapas da decom-
posicdo podem ser invertidas para produzir o manual de
instru¢des de montagem pretendido.

O problema de determinar os passos necessarios para
decompor uma estrutura complexa nas suas componentes
tem sido objeto de varios estudos que datam dos anos 80
do século passado. Esta classe de problemas é denomina-
da na literatura por disassembly sequencing, que poderemos
traduzir por sequéncia de desmontagem (ver [6] para um
estudo exaustivo). A motivagdo por detrds do estudo das
sequéncias de desmontagem tem origem, principalmen-
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te, no facto de que, invertendo as etapas de uma sequén-
cia de desmontagem, se pode obter um procedimento
de montagem da estrutura em estudo. Nesse sentido, as
sequéncias de desmontagem estdo intimamente relacio-
nadas com a geragdo automatica de instrugdes de monta-
gem de estruturas complexas (ver, por exemplo, [3, 5, 7]).
O procedimento proposto em [1], cuja versdo simplifica-
da é aqui considerada, pode ser comparado com o apre-
sentado em [3, 7]. No entanto, ao contrdrio da abordagem
utilizada por esses autores, que considera a separagdo das
pecas individuais da estrutura uma a uma e aplica uma
estratégia de procura para a extragio hierdrquica das com-
ponentes, o método que iremos descrever obtém direta-
mente uma decomposicao fisicamente vidvel de compo-
nentes ao longo de uma dada dire¢do espacial.

O contetido do artigo estd organizado da seguinte
forma: na secgdo 2 iremos recordar alguns conceitos e re-
sultados bdsicos da teoria dos grafos dirigidos. Na secgdo
seguinte, apresentamos o quadro tedrico proposto e, atra-
vés de um exemplo motivador, introduzimos a nogédo de
decomposigdo fisicamente vidvel de um modelo de brin-
quedo. Apresentamos também a nocéo de grafo de conec-
tividade entre componentes, obtido pela remogdo de um
conjunto de arcos do grafo original, e provamos que tal
remogdo corresponde a uma decomposicdo fisicamente
vidvel se e sO se o respetivo grafo de conectividade entre
componentes for aciclico. Na sec¢do 4 esbogamos o pro-
cedimento algoritmico que permite obter a decomposigdo
do modelo de brinquedo, utilizando como etapas inter-
médias as decomposigdes fisicamente vidveis méximas ao
longo das vérias dire¢des espaciais escolhidas. De notar

que tais decomposigdes podem ser obtidas através da apli-
cagdo de algoritmos de tempo linear (ver [1]). Na secgdo 5
serdo feitos breves comentdrios finais.

2. MODELOS DE BRINQUEDOS E GRAFOS DIRI-
GIDOS

A nocdo de grafo dirigido ird ser usada para capturar a
estrutura dos brinquedos de construgdo. Nédo iremos deta-
lhar todas as defini¢des e os resultados da teoria dos grafos
dirigidos usados no texto, mas estes podem ser vistos em
[1] e nas referéncias ai contidas.

Dado um modelo de brinquedo M, associamos-lhe um
grafo dirigido G(V, A), onde V = {vy,v,,...,0v,} é 0 con-
junto de vértices de G, com cada vértice v; correspondente
aumblocode M, e A = {(u,v) : u,v € V} é o conjunto de
arcos de G, com cada arco representando uma ligagéo entre
dois blocos do modelo. Cada ligacéo fisica entre dois blocos
do modelo pode ser representada no espago por um deter-
minado vetor de direc&o, escolhido a partir de um conjunto
finito de dire¢des. Uma ligacdo entre dois blocos u e v do
modelo ao longo de uma diregio particular d no espaco fi-
sico, dd origem a um arco (#,v) € A ao qual se associa o
rétulo d.

Exemplo. Considere-se 0 modelo dado na figura 3 (lado
esquerdo). O grafo dirigido G(V, A) associado ao modelo
estd representado no lado direito da mesma figura, onde
ffl,tfz sdo, respetivamente, os vetores correspondentes a
direcdo horizontal (esquerda - direita) e a direcdo verti-
cal (de baixo para cima). Neste caso, V = {1,2,3,4,5} e
A={(42),(453),(45),(23),(21),(3,1),(1,5)}
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Figura 3. Modelo de brinquedo (esquerda) e respetivo grafo (direita).
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Assumindo que todas as liga¢ées do modelo M cor-
respondem a p dire¢des espaciais distintas ﬁi, podemos
particionar o conjunto dos arcos A numa familia de p
conjuntos mutuamente disjuntos A;, i = 1,2,...,p, cada
um dos quais contendo os arcos associados a ligagdes
partilhando a mesma dire¢do no espago. Para o mode-
lo dado na figura 3, temos Ay = {(2,3),(4,5),(1,5)} e
Ay ={(4,2),4,3),(2,1),(3 1)}

3. DECOMPOSICOES FISICAMENTE VIAVEIS
Apresentamos agora o quadro tedrico que permite de-
finir a metodologia para a obtencdo da decomposigdo
de um modelo de forma fisicamente vidvel. Comecamos
por definir as no¢des de decomposicdo fisicamente vi-
dvel e de grafo de conectividade entre componentes,
provando, posteriormente, que uma decomposicdo é
fisicamente vidvel se e s6 se o respetivo grafo de conecti-
vidade entre componentes é aciclico. Relembremos que,
por defini¢do, num grafo aciclico dirigido G(V, A) nao
existem arcos (v,v) € A,com v € V.

3.1 Definicdo e exemplos

Consideremos um modelo constituido por dois blocos
correspondentes aos vértices vy, v, € V, ligados através
de um arco (v1,v;) € A alinhado segundo uma dire¢do
d;. Notemos que os blocos vy,v, podem ser separados
segundo as dire¢des —d;, d;, respetivamente, quando for-
¢as opostas apropriadas sdo aplicadas nos dois blocos.
Recorrendo, de novo, a figura 3, se considerarmos o mo-
delo apenas com os blocos 2 e 3 — isto é, sem os blocos
verdes 1, 4 e 5 —, a separagdo destes blocos é fisicamente
vidvel por aplicacdo de duas forgas horizontais opostas,
uma vez que a sua aplicagdo resulta em deslocamentos
opostos ao longo da dire¢do horizontal. No entanto, se
adicionarmos, por exemplo, o bloco 1 ao modelo, os blo-
cos 2 e 3 ja ndo podem ser separados através da aplica-
¢do de forgas horizontais opostas sobre eles, uma vez
que a sua deslocagdo estd bloqueada pelas suas ligagdes
verticais.

Consideremos agora a situagdo em que temos um
modelo complexo que pretendemos decompor em dois
submodelos de uma forma fisicamente vidvel. Em geral,
a remog¢do de um conjunto de arcos rotulados com uma
dada diregdo corresponde a uma decomposigao do grafo
do modelo em duas ou mais componentes cujos grafos
dirigidos que lhes estdo associados sdo fracamente co-
nexos, isto €, onde todos os vértices estdo ligados entre
si por algum caminho, ignorando a dire¢do dos arcos.

Decomposicao fisicamente viavel em duas compo-
nentes (2-DFV): A remocdo de um conjunto de arcos,
alinhados segundo uma direcdo espacial particular, cfi,
é fisicamente vidvel se e s6 se as duas componentes (fra-
camente conexas) C; e C, resultantes podem ser desloca-
das ao longo das dire¢des —d;, d; respetivamente, quan-
do forgas opostas apropriadas sdo aplicadas sobre estas
componentes (ver figura 4).

Figura 4. Exemplo de uma 2-DFV.

O nosso préximo objetivo consiste em obter uma
caracterizagdo das 2-DFV's que sdo possiveis ao lon-
go de uma dada diregdo. Para isso, vamos comegar por
introduzir a nogdo de grafo de conectividade entre as
componentes de um modelo que resultam da remocéo de

um conjunto de arcos identificados com o mesmo rétulo.

Grafo de conectividade entre componentes (GCC):
Seja G(V, A) o grafo dirigido associado a um modelo M
e A; C A; um conjunto (ndo vazio) de arcos, onde A; é
o conjunto de todos os arcos de G(V, A) ao longo da di-
recdo espacial d;. O grafo de conectividade entre com-
ponentes (GCC), resultante da remogdo dos arcos A;, é
um grafo dirigido G¢(V, Ac) cujos vértices sdo as com-
ponentes fracamente conexas C;, i =1,2,...,k, obtidas
pela decomposicdo de G(V, A) resultante da remogédo dos
arcos A;. Duas componentes C;, C j estdo ligadas através
de um arco (C;,Cj) € Ac se e s sei # j e existe um arco
(v,u) € A;j com v € C; e u € C;. Note-se que, de acordo
com esta definigdo, o0 GCC resultante da remogado de um
conjunto de arcos A; C A; é um grafo dirigido simples,
uma vez que, por construgdo, ndo pode conter nenhum
ciclo nem arcos paralelos que partilhem os mesmos vér-
tices de origem e de destino.

Recorrendo, de novo, ao modelo apresentado na
figura 3, se removermos todos os arcos ao longo da
direcdo horizontal, ou seja, os arcos (2,3), (1,5) e (4,5),
o grafo é decomposto em duas componentes fracamen-
te conexas, C; = {1,2,3,4} e C; = {5}, representadas na
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figura 5 (lado esquerdo). O GCC resultante desta remo-
¢do de arcos estd representado na figura 5 (lado direito).
Claramente, nada impede a deslocacdo das duas com-
ponentes C;,C, de avangar na diregdo —dy,dy, respeti-
vamente, quando lhes sdo aplicadas forgas horizontais
adequadas. Assim, a remogdo dos arcos horizontais im-
plica uma 2-DFV do modelo.

Nem todos os arcos removidos na obtenc¢do do GCC
correspondem a uma decomposicdo fisicamente vidvel
de dois blocos. E o caso do arco (2,3), que ndo aparece na
figura 5 devido a sua remogdo no processo de constru-
¢do do GCC. Apesar de este arco poder ser teoricamente
removido durante a remogdo de todos os arcos horizon-
tais, os blocos 2 e 3 ndo podem ser separados por causa
das ligacGes perpendiculares aos blocos 1 e 4. Por outro
lado, os arcos (1,5) e (4,5) contribuem ativamente para a
decomposicdo do grafo em duas componentes C; e Cs.
A propriedade distintiva entre estes dois tipos de arcos

Ch :
2. » .
A
: (22 (22 :
: Nt NG
| ( i )3) E D /) ((-I \ {\( ‘/:I
: dg fjg i
E \C—I{ : Figura 5. Grafo G(V, A) depois da
! : : remogao de todos os arcos ao
R NS, longo da direcdo dy (esquerda) e
respetivo GCC (direita).
C

Figura 6. Grafo G(V, A) depois da remogdo de todos os arcos
fisicamente removiveis ao longo da direcdo dj.

é que a primeira tem ambos os seus pontos finais na
mesma componente, enquanto as duas dltimas tém os
seus pontos iniciais e finais em componentes distintas.
Os arcos que contribuem ativamente para a formacéo de
componentes fracamente conexas de um GCC sdo cha-
mados fisicamente removiveis para esse GCC. Na figura
6 representamos o grafo obtido apds a remogédo de todos
os arcos fisicamente removiveis segundo a diregdo d;.

Se optarmos por remover todos os arcos ao longo de
d,, obtemos as componentes fracamente conexas Cj e C}
mostradas na figura 7 (lado esquerdo). O GCC obtido
por esta remocdo de arcos é mostrado na figura 7 (lado
direito). Apesar de a remogdo dos quatro arcos verticais,
rotulados com ds, separar o grafo em duas componentes
fracamente conexas, é evidente que tal decomposigdo
nao é fisicamente vidvel. De facto, os blocos 2 e 3 de C}
ndo podem ser deslocados verticalmente porque estdo
presos entre os blocos 1 e 4 de C).
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Figura 7. Grafo G(V, A) depois da remogdo de todos os arcos ao longo
da direcdo dj (esquerda) e respetivo GCC (direita).

3.2 Caracterizacdo das decomposi¢cdes fisicamente
viaveis

A questdo que se coloca é a de saber como caracterizar
uma decomposicao fisicamente vidvel de um modelo em
termos das propriedades particulares dos arcos do GCC
correspondente.

Comecemos por considerar o caso das 2-DFVs. Se
Gc(Ve, Ac), com Ve = {Cq,C,}, for o GCC associado a
um determinado modelo resultante da remog¢do de um
conjunto (ndo vazio) de arcos A; C A; com A; 0 conjunto
de todos os arcos do grafo G(V, A) do modelo ao longo da
diregdo d;, pode provar-se que a remogio dos arcos de A;
é uma 2-DFV do modelo se e sé se A contiver exatamente
um dos arcos (C, C;) ou (Cy, C). De facto, se assumirmos
que Ac contém apenas um desses arcos, digamos o arco
(Cq, Cp), isto significa que, no modelo, as componentes C;
e C, estdo ligadas apenas por um lado, deixando os seus
lados externos livres (ver figura 4). Assim, removendo os
arcos A; que ligam os vértices de C; aos de C,, obtemos
uma 2-DFV do modelo, jéd que C; pode ser deslocado na di-
regdo de —d; e C, na diregdo de d;. Se, ao invés, assumirmos
que Ac contém os dois arcos (Cy, C,) e (Ca, C1), conclui-se
facilmente, usando argumentos semelhantes aos jé apre-
sentados, que tal decomposicdo ndo é fisicamente vidvel.

Vamos assumir agora que apds a remogdo de um con-
junto de arcos A; C A;, obtemos k > 2 componentes. Uma
decomposigdo fisicamente vidvel que pode ser realizada
através de sucessivas aplicagdes de 2-DFVs é chamada
uma k-DFV do modelo (ver [1] para uma defini¢do formal
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deste conceito). O teorema seguinte serve para caracteri-
zar esta propriedade.

Teorema. Seja M um modelo de brinquedo e G(V, A) o seu
grafo dirigido associado. Seja ainda G¢(V¢, Ac) o GCC
resultante ap6s a remog¢do de um conjunto ndo vazio de
arcos A; C A;, onde A; é o conjunto de todos os arcos de
G(V, A) ao longo da direcdo d;. A remogdo dos arcos A;
implica uma k-DFV, k > 2 do modelo M, se e s6 se G¢ é
um grafo aciclico dirigido.

A demonstragdo deste teorema recorre a um resulta-
do da teoria dos grafos que estabelece que se G¢(V, Ac)
é um grafo aciclico dirigido, entdo existe uma ordenacdo
topoldgica dos seus vértices C1,Cy, ..., Ck, ou seja, uma
ordenagdo tal que, para todos os arcos (C;,C;) € Ac, se
temi < j (ver [1] para mais detalhes). Sendo C; o primeiro
elemento nesta ordenacéo, s6 existem arcos de safida de C;
para Vc\{C1} e, portanto, como foi visto anteriormente e
é ilustrado na figura 8, a remogdo dos arcos com origem

em C; e terminando em V\ {C; }constitui uma 2-DFV.

Figura 8. Uma 2-DFV de Gy e Vo \ {4}
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Se denotarmos por G o subgrafo de G induzido por
Vc\{C1}, podemos ver que Cy, . .. ,Cy, é uma ordenagao to-
polégica dos seus vértices. Assim, C, pode ser destacado
a partir de G(- através de uma 2-DFV seguindo um proce-
dimento semelhante ao anteriormente descrito. Ap6s k — 1
aplicagdess de 2-DFV, utilizando subconjuntos apropriados
de arcos A;, obtemos uma decomposigdo do modelo M
em k componentes fracamente conexas C1, Cy, ..., C, que
constitui uma k-DFV. Provamos assim se G¢ é um grafo aci-
clico dirigido, a remogéo dos arcos correspondente implica
uma k-DFV. A demonstracdo da implicagdo inversa pode
ser vista em [1].

4. UM MODELO HIERARQUICO

Nesta sec¢do descrevemos o procedimento que permite
obter o manual de instru¢des automadtico para a monta-
gem dos modelos de brinquedos Engino® O processo
corresponde a um algoritmo recursivo inverso, pois é
obtido invertendo o processo recursivo de decomposicdo
do modelo nos blocos que o constituem. E, pois, essencial
o resultado apresentado na secgdo anterior que permite ca-
racterizar as decomposicdes fisicamente vidveis.

Vamos supor que G(V, A) é o grafo dirigido associado
ao modelo M e que cada arco em A estd alinhado com uma
das p dire¢Ges espaciais distintas (fi, i=1,2,...,p. Consi-
deremos que MaxDFV(C,7) é uma fun¢do que tem como
primeiro argumento uma componente fracamente cone-
xa C de G(V, A) e como segundo argumento um inteiro
i=1,2,...,p. Esta fungdo devolve uma lista ordenada
de componentes Cy,C»,...,Cy, k > 1, com C um conjun-
to médximo de arcos fisicamente removiveis ao longo da
diregdo d;. Como foi demonstrado em [1], a obtengdo de
um subconjunto méximo de arcos fisicamente removiveis
ao longo de uma dada diregdo espacial pode ser obtido com
recurso a algoritmos de tempo linear. O algoritmo seguinte
esquematiza o processo de decomposicao do modelo.
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Figura 9. Modelo hierdrquico de decomposi¢ao do brinquedo
dado na figura 3.

Resumindo, em cada passo do algoritmo é obtida uma
colecdo de componentes fracamente conexas, correspon-
dendo a uma decomposicéio fisicamente vidvel maxima ao
longo de alguma direcdo espacial. O algoritmo global de
decomposigdo corresponde a um modelo hierdrquico de
componentes que pode ser representado por uma drvore
com raiz, tendo como raiz o grafo dirigido correspondente
de brinquedo original e como folhas cada um dos blocos
que o constituem.

Para exemplificar, embora de forma abreviada, o al-
goritmo proposto, atentemos, de novo, no modelo dado
na figura 3. Considerando a diregdo d;, temos (Cy, Cp)=
MaxPFD(G,1), com C; = {1,2,3,4} e C; = {5} (ver figura
6). Estas duas componentes sdo anexadas como descen-
dentes de G e voltamos a aplicar o algoritmo. Atenden-
do a que C; é constituido por um unico vértice, vamos
considerar a recursdo apenas relativamente a compo-
nente C;. Atendendo a que dy é a tnica diregao disponi-
vel, consideramos (Ci1,Cia, C13)=MaxDFV(Cy,2), com

Algoritmo: HMaxDFV(C)

chama (Cy, G, ..

.,Cx) = MaxDFV(C, i), para cada dire¢do i = 1,2,..., p;

se para todas as dire¢Ses i = 1,2,..., p, se tem k = 1, a recursdo termina;

caso contrario

paraj=1,2,...,k

anexa Cj como descendente de C no modelo hierdrquico;

chama HMaxDFV(C);
fim do ciclo

fim do se
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Cy1 = {1}, C1p = {2,3} e Cy3 = {4}. Finalmente, atenden-
do a que (C1z1, C122)=MaxDFV(Cip, 1), com Cyp; = {2} e
Ci22 = {3}, obtemos o modelo hierdrquico de decomposi-
¢do ilustrado na figura 9.

Ap6s obtida a decomposicdo hierdrquica do modelo,
o processo de decomposigdo é invertido, produzindo o
manual de instru¢des de montagem pretendido. Se con-
siderarmos o modelo da figura 3, o seu manual de ins-
trugdes pode ser dado da seguinte forma. Passo 1: unir
as componentes Cip; = {2} e Cipp = {3}, obtendo a
componente Cip = {2,3}; Passo 2: unir as componen-
tes Cy1 = {1}, C12 = {2,3} e Cy3 = {4}, obtendo a com-
ponente C; = {1,2,3,4}; Passo 3: unir as componentes
C1 = {1,2,3,4} e C; = {5}, obtendo o modelo pretendido.

5. COMENTARIOS FINAIS

A proposta aqui descrita para a obtencdo de um manual
automdtico de montagem para os modelos de brinquedos
da Engino® foi apresentada a empresa, sob a forma de re-
latério, no final do ESGI. Nesse relatério (ver [2]), o grupo
de estudo recomendou a realizacdo de testes-piloto por
forma a validar o procedimento proposto em brinquedos
mais sofisticados. Este é um passo crucial que, como tam-
bém foi sugerido no relatério, pode ser realizado através
de um projeto de curto prazo ou com recurso a um aluno
estagidrio, numa colaboracgao estreita entre a academia e a
empresa. Apesar de ndo conhecer as diligéncias efetuadas
pela Engino®, a verdade é que os erros inicialmente iden-
tificados no sistema de montagem automdtica de modelos
disponivel na pagina da empresa foram corrigidos com
sucesso.
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