SOBRE A REALIDADE DOS NUMEROS COMPLEXOS

E geralmente afirmado que os niUmeros complexos sio essenciais para
formular a Mecanica Quantica, mas sera mesmo assim?! Foi feita uma
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experiéncia para responder a esta pergunta e o resultado parece ter

sido conclusivo.

1. NUMEROS COMPLEXOS: MATEMATICA

Os ntimeros complexos surgiram pela primeira vez em
1545, no livro Ars Magna (veja-se [2]), de Girolamo Car-
dano'. Mais precisamente, surgem quase no fim do livro,
quando o autor resolve o seguinte problema: encontrar
dois nimeros cuja soma seja 10 e cujo produto seja 40.
E a resposta dada é esta: os niimeros em questdo sdo
5++/—15 e 5—/—15. Logo em seguida, Cardano faz
referéncia a “tortura mental” que consiste em fazer ope-
ragdes aritméticas com quantidades desta natureza, que
descreve como sendo “tado subtis quanto intteis”.

O Ars Magna também é famoso por conter a chama-
da formula de Cardano, que permite resolver equagdes de
terceiro grau. Mas esta formula tem um problema: tem
uma raiz quadrada de um ntimero que, no caso de cer-
tas equagdes, é negativo, mesmo quando a equagdo tem
uma solugao (real). E razoével especular que foi isto que
levou Cardano a pensar em raizes quadradas de nime-
ros negativos, mas ele ndo menciona esta possibilidade
no livro.

Essa ligacdo foi feita por Rafael Bombelli no seu
L'Algebra que surgiu em 1572 (veja-se [1]). Ai, Bombelli
explicou como levar a cabo operacdes aritméticas com
nimeros complexos e como é possivel aplicar a férmula
de Cardano mesmo quando envolve tais niimeros.

Esta foi a primeira aplicagdo encontrada para os nu-
meros complexos: eram umas entidades estranhas que
era preciso saber manipular para se poder empregar

a férmula de Cardano e, consequentemente, resolver
equagdes de terceiro grau. Durante algum tempo, nin-
guém viu mais nenhuma utilidade para eles até que,
em 1629, Albert Girard publicou Invention Nouvelle en
I’Algebre, onde explicou que uma equagdo polinomial de
grau n tem, no méximo, n solugdes (reais ou néo). Conse-
quentemente, se conseguirmos descobrir n solug¢des de
uma equacgdo polinomial de grau 1, podemos ter a certe-
za de que ndo havera mais (veja-se [4, §14.1]).

No século XVIII, Euler (que foi quem introduziu a
notagdo i para a unidade imagindria) jd usava os niime-
ros complexos sem hesitar, tanto na Andlise, onde, por
exemplo, explicou que se tem, para qualquer nimero
real «,

e = cos(a) +isen(a),

(a chamada férmula de Euler) como na Algebra, onde re-
correu aos niimeros complexos a fim de provar que qual-
quer polinémio com coeficientes reais pode ser escrito
como produto de polinémios de grau 1 ou 2 com coefi-
cientes reais.

Até aqui, os nimeros complexos eram entidades
puramente algébricas e ndo tinham qualquer interpre-
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tagdo geométrica. Alids, Descartes afirmou mesmo que
é impossivel visualizar aqueles niimeros. No entanto,
por volta de 1800, dois matemadticos amadores, o norue-
gués Caspar Wessel e o sui¢o Jean-Robert Argand, ex-
plicaram como visualizar os niimeros complexos como
pontos do plano. Esta ideia foi reforcada pela mesma
altura por Gauss (que é o autor da expressdo “ntimero
complexo”), o que ajudou a aceita¢do daqueles nimeros.
E, naturalmente, a possibilidade de visualizar ajudou a
divulgagdo deste conceito.

2. NUMEROS COMPLEXOS:

FiSICA E ENGENHARIA

A partida, poder4 ser dificil ver como é que os ntime-
ros complexos possam ter utilidade na Fisica, mas tais
aplicagdes ja existem desde a primeira metade do século
XIX. Em 1823, o fisico francés Augustin Fresnel publi-
cou um artigo sobre Otica no qual estudava o compor-
tamento de um raio de luz polarisada quando atinge a
superficie que separa dois meios transparentes. Af, ele
viu-se numa situa¢ido semelhante a de Cardano: obteve
uma expressdo analitica na qual surgia a raiz quadrada
de um ndmero que, por vezes, é negativo. Mais precisa-
mente, quando o niimero sob o sinal de raiz quadrada
é maior do que 0, parte do sinal luminoso é refletido e
parte passa para o novo meio. Quando aquele niimero
é 0, o sinal é totalmente refletido. Mas como interpretar
a férmula quando o valor é negativo? Fresnel poderia
pura e simplesmente ter pensado que, nesse caso, a fér-
mula néo se aplicava. Em vez disso, resolveu aplicar um
principio metafisico, que se deve a Leibniz, a chamada
lei da continuidade, e escreveu (veja-se [3]):

“[...] segundo a lei geral da continuidade, se exis-
te uma expressdo exata para as leis da reflexdo
até ao limite considerado, ela deveria permane-
cer valida apés este; mas a dificuldade reside em
interpretar o que a andlise afirma relativamente
a estas quantidades imagindrias. E, no entanto,
isto que iremos fazer, talvez ndo por raciocinios
rigorosos, mas ao menos pelas indu¢es mais na-
turais e mais provéveis.”

Naturalmente, o limite atrds referido é a altura a partir
da qual o nimero sob o sinal de raiz quadrada € igual
a 0. E como é que Fresnel lida com o caso em que o nu-
mero é negativo? Obtém-se entdo um nimero complexo
com valor absoluto 1 e, portanto, um niimero da forma
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Figura 1. Augustin Fresnel.

€™ (ou, o que é a mesma coisa em virtude da féormula de
Euler, um ntimero da forma cos(a) + isen(a)), para al-
gum nimero real «. E este niimero « é, segundo Fresnel,
a diferenca de fase entre o sinal luminoso (que, note-se,
é uma onda) antes de tocar na superficie e depois de ser
refletido. E Fresnel conseguiu confirmar experimental-
mente esta hipétese.

Algumas décadas mais tarde (veja-se [5, cap. 5]) surgiu a
primeira aplicagdo dos nimeros complexos a Engenha-
ria. Isto comegou em 1869, quando o fisico britanico John
William Strutt (mais conhecido como Lorde Rayleigh)
empregou niimeros complexos para explicar o funcio-
namento de circuitos elétricos. Esta abordagem a Enge-
nharia Eletrotécnica foi muito desenvolvida e ampliada
pelo engenheiro aleméo (naturalizado norte-americano)
Charles Steinmetz, que ficaria conhecido como “o feiti-
ceiro que gerou eletricidade a partir da raiz quadrada de
menos um”. Alids, o primeiro texto que Steinmetz pu-
blicou (em 1894) sobre este assunto tinha um titulo que
anunciava logo ao que vinha: “Quantidades complexas
e o seu uso na Engenharia Eletrotécnica.”
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3. MECANICA QUANTICA

E provavelmente na Mecanica Quantica que se podem
ver as mais conhecidades aplica¢des dos nimeros com-
plexos a Fisica. A equacdo de Schrédinger é uma equa-
¢do diferencial que descreve o comportamento de uma
funcdo de onda ¥, a qual toma valores complexos. Uma
questdo natural é a de saber como é que podem ser inter-
pretados, em termos fisicos, aqueles valores complexos.
Acontece que o0 que tem uma interpretacdo fisica sdo os
valores absolutos daqueles ntimeros; estdo sempre entre
0 eledaoaprobabilidade de uma particula estar numa
determinada posic¢do. Mas o préprio Erwin Schrédinger
escreveu (veja-se [6]; este artigo também estd disponivel
online?) numa carta dirigida a Hendrik Lorentz em 1926
(0 mesmo ano em que publicou a sua equagéo):

“O que é desagraddvel aqui, e de facto
mesmo digno de contestagdo, é o uso de
nimeros complexos. ¥ tem que ser funda-
mentalmente uma funcgéo real.”

Surgiram no inicio deste século propostas de maneiras
de formular a Mecédnica Quéntica que s6 envolvem nu-
meros reais’. Muitos dos fenémenos tipicos da Mecanica
Quantica podem ser explicados a partir de tais formula-
¢Oes. Mas, embora tais ideias parecessem promissoras, fi-
cou provado que nenhuma destas abordagens funciona.
O processo nédo foi simples, pois jé tinha sido provado
que as formulagGes reais permitiam descrever as situa-
¢des mais simples da Mecanica Quantica. Os autores de
[6] tiveram de conceber uma experiéncia suficientemen-
te complexa para testar a ideia de que certos fendmenos
da Mecéanica Quéntica ndo sdo passiveis de ser descritos
por qualquer das versdes reais da teoria, mas também
suficientemente simples para poder ser levada a pratica.
E conseguiram! Publicaram a sua experiéncia imagina-
ria e jd houve diversos grupos de investigadores que a
levaram a prética. E a concluséo foi de que, de facto, as
formulagoes reais da Mecanica Quantica sdo incompati-
veis com os resultados das experiéncias.

Assim sendo, parece que os nimeros complexos es-
tdo af para ficar, quer se goste deles quer ndo.
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