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O problema da localizagdo das raizes de um polinémio é um tema cen-
tral no estudo de equagbes de varidvel real ou complexa. Esta localizagao
torna-se gradualmente mais dificil 3 medida que o grau do polinémio au-
menta, pelo que conseguir relacionar as raizes de um polinémio com as da
sua derivada, cujo grau tem uma unidade a menos, pode ser bastante util.
Neste Canto Délfico vamos explorar o Teorema de Gauss-Lucas, um re-
sultado classico de Andlise Complexa, que afirma que os zeros da derivada
de um polinédmio, quando representados no plano complexo, estdo situa-
dos no invélucro convexo formado pelos zeros do polinémio.

1. INTRODUCAO

Neste Canto Délfico vamos analisar a relacao entre os ze-
ros de um polinémio complexo e os zeros da sua derivada.
Esta relagdo pode ser vista como uma generalizagdo aos
polinémios complexos do Teorema de Rolle da Andlise
Real, provado por Michel Rolle no livro Traité d'Algebre
em 1690, que afirma que entre dois zeros consecutivos de
uma fungdo diferencidvel, existe pelo menos um zero da
derivada:

Teorema 1.1 (Teorema de Rolle) Se /' é uma fungdo real
continua no intervalo [a,b] e diferencidvel em (a,b) com
f(a) = f(b), entdo existe um nimero g < ¢ < b tal que

flle)=0

Sep: R — R for um polinémio de grau n com 7 raizes
reais distintas, o Teorema de Rolle garante que a derivada
p’ tem exatamente n — 1raizes reais. Além disso, as raizes
de p e da sua derivada estdo interlagadas, ou seja, entre
duas raizes consecutivas de p existe exatamente uma raiz
de p'. Portanto, se xy, ..., x, forem as raizes de p, os seus
pontos criticos (i.e. os zeros de p’) estdo situados no seg-

mento de reta formado pelos pontos min x; e max x;.
1<i<n 1<i<n

Ao longo dos anos houve vdrias tentativas de gene-
ralizar este resultado para polinémios complexos [4]. No
entanto, esta generalizagdo ndo é 6bvia nem imediata. Por
exemplo, o polinémio

p(z) = (Z+1)(z-1)

tem como rafzes os pontos 1 e +i, vértices de um tridngu-
lo isdsceles. Se o Teorema de Rolle fosse vélido no plano
complexo, cada lado deste tridngulo deveria ter um ponto
critico de p, o que ndo acontece pois p tem apenas dois
pontos criticos no interior do tridngulo. No plano comple-
X0, 0 conceito de ponto critico situado entre duas raizes
de um polinémio é geralmente substituido pelo conceito
mais geral de uma regido convexa definida pelas raizes
do polinémio onde se localizam os pontos criticos.

Neste sentido, o Teorema de Gauss-Lucas generaliza o
Teorema de Rolle para polinémios complexos, afirmando
que os pontos criticos de p, quando considerados como
pontos no plano complexo, estdo situados no interior do
mais pequeno conjunto convexo que contém os zeros de
p. E um resultado cldssico da Anélise Complexa, com v4-
rias generalizagbes e demonstragdes, que permite restrin-
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gir alocalizagdo dos pontos criticos de um polinémio sem
termos de calcular a sua derivada.

O Teorema de Gauss-Lucas deve o seu nome a Johann
Carl Friedrich Gauss e a Felix Lucas. Gauss, entre 1836
e 1846, escreveu sobre este teorema ao estabelecer uma
interpretacdo mecénica para os pontos criticos de um po-
linémio, mas foi Lucas em 1870, aparentemente sem co-
nhecer o resultado de Gauss, quem apresentou a primeira
prova do teorema [5].

2. POLINOMIOS COMPLEXOS
No que se segue, assumimos uma certa familiaridade
com os numeros complexos. Identificamos um ndme-
ro complexo z = a+ bi, onde a e b sdo nlimeros reais e
i = —1, com o ponto (a,b) do plano R2. O conjugado de
z =a-+bi é o numero zZ = a — bi, obtido de z por refle-
xd0 sobre o eixo real (veja-se a Figura 1). A distancia de
z =a+ bi a origem é dada pelo nimero |z| = Va% + b2,
E facil verificar que zZ = |z|2.

Um polinémio complexo de grau # > 1 é uma fungao
p:C — Cdaforma

p(z) = anz" +a,_12" '+ + a1z +ap, ()]

com dp,ay,...,a; € C e a;, #0. Umn ntimero complexo
a que verifique p(a) =0 chama-se raiz do polinémio.
O Teorema Fundamental da Algebra garante que um po-
linémio de grau n > 1 tem exatamente n raizes comple-
xas, contando multiplicidades. Por exemplo,

p(z) = (22 +1)(z—1) @

é um polinémio de grau 3 e tem raizes complexas dadas
porz;=—i,zp=iezz =1

Um polinémio complexo é uma fungdo diferencidvel
em todo o plano complexo. A derivada de (1) é o poliné-
mio de graun —1

P (2) = napz" '+ (n—1)a, 12" >+ +ay.

As raizes de p/(z) dizem-se pontos criticos de p(z). Por
exemplo, a derivada do polinémio (2) é o polinémio

pl(z) =322 =2z +1.

Usando a Férmula Resolvente, obtemos as raizes
=14 +i§ elH=1- i@ de p'(z). Nao é dificil veri-
ficar que os pontos criticos % + i@ do polinémio (2)
estdo no interior do tridngulo cujos vértices sdo as raizes
do polinémio, como se pode confirmar na Figura 2, onde
as rafzes do polindmio estdo representadas a azul e os

pontos criticos a cinzento.

‘Im{z}

- —13 Z2=2—1

Figura 1. Representacdo do ndmero 2+j e do seu conjugado
no plano complexo.

~Im{z}

Figura 2. Raizes e pontos criticos do polinémio
P@=(*+1)(z-1).

3. CONJUNTOS CONVEXOS
Nesta secgdo vamos introduzir o conceito de conjunto
convexo e de invélucro convexo de um conjunto de nime-
ros (veja-se, por exemplo [7]). Apesar da definicdo e dos
resultados que vamos apresentar serem validos em geral,
vamos restringir-nos a conjuntos de ntimeros complexos.

Intuitivamente, dizemos que um conjunto S C C é
convexo se contém o segmento de reta entre dois quais-
quer pontos de S. O tridangulo S» representado na Figura
3 é um exemplo de conjunto convexo, enquanto que o con-
junto S ndo é convexo, uma vez que o segmento de reta
que une z a w ndo esta contido em S;.

A reta que passa pelos niimeros complexos z e w, pode
ser dada parametricamente por

r(A) =z+AMw—2z)=(1-A)z+ \w,

com A € R. Notemos que quando A = 0 obtemos o ponto
7(0) = z, e quando A = 1 obtemos o ponto r(1) = w. As-
sim, o segmento de reta que une z a w, denotado por [z, w),
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Figura 3. Um conjunto ndo convexo e um conjunto convexo.

pode ser representado por
zZw={(1-A)z4+Aw:0<A <1}

Ou seja, os ntimeros pertencentes ao segmento [z, w]
podem ser escritos na forma A;z + A,w, com A; >0 e
A1+ A2 = 1. Um tal nimero diz-se uma combinagdo con-
vexa de z e w. Mais geralmente, uma combinagdo convexa
de n pontos zy, .. .,z, é uma soma da forma

Mzy+ -+ Azy,

ondacada A; >0e A +---+ A, =1
Podemos agora apresentar a defini¢do formal de con-
junto convexo.

Definigao 1. Um conjunto S C C é convexo se [z,w] C S
para quaisquer z,w € S.

E fécil verificar que a unido de conjuntos convexos
ndo é, em geral, convexo. Por exemplo, a unido dos seg-
mentos [0, 1] e [0, 7] ndo é convexo. No entanto, a interse-
¢do de conjuntos convexos é ainda convexo.

Proposicao 3.1. A intersecdo de um qualquer nimero de
conjuntos convexos é um conjunto convexo.

Demonstragdo. Sejam {S; : i € I} uma familia de con-
juntos convexos e S = M;¢;S;. Entdo, dados z, w € S temos
z,w € S; paratodooi € I. Como cada S; é convexo, verifi-
ca-se [z, w] C S;, peloque[z, w] C S.Ouseja, Séconvexo. ]

Intuitivamente, a intersecdo de todos os conjuntos
convexos que contém S é o "menor” conjunto convexo que
contém S. Esta € a defini¢do de invélucro convexo de S.

Definig¢ao 2. O involucro convexo de um conjunto S, de-
notado por conv(S), é a interse¢do de todos os conjuntos
convexos que contém S.

Podemos pensar no invélucro convexo de um conjun-

Figura 4. O invélucro convexo das raizes do polindmio (3).

to de pontos zy,...,z, € C, como sendo o conjunto que se
obtém colocando pinos em cada um dos pontos z; e rode-
ando todos eles com um eldstico esticado. A drea demarca-
da corresponde ao invélucro convexo conv(z, ..., z,). Por
exemplo, o invélucro convexo do conjunto formado pelas

raizes do polinémio de grau 6

6
p(z) =]1(z-=) &)
i=1
com zy=-3/2—i/2, zp=1i, z3=3+1i/2, z4=2—1,
z5 =1/2+41i/2 e z¢ = 3/2 —i/2 pode ser visualizado na
Figura 4.

Por definigdo, um conjunto convexo contém todas as
combinagdes convexas de dois dos seus pontos. Na proé-
xima proposi¢ao, vamos mostrar que este resultado se ge-
neraliza para combinag¢bes convexas de mais do que dois
pontos.

Proposicao 3.2. Se S é um conjunto convexo, entdo qual-
quer combinagdo convexa (finita) de elementos de S per-
tence a S.

Demonstragdo. Vamos efetuar a prova por indugdo
sobre o nimero n de pontos da combinagdo convexa.
Os casos n = 1 e n = 2 resultam da defini¢do de conjunto
convexo. Suponhamos a proposicao verdadeira para com-
binagdes convexas com #n = k pontos de S e consideremos
a combinacédo convexa

Mzy o+ Az + A1 Zkg @)

Seja A = Y¥_, A;. Entdo

k+1 k

1-A= ZAi_ZAi:/\kﬂLl
i=1 i=1

e podemos escrever
k

W =2(x %

i=1

+ Mey1Zk41- (5)
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Uma vez que Zé{:l % = 1, a hip6tese indutiva garante que
a combinacdo convexa 25.‘21 %L z; pertence ao conjunto S.
Mas entdo, o lado esquerdo da igualdade (5) é uma com-
binagdo convexa de dois pontos de S e, portanto, pertence

as. O

Podemos usar combinagdes convexas para descrever
o invélucro convexo de um conjunto.

Teorema 3.3 Seja S C C. Entdo, o invélucro convexo de §
é formado por todas as combinagdes convexas (finitas) de
pontos de S.

Demonstragio. Seja C(S) o conjunto formado por to-
das as combinagdes convexas (finitas) de pontos de S. Se
z € C(S), entdo z é uma combinagdo convexa de pontos de
S.Como S C conv(S)e conv(S) é convexo, segue da Propo-
si¢d0 3.2 que z € conv(S). Portanto, temos C(S) C conv(S).
Para provarmos aincluséo contrdria basta mostrarmos que
é um conjunto convexo, pois neste caso pela defini¢do de
invélucro convexo temos conv(S) C C(S).

Sejam entdo z, w € C(S). Isto significa que

[

o
RS
S

n
z=) Aizi e w
~

para certos pontos zi,...,zn, W1,..., Wy €S com
Yr Ai=Y"u =1 Seja A €0,1] e consideremos um

ponto do segmento [z, w}:
(1-A)z+ Aw. ©6)

Usando as representagdes de z e w, temos

(6)=(1-2) <£%/\izi> +A (i#iwz)

n m
=Y (1—A) Az + Y Apjw;,
- i-1

com

n m
Y A=MA+Y Api=(1-A)+A=1
i=1 i=1
Ou seja, o ponto (1 — A)z + Aw € uma combinagao con-
vexa de pontos de S, pelo que pertence a C(S). Isto prova
que o segmento [z, w| estd contido em C(S) e, portanto,
C(S) é convexo. O

4. O TEOREMA DE GAUSS-LUCAS
Estamos agora em condi¢des de enunciar e provar o Te-

orema de Gauss-Lucas. A demonstragdo deste resultado
pode ser obtida usando, por exemplo, argumentos de na-
tureza analitica, geométrica ou fisica. Neste artigo vamos
apresentar uma prova analitica do teorema e remetemos
o leitor para as referéncias [2, 6, 8], onde poderdo encon-
trar provas de natureza distintas.

Teorema 4.1 (Teorema de Gauss-Lucas). Os pontos criti-
cos de um polinémio ndo constante p pertencem ao invo-
Iucro convexo das raizes de p.

Antes de apresentarmos a demonstracao deste resul-
tado, vamos analisar alguns casos particulares. O teore-
ma é trivial se p tem grau 1, pois neste caso o polinémio
ndo tem pontos criticos. Para polinémios de grau 2 com
raizes distintas zq e z,, temos

p(z) =a(z—z1)(z — z2)
=a (22 —z(z1+2z2) + zlzz> .

para alguma constante ndo nula a. A partir daqui é facil
obter a derivada

p'(z) =a(2z— (21 +22))
e a sua Unica raiz:

_z1+ 2

6 2

O invélucro convexo de zj e zp é 0 segmento [z1,z3] € 0
ponto critico é o ponto médio deste segmento.

Se p for um polinémio de grau 2 com apenas uma raiz
z1 de multiplicidade 2, entdo

p(z) =a(z—2z)% e p'(z) =2a(z — z1),

com a # 0. Neste caso, o ponto critico de p coincide com a
Unica raiz de p e conv(zy) = {z1}.

Demonstragdo do Teorema de Gauss-Lucas. Seja
n
p(z) =a]](z-2)
i=1

um polinémio complexo de grau 7 > 1, onde os niimeros
z1,...,2Zy SA0 as suas raizes, ndo necessariamente distin-
tas. Seja zp um ponto critico de p. Se z coincide com uma
das raizes de p, é claro que estd no invélucro convexo das
raizes de p. Suponhamos entdo que p(zy) # 0. Observe-
mos que as rafzes da fungao racional
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P(Z) i—1 zZ— Zil
sd0 os pontos criticos de p. Em particular, temos

0=t =1 2

Multiplicando e dividindo cada termo do membro direito

ZO_ZI

da igualdade anterior por zp — z; obtemos

20 — Zj
z0—z)(z0 —z1) /= |20 —zl*

ou seja,

=

Conjugando ambos os membros desta igualdade obtemos

n
YmaE T Zuwaw

ou ainda

%Evoav ZVV%PI

Fazendo A =Y 1__ conseguimos escrever zo com
oA lelmoseg 0s es er zp como
uma combinagdo convexa das raizes de p,

Zi,

-
>|=

Il
—_

zZp =

onde y; = =

mparal <i<mnumavezque ) /_
Usando o Teorema 3.3 concluimos entdo que o ponto criti-

co zg pertence ao invélucro convexo das raizes dep. I

Vamos ilustrar o Teorema de Gauss-Lucas analisando
o polinémio

(2% — 6)(z — 3i). (7)

Q=

p(z) =

Oinvélucro convexo dasraizes3ie +v/6 é o tridangulo cujos
vértices sdo estas raizes. A derivada p/(z) = z% — 2iz — 2
tem raizes +1 + i, que se encontram no interior do tri-
angulo.

No caso de polinémios de grau 3, podemos indicar
com mais exatiddo a localizacdo dos pontos criticos usan-
do um resultado notdvel conhecido como Teorema de
Steiner-Marden [1, 3].

Teorema 4.2 (Teorema de Steiner-Marden) Se p é um po-

linémio de grau 3 cujas raizes sdo ndo colineares no plano
complexo, entdo os pontos criticos de p sao os focos da elip-
se inscrita no tridngulo formado pelas raizes de p e tangen-
te aos lados deste tridngulo nos seus pontos médios.

A elipse considerada no Teorema de Steiner-Marden é
conhecida como elipse de Steiner. Uma prova da sua exis-
téncia e unicidade pode ser encontrada em [3]. A Figura 5
representa a configuragao geométrica desta elipse com fo-
€Os nos pontos ¢ e f, inscrita no tridngulo de vértices a,b,c.

Figura 5. A elipse de Steiner.

Demonstragio do Teorema 4.2. Suponhamos que a,b,c
sdo as raizes do polinémio p e e,f sdo os seus pontos criti-
cos. Entdo, podemos escrever

p(z) = (z=a)(z=b)(z—¢)
=22 —(a+b+o)22+---

p'(E) =3E—e)(z—f) =3 (- (e+f)z+ef) .

O Teorema de Gauss-Lucas garante que os pontos criticos
pertencem ao interior do tridngulo de vértices a,b,c.

Notemos que podemos alterar o sistema de coordena-
das z — z’ aplicando a rotagdo z — az com |a| = 1, segui-
da da translacdo z — z + . Nas novas coordenadas, o po-
linémio p(z) transforma-se em p(z') = p(az + B) =: q(z).
Uma vez que dq/dz = adp/dz, 0s pontos criticos de p e de
g coincidem e, portanto, podemos escolher um sistema de
coordenadas onde o ponto 0 seja o baricentro do tridngu-
lo. Neste caso, temos

a+b+c=0 ®

e, portanto, ¢+ f=0. A derivada de p pode entdo ser
escrita como

p'(z)=(z-a)z=b)+(2z—(a+b))(z—c)  ©)
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Figura 6. Raizes, pontos criticos e elipse de Steiner
do polinémio p(z) = 3(z* — 6)(z — 3i).

mas também como
p'(z) =3(z—e)(z+e). (10)

Consideremos o ponto médio z; = (a +b)/2 dolado [a, ]
do tridngulo. Usando as férmulas (9) e (10) obtemos

_p\?
3(zl—e)<zl+e>=—(”2 ) . an
Usando a identidade do paralelogramo e as férmulas (8)
e (11), obtemos a seguinte expressdo para a soma das dis-
tancias de z; aos pontos —e e e:

2
2(|z1 e+ |z1 —el)” =
=2|z1 +e|? +2|z1 —ef* +4|(z1 +e)(z1 —e)|

= 4fz1 + 4lef? + 3la— b2

= |a+b? +4le* + %|a —b?

= 2 (la+ b +1a—b2) + 3la+ b + 4l
= 2 (1aP + 102+ 1eP) + 4lef.

Como esta dltima expressdo € independente do lado do
tridngulo onde escolhemos o ponto médio z3, a elipse com
focos +e, centro 0, e que passa pelo ponto médio (a +b)/2
também passa pelos pontos médios (a +c)/2 e (b+c)/2
dos outros lados do tridngulo e, portanto, é a elipse de
Steiner do tridngulo de vértices a,b,c. O

Voltando ao polinémio (7) considerado acima, é facil
verificar que o centro da elipse com focos +1 + i, inscrita
no tridngulo de vértices 3i e +1/6, tem centro i (baricentro
do tridngulo), menor eixo de comprimento 1 e maior eixo
de comprimento V2. Portanto, a elipse de Steiner tem
equagao

s,

como se pode ver na Figura 6.
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