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termo "ntimeros de Geonardo" —

forma abreviada de designar uma
generalizacdo dos niimeros de Leonardo
criada por P. D. Beites - é inspirado na
obra intitulada Proofs that Reallly Count,
na qual A. T. Benjamin e J. J. Quinn de-
finem os ntiimeros de Gibonacci — forma
abreviada de designar os nimeros de
Fibonacci por eles generalizados.

1. A SEQUENCIA DE LEONARDO
Uma das mais conhecidas sequéncias de niimeros inteiros
¢ a de Fibonacci, {F, };,, definida por:

Fp=0F =1eF,=F,_1+F,_2,neNptalquen > 2.

Outra sequéncia de ntimeros com esta relacionada, estuda-
da por Catarino e Borges em [6], Alp e Koger em [1] e Beites
e Catarino em [4], é a de Leonardo. A sequéncia de Leonar-
do, {Le,}’ , é a entrada A001595 em [16] e definida por:

Leg =Le; =1eLe, = Le,—1+ Ley,—2+1,n€ Ny
tal que n > 2.

Para n € Ny, a relagdo Le, = 2F,11 — 1, que interliga as
duas sequéncias mencionadas, foi referida por Dijkstra
em [7] e demonstrada, recorrendo a indugdo matematica
forte, por Catarino e Borges em [6]. O renomeado cientista
da computagdo Dijkstra escreve, em [7], estar a fazer de-
dugdes e célculos absolutamente elementares e desprovi-
dos de interesse cientifico, mas estd interessado em alguns
numeros e precisa das férmulas! Nesta mesma referéncia
[7], é ainda possivel observar a aplicagdo do Teorema Fun-
damental das Recorréncias Lineares, por Dijkstra, para
chegar a uma férmula fechada para F,.

A sequéncia de Leonardo é parte do algoritmo de pro-
cura smoothsort, em [8], de Dijkstra. Este algoritmo resolve
o problema do caminho mais curto entre os vértices de um

grafo, sendo o né de origem escolhido por quem o utiliza
e produzindo assim uma drvore de menor custo; funciona
apenas com grafos de pesos positivos. E utilizado em arti-
gos recentes, como [10] e [15], realgando assim a sua ainda
atual importancia. Os niimeros de Leonardo, por serem
obtidos por recorréncia, tornam o algoritmo mais simples;
além disso, a sequéncia comega em 1 e tem-se a referida
restri¢do aos pesos dos grafos, daf a sua utilizagdo.

2. AS SEQUENCIAS DE GEONARDO
Em [3], para cada a € N, a sequéncia de Geonardo asso-
ciadaag, {Gen};"zo, é definida por:

Geg = Gey = ae Gey, = Gey1+ Gey—p +a,n € Ny,
tal que 7 = 2.

Os primeiros nimeros da sequéncia de Geonardo asso-
ciada a a4, ou numeros de Geonardo associados a 4, sdo
a, a, 3a, 5a, 9a, 15a e 25a. Com a = 1 obtém-se a defini-
¢do e os primeiros nimeros da sequéncia de Leonardo,
{Len}iio

Uma estratégia para lidar com recorréncias linea-
res como a de {Ge,} , é a utilizagdo do chamado, por
Fleischer e Shallit em [9], método dos aniquiladores.
A um operador que aniquila uma sequéncia, ou seja, que
a transforma na sequéncia nula, chama-se aniquilador
dessa sequéncia. O referido método foi explicado nos ar-
tigos [11-13] de Jeske e, utilizando o polinémio caracte-
ristico da férmula de uma recorréncia linear, por André
e Ferreira em [2].

No que se segue, S denota um operador shift ou trans-
lagdo, aplicagdo linear definida, para qualquer sequéncia
{sn}p o por S(su) = s,4+1. O operador shift, também co-
nhecido como operador de deslocamento de bits em Cién-
cias da Computagdo, s6 executa com nimeros positivos,
tendo como objetivo fazer o deslocamento de bits de uma
expressdo do tipo inteiro ou enumeracéo para a esquerda,

"

denotado como "<<', ou para a direita, denotado como ">>

Lema 2.1. O aniquilador de {Ge, }>_, é
p(S) =83 —28% +id

onde 74 denota o operador identidade.

Demonstragdo. Tem-se

(83 —25% +id)(Gey) = Gepiz —2Genip + Gep, = 0. O

S
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Lema2.2.Sejam¢=#§e1p:1_Tﬁ. Entdo
P =¢+1 ¢pp=—1 ¢+yp=1, M
e
9P —9" 1=y,
¢2 _ —l[) ¢2_2(P_1 =1 (2)
PP+l -9 -1 ’
Demonstragdo. Tem-se ¢? = % = 3+T‘£ —¢+1.

As restantes igualdades em (1) podem também ser obtidas
por célculo direto. Invocando (1), em (2) tem-se

P -1=(p+)p—(9+1)~1=9-1=-1,
¢p—¢)=1+9) (¢~

=209 +2
=2(1—¢)—¢p+2
—4-3y

e

@+ +¢+1)(—9) = (1+P)p+1+p+¢+1)(—¢)
= (3+4¢)(—y) =43y,

¢272¢71_¢+172¢71__
-1  p+1-1 L =

Teorema 2.3. Sejam ¢ = #g ey = %ﬁ Entdo

Ge, = 2‘1—4)([)" + ﬂw” —a.
¢—v -y
Demonstracdo. Invocando o Lema 2.1 e tendo em conta
que ¢, ¢ e 1sd0 as raizes do polinémio p(t) = 3 — 21> + 1,
pelo Teorema Fundamental das Recorréncias Lineares, Ge,
pode escrever-se como combinagdo linear de poténcias de
expoentende i, pe 1:

Gey, = ag" + ByY" + 9, com «a, B e 7y escalares.
Tomando n € {0,1,2} e tendo em conta (1) do Lema 2.2,
obtém-se o sistema de equagdes lineares

x+B+v=a
P*a—B+py=ap
¢pta+ B+ ¢*y = 3ag?

cuja solugdo tnica é

2
o1

oy 291
P=prgre ™= 21 ©

Por (2), novamente, do Lema 2.2, chega-se a férmula pre-
tendida.

AN

Do Teorema 2.3 tem-se uma férmula fechada para Ge,

que pode, ainda, ser escrita como
n+1 _ n+l
Ge, = 2au —a.
p—v

Esta férmula de tipo Binet' para os niimeros de Geonardo
foi previamente obtida em [3] de modo distinto, através da
férmula de tipo Binet para os niimeros de Leonardo em
[6, Proposition 2.4] e a relagdo entre Ge, e Le,, que, por ra-
z0es de completude, também se demonstra a seguir.

Teorema 2.4. [3] Para n € Ny, Ge, = alLej,.

Demonstragdo. Provemos por indugdo matemética forte
em n. Para n = 0: Gey = aLey = a, logo a igualdade ve-
rifica-se; também para n = 1: Ge; = aLe; = 4. Suponha-
mos que a igualdade é vdlida para k < n e provemos que
também ¢ valida para k = 1 + 1; assim, tendo Gey = aLey
como hipétese e Ge,, .1 = aLe, 11 como tese, vem que:

Geyqt1 = Gey1+Gey +a=ale,—1+ale, +a
=a(Le,_1+ Le, +1)
=aLe, 1. |
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1 As expressées "férmula de tipo Binet' e "férmula de Binet" sdo habi-
tualmente utilizadas para designar uma formula fechada (ndo recursiva)
para o n-ésimo termo de uma sequéncia de ndmeros. Trata-se de uma
homenagem ao matematico, fisico e astrénomo francés Jacques Philippe
Marie Binet, [ 14], quem estabeleceu a chamada férmula de Binet para os
ndmeros de Fibonacci:F,, = + - [2,6].
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