CONTAS EGIPCIAS

As fracgdes unitarias, também conhecidas por fracgdes egipcias, eram as

JorgeE NUNO Siva
Universidade de Lisboa
jnsilva@cal.berkeley.edu

Unicas utilizadas no Egipto Antigo, como atestam os varios papiros que nos
chegaram de ha quase quatro mil anos. Arquimedes usou estes nimeros,
assim como Fibonacci, pelo que a sua pritica se prolongou por muitos
séculos. Um documento célebre, o Papiro de Rhind, apresenta uma lista
de decomposicdes em fracgdes unitarias que tem sido muito estudada,
apresentando ainda alguns mistérios. De alguns deles daremos aqui conta.

omecemos com um quebra-cabecas de origem dra-

be, muito popular (ver, por exemplo, Gardner 1978
e Tahan 2012, p. 21), em que ocorrem fracgdes unitdrias:
Um pai deixou aos seus trés filhos a heranga de 11 came-
los, cabendo 1/2 do total ao mais velho, 1/4 ao filho do
meio e um 1/6 ao mais novo. Ao tentar fazer as partilhas,
chocaram no facto de a nenhum caber um ndmero inteiro
de camelos... Um amigo juntou um camelo a heranca e a
divisdo fez-se: seis para o mais velho, trés para o do meio
e dois para o mais novo. Como 6 + 3 +2 = 11, o amigo
recuperou o camelo e todos ficaram contentes.

H4 variantes desta recrea¢do, mas nds vamos restrin-
gir-nos ao caso em que hd trés filhos e o amigo dispde
somente de um camelo. Nestas circunstancias, quantos
quebra-cabegas semelhantes podemos formar? Por exem-
plo, a heranga podia constar de sete camelos e ser dividida
segundo as fracgdes 1/2, 1/4, 1/8. Aqui, também o pro-
blema nao tem solu¢do, mas com a adi¢do de um camelo,
passamos a ter oito camelos que d4 origem a diviséo 4, 2,
1e como 4+2+1=7, 0amigo recupera o seu camelo.
Intuitivamente, o ndmero de questdes semelhantes pode
parecer grande, mas s6 existem sete tais recreagdes.’

Qualquer fracgdo prépria se pode escrever como soma
de fracgdes unitdrias de uma forma ébvia, por exemplo
2/5=1/5+1/5. Mas os egipcios ndo admitiam tal repe-
ticdo. O problema de obter uma decomposi¢do em frac-
¢oes distintas tem sempre solu¢do e hd um algoritmo, des-

crito por Fibonacci (ver Sigler 2012, pp. 119-126), muito
natural. Dada uma fraccdo n/m, (1 < n < m), subtraimos
a n/m a maior fracgdo unitdria possivel e obtemos uma
outra fraccdo prépria. Como Sylvester provou muito mais
tarde (ver Sylvester 1880), o numerador desta nova frac-
¢do é menor do que 1, pelo que este método induz um
processo que termina sempre. Vejamos um exemplo. Que-
remos decompor a fracgdo 4/5. Temos

4 3

1
5 2 10

como a maior frac¢do unitdria menor do que 3/10 é1/4,

calculamos
3 1 1
10 4 20
e, finalmente, obtemos
4 1.1 1
5 2 4 20

Este processo admite uma interpretagdo geométrica sim-
ples. Consideremos a divisdo de quatro unidades (quatro
rectangulos) por cinco.

"Representando as duas insténcias analisadas por (11,2,4,6) e (7,2,4,8),
as outras sao: (11,2,3,12),(17,2,3,9),(19,2,4,5), (23,2, 3,8), (41,2,3,7).
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Figura 1. Quatro rectangulos para dividir por 5.

A maior porgao que se pode distribuir é a de meio rec-
tangulo. Representemos a azul a porcdo que cabe a um
dos cinco destinatdrios (e a escuro a porcdo dos restantes
quatro).
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Figura 2. Para j4, cabe meio rectangulo a cada um.

7

Sobraram trés meios rectangulos, que sdo seis quartos
de rectangulo, pelo que podemos distribuir cinco deles:
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Figura 3. Cada um ja recebeu 1/2+1/4.

Finalmente, falta distribuir um quarto de rectangulo
por cinco recipientes:
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Figura 4. Cada um recebe 1/2+1/4+1/20.

Uma fracgdo unitdria também se pode decompor, no-
meadamente mediante a identidade

1 1 1

a_m+1+m(m+l)

0 que mostra que o nimero de representa¢des de uma
fraccdo em soma de fracgdes unitdrias € ilimitado.

Para compreender o contexto em que as fracgdes sur-
gem na aritmética egipcia, convém descrever sucintamen-
te as suas técnicas de célculo. Os egipcios usavam uma
base de numeracdo decimal (ndo posicional). Tinham sim-
bolos préprios para as poténcias de 10 e somavam e sub-
trafam segundo a 16gica habitual das ordens de grandeza.
Contudo, para multiplicarem dois ntimeros, seguiam um
algoritmo exemplar. Vejamos um exemplo, retirado do Pa-
piro de Rhind (PR) (ver Chace et al. 1929), 19 x 71. Vamos
construir duas colunas de ntimeros, encimadas por 1 e
pelo multiplicador. Cada linha a partir da segunda obtém-
-se por duplicagdo da linha anterior:

1 71
2 142
4 284
8 568
16 1136

Terminamos aqui porque o dobro de 16 jd excede o mul-
tiplicando, 19.

Agora, marcamos os ntimeros da coluna da esquerda
que somam 19:

* 1 71
2 142
4 284
8 568

* 16 1136

19

Entdo, a soma dos ntiimeros correspondentes da coluna da
direita dd o resultado do produto:

x 1 71
2 142
4 284
8 568
x+ 16 1136
T 19 1349

Sim, os egipcios multiplicavam sem saber a tabuada! Bas-
tava-lhes saber duplicar.
Aos nossos olhos, este processo ndo é mais do que o
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resultado de combinar a propriedade distributiva da mul-
tiplicagdo relativamente a adi¢gdo com a representagdo bi-
naria do multiplicando:

19%x71=(1424+16) x71 =1x714+2x714+16 x 71.

Note-se que os produtos obtidos, por envolverem potén-
cias de dois, calculam-se por duplicagdes sucessivas.

A divisdo usa um método também surpreendente.
De novo, recorremos a um exemplo do PR, 91 = 7. Tendo
compreendido que a divisdo é a operagdo inversa da mul-
tiplicacao, o escriba do papiro sabe que procura um ntime-
ro, x dizemos nds, tal que x X 7 = 91. Mas a multiplicagdo
tem uma explanagdo conhecida:

7
14
28
56

91

RN -

Pardmos na quarta linha porque na seguinte, o dobro de
56 ja excede 91.

Escolhamos agora os nimeros da coluna da direita
que somam 91. Os correspondentes da esquerda somarao

o quociente pretendido (91 + 7 = 13):

1 7 =«
2 14
4 28
8 56
13 91

Os egipcios dividiam e multiplicavam com essencialmen-
te 0 mesmo algoritmo e sem usar tabuada!

Claro que as coisas se complicam quando a divisdo
nao é exacta, mas o algoritmo permanece. Eis o calculo de
35 =8, onde usamos a notagdo 7 para 1/n:

W Qo x| NI = N =

8 35

I

As duplicagdes terminam na terceira linha e recorre-se
a sucessivas passagens a metade, para produzir, na coluna
da direita, um conjunto de nimeros que some 35. A soma
dos correspondentes da coluna da esquerda dd-nos o re-
sultado pretendido: 448 = 4 + ‘11 + %-

Nao é facil compreender a razdo para usar somente
este tipo de fracgdes (a tnica excepgdo era 2/3) e este tipo
de decomposicdes. Talvez um outro problema do PR aju-
de: dividir seis paes por dez pessoas. Um aluno de hoje
responderia 3/5. O escriba do nosso papiro respondeu
210. Pragmaticamente, esta resposta é superior, j& que é
muito mais natural partir cinco pades ao meio e um pao em
10 pedacos do que partir cada um dos seis paes em cinco
partes iguais e dar trés delas a cada pessoa.

A necessidade de determinar rapidamente dobros de
fracgdes unitdrias, representados como somas de fracgdes
unitdrias distintas, levou o escriba do PR a incluir uma
tabela de tais decomposi¢des, para as fracgbes 2/n para
todos os valores impares de 7, de 3 a 101:

B = b+
P- ik

o= itx

% = mTa T

% = ot

o = wrtme st

Em geral, o escriba prefere poucas frac¢des e denomina-
dores ndo muito grandes em cada decomposigao.
Algumas expressdes parecem-nos consequéncia natu-

ral das anteriores. Por exemplo, de

2_1+1

32 6
é f4cil deduzir

2 _l+ 1

3k 2k 6k

e assim ocorre o desenvolvimento

2 1 1

6 o126
Um procedimento semelhante, a partir das decomposi-
¢oes de 2/5,2/7 e outras, gera expressdes da nossa lista.
Outra abordagem, baseada na identidade
2 2m

n nm

combinada com escolha criteriosa de m, produz bons re-

e
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sultados. Por exemplo

2 24 7+1 1 1

7771 28 4 28"
Nas referéncias, o leitor interessado poderd encontrar
aprofundamentos destas e doutras propostas para com-
preender a lista das decomposigdes.

Gostaria somente de chamar a atengdo para a tltima
entrada da lista:

2 1 1 1 1

101 101 202 7303 T 506

O escriba, se quiser transmitir um método geral, s6 pode-
ré fazé-lo mediante a apresentacdo de um exemplo gene-
ralizdvel, pois ele ndo dispde de linguagem matemadtica
adequada aos enunciados abstractos.

Esta dltima decomposicdo é facilmente generalizavel:

2 1 1 1 1
AR TRE VAN
E como se o escriba estivesse a dizer que, para denomi-
nadores superiores a 100, a falta de uma decomposicao
conhecida, pode sempre recorrer-se a esta, que resolve o
problema com quatro fracgdes...

Esta tltima identidade demonstra-se em poucos pas-
sos, reduzindo a uma sé fracgdo o membro direito da
igualdade. O numerador que se obtém é 6 +3+2+1e
o denominador é 6n. Isto é, o numerador, que é a soma
de 6 com os seus divisores préprios, é o dobro de 6. Isto
significa que 6 é um niimero perfeito. £ exactamente por 6
ser perfeito que tal decomposigdo funciona.

O primeiro a estudar niimeros perfeitos foi Euclides,
que deduziu uma expressdo que gera ndmeros perfeitos
pares (ver Fitzpatrick e Heiberg 2007, p. 277), mas aqui
no documento egipcio vemos surgir uma sua aplica¢do: a
cada ntimero perfeito estd associada uma decomposicao
em fracgdes unitdrias distintas de qualquer fraccdo do tipo
2/n.

Euler provou que a expressio de Euclides gera, de
facto, todos os ntimeros perfeitos pares (ver Euler 1849),
mas hd ainda questdes sobre estes ntimeros por esclarecer.
Nao sabemos se hd uma infinidade de niimeros perfeitos
e nunca ninguém viu um ndmero perfeito impar. Havera
algum?

Costuma dizer-se que a matemdtica nasceu na Grécia,
por af terem florescido os primeiros cultores da tradicao
dedutiva desta drea do saber. Mas as suas raizes fazem-
-nos recuar varios milénios e deixam-nos apreciar o en-

genho dos antigos, que talvez ndo devamos considerar
completamente ingénuos na matéria.
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