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A incorporagao de elementos visuais, estaticos ou dinamicos, que sugerem
ao espetador de um filme ou a um videojogador estar na presenca (virtu-
al) de elementos a 3D é uma realidade omnipresente. Igualmente omni-
presente neste contexto estd um conjunto de modelos matematicos. Nao
obstante estes modelos poderem ajudar a representar entidades de uma
certa complexidade, acabam por ser baseados em conceitos matematicos
relativamente simples, que iremos apresentar neste texto.

1. INTRODUCAO

Os computadores tém vindo a revelar-se potentes ferra-
mentas para a produgdo de graficos de forma rdpida e
econémica. Ndo hd nenhuma drea que ndo tenha tirado
partido da visualizagdo grdfica computacional, ndo sen-
do portanto de espantar que a computacio grafica tenha
tido umas tdo vastas disseminacao e aceitagdo. Embora no
seu inicio tenha sido necessdrio recorrer a equipamento
caro e pouco prético, os avangos tecnoldgicos forneceram
a computacdo gréfica meios praticos e bastante econémi-
cos, sendo possivel encontra-la em dreas como a medicina,
engenharia, ciéncia, industria, entretenimento, arte, edu-
cacdo e formagao, entre outras.

Em muitas destas aplicagdes, os objetos sdo inicialmen-
te representados através de estruturas em linhas, conheci-
das por wireframes, que desvendam a forma genérica e as
caracteristicas internas do objeto em causa. Uma das virtu-
des desta abordagem consiste em permitir ao desenhador
aperceber-se rapidamente dos efeitos dos ajustamentos in-
terativos efetuados aos objetos. O software tipico de CAD é
composto por um ambiente multijanela, em que as vérias
janelas apresentadas permitem ter visdes de partes e em es-
calas diferentes de um mesmo objeto.

Um outro contexto em que € suficiente o recurso a es-
truturas gréficas muito simples é o dos simuladores de

tanel de vento, uma aplicagdo muito comum na inddstria
automovel e na inddstria aeroespacial.

Quando a fase de desenho do objeto se aproxima do
seu final, sdo aplicados modelos de iluminacédo e de ren-
derizagdo de superficies as estruturas anteriormente cria-
das, sendo assim mostrada a aparéncia do produto final.

Os métodos de computacado grafica sdo bastante usa-
dos na criagdo artistica. H4 vdrias formas de o fazer, mas
uma das mais interessantes resulta do uso de uma combi-
nagdo de programas de CAD e de constru¢ao e manipula-
¢do de imagens, que conjuntamente permitem desenhar
objetos e o ambiente que os rodeia, recorrendo a todo o
tipo de efeitos.

Um outro exemplo muito interessante consiste no re-
curso a visualizagdo de relagdes matematicas. Na figura 1,
apresentamos uma criagdo artistica que parte da férmula
x"+y" =2z", com n =5, um caso particular que deriva
do Ultimo Teorema de Fermat.

Os métodos da computagdo grafica tém vindo a ser
muito bem-sucedidos no campo do entretenimento, como
em cinema, videos musicais e televisdo. Dois bons exem-
plos combinam imagem real com produgdes gréficas vir-
tuais: o filme TRON: Legacy'e a saga Matrix™.

Modelos gerados em computador de sistemas fisicos,
econdmicos e financeiros tém sido usados como comple-
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Figura 1. Criacdo a partir da superfcie em R3
dada por x" + y" = z", com n = 5, decorrente do Ultimo Teo-

rema de Fermat.

mentos a aprendizagem nestas dreas. Uma outra drea onde
a computagdo gréfica tem vindo a ser protagonista sdo os
chamados simuladores, sistemas que permitem simular,
por exemplo avides, comboios ou automdveis, usados para
formagdo de pilotos ou condutores (ver figura 2).

Cientistas, engenheiros e médicos, entre outros, sdao
muitas vezes confrontados com a necessidade de analisar
grandes quantidades de informacao ou de estudar o com-
portamento de determinados processos. A visualizagdo
dessa informac&o pode ajudar a perceber quais as tendén-
cias e caracteristicas imanentes a estes fendmenos.

Embora haja intersecgbes entre a computacio gréfica
e o processamento de imagem, as duas dreas atuam so-
bre dominios distintos. Enquanto na computagdo grafica
o computador é usado para gerar a imagem, em proces-
samento de imagem sdo usadas técnicas matemadticas
e computacionais para analisar imagens previamente
existentes, tais como fotografias ou imagens de televis&o.
No primeiro caso, temos as aplicagdes a tomografia com-
putorizada, em que a partir da informagdo numérica se
reconstroem secgdes tridimensionais da parte do corpo a
ser observada. O interesse no segundo caso é sobretudo
suscitado pela robética.

Neste trabalho comegamos por mostrar como as trans-
formacgoes geométricas mais simples podem ser formula-
das matematicamente, revelando o papel preponderante
que as matrizes e as suas operagdes tém neste contexto.
Seguidamente apresentamos resumidamente alguns con-
ceitos matemadticos necessdrios a descricdo de trajetorias
no espago, desde contextos mais simples, como a aplica-

Figura 2. Exemplos de simuladores de avides,
de automdveis e de comboios.

¢do na representacdo de drbitas de planetas de um siste-
ma solar, aos mais complexos, como a representagdo da
trajetéria de um automoével de competicdo numa pista.
Terminaremos discutindo brevemente a questdo das de-
formacoes de modelos tridimensionais, mostrando que os
valores préprios — outra nogdo vinda da édlgebra linear —
sdo uma pega fundamental neste dominio.

1 https:/ www.imdb.com/title/tt| 10400 |
2 hitps:/Iwww.imdb.com/title/tt0 | 33093
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2. TRANSFORMAGCOES GEOMETRICAS
As transformagdes geométricas sdo usadas em computa-
¢do gréfica para cumprir dois objetivos:

1. Modelar e construir cendrios;

2. Navegar no interior de um espago bi ou tridimen-
sional.

Por exemplo, se quisermos representar um edificio com n
janelas, podemos proceder segundo os passos seguintes:

1. Construir uma janela recorrendo a fung¢des e varid-
veis graficas bésicas;

2. Replicar a janela n vezes;

3. Colocar cada janela na localizagdo pretendida recor-
rendo a translagdes e rotagdes.

Assim se conclui que as transformagées como as transla-
¢Oes e as rotagdes podem ser consideradas como opera-
¢bes de modelagdo de cendrios. Estas operagdes podem
igualmente ser usadas para mover um bot ou um avatar
num ambiente virtual como um jogo FPS (First-Person
Shooter).

Podemos considerar a translagdo como o movimento
de um ponto ou de um objeto que o desloca de uma certa
distancia ao longo de uma certa direcao.

Por exemplo, se o ponto A = (x,y) é deslocado Ax
unidades ao longo do eixo dos XX’ e Ay unidades ao lon-
go do eixo dos YY’, transforma-se no ponto

A= (x+Axy + Ay)

cujas coordenadas sao dadas por
¥ = x+Ax
yoo= ytby

Na figura 3 apresentamos uma representacgao esquematica
desta transformacao.

= Ar=1 T
+4 Ay=2 1

Figura 3. Representacdo de uma translacao 2D.
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Se representarmos matricialmente quer os pontos quer
a translagdo propriamente dita, obtemos

e (5] [5]

e portanto a translagdo pode ser expressa como
Al=A+T.

De uma forma genérica, aplicar uma translagdo a um obje-
to poligonal corresponde a aplicar a mesma translagéo aos
seus vértices (por exemplo, os cantos ou os pontos extre-
mos) de tal forma que as linhas ou os poligonos que cons-
tituem o objeto podem ser desenhados sobre os vértices
transformados.

No que diz respeito as rotagdes em torno da origem,
rodar um objeto segundo um angulo 6 corresponde a ro-
dé-lo em torno da origem segundo esse mesmo angulo 6.
Usando coordenadas polares (r, ¢), as coordenadas carte-
sianas de um ponto no plano sdo dadas pelas seguintes

equagoes:
X = rcos¢
Yy = rseng
A ( o yf)
Z

Figura 4. Representacao de uma rotacdo 2D.

Ap6s rodar o ponto de um angulo 6 em torno da origem,
obtemos o seguinte ponto transformado:

{x’ = rcos(¢p+0)

y = rsen(p+86)
ou
¥ = rcos@cosf —rsengsend
y = rcos@senf + rsen ¢ cosb
ou seja
x' = xcosf—ysend
Yy = xsen6+ycosf
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e em notagdo matricial
¥ 1 [ cosf —send x
y | | senf  cosf y

cosf) —senf
R(6) = [ sen @ cos }

Se

denotar a matriz de rotagdo 2 x 2, entdo podemos escrever
A" =R(0)A.

Em resumo, a translacdo exprime-se através da adi¢do de
matrizes, enquanto a rotagdo em torno da origem recor-
re ao produto de matrizes. Isto quer dizer que podemos
combinar um nimero arbitrdrio de transla¢des recorren-
do a soma de matrizes, bem como um ntimero arbitrdrio
de rotagdes recorrendo ao produto. Contudo, ndo é possi-
vel calcular da mesma forma combinagées de translagdes
e rotagGes. Nesse sentido, seria desejavel recorrer a uma
tnica operacao, por exemplo, o produto, para representar
quer as translagdes quer as rotagdes.

As coordenadas homogéneas sdo uma das formas
possiveis de resolver este problema. Com este tipo de co-
ordenadas serd possivel combinar um ndmero arbitrario
destas operagdes recorrendo ao produto de matrizes. Des-
te modo, translag¢des e rotagdes definidas em coordenadas
homogéneas sao dadas por

Translagdo: A’ = TA;
Rotacio: A’ = RA.

Em coordenadas homogéneas um ponto P = (x,y) é re-
presentado pelo ponto homogéneo P = (X, Y, W), W # 0,
com

Em computagao gréfica escolhe-se habitualmente W =1
por questdes de simplicidade. Usando coordenadas ho-
mogéneas, as transformacdes euclidianas sdo expressas
recorrendo a matrizes 3 X 3 da forma seguinte:

Translagao:
1 0 Ax
T(Ax,Ay)=| 0 1 Ay |;
00 1
Rotagao:
cosf —senfl 0O
R(6) = | senf cos® 0
0 0 1

A matriz de rotagdo que apresentdmos é eficaz se preten-
dermos rodar um ponto em torno da origem. Vejamos
agora qual o procedimento a seguir se pretendermos ro-
dar um ponto em torno de um ponto arbitrdrio (xg, yp):

1. Transladar o ponto (x,, yo) até a origem, ou seja, apli-
car T(—xo, —yo0);

2. Aplicar a rotagdo R(6);

3. Transladar de novo o ponto para a localizacao original,
ou seja, aplicar T(xg, Yo)-

De notar, por outro lado, que a ordem das transfor-
magdes geométricas representadas por estas matrizes é
relevante, uma vez que o produto de matrizes, sendo as-
sociativo, ou seja, ABC = (AB)C = A(BC)ndo é em geral
comutativo, ou seja, nem sempre AB = BA. Usando este
tipo de matrizes, a rotagdo em torno de um ponto arbitré-
rio é representada pela seguinte matriz C:

C = T(x0,50)R(0)T(—x0, —y0)-
Multiplicando por um ponto P, obtemos

CP = T(xo,40)R(6) T (—x0, —yo)P.

As transformacoes euclidianas sdo as que preservam a
distancia entre os pontos, sendo por isso também conheci-
das por transformagdes rigidas. As transformagdes afins,
que agora iremos abordar, caracterizam-se, por seu tur-
no, por preservar o paralelismo. Isto quer dizer que duas
linhas paralelas se mantém paralelas apés aplicacdo de
uma transformacdo afim. Como consequéncia deste inva-
riante, outras propriedades sdo preservadas. Por exemplo,
uma transformacao afim preserva a colinearidade (todos
os pontos sobre uma linha mantém-se nessa linha ap6s a
transformacdo), bem como as razdes entre distancias (o
ponto médio de um segmento mantém-se como ponto
médio ap6s a transformacio).

Hé muitos exemplos de transformagdes afins. Pode-
mos, contudo, afirmar que sdo todas elas composi¢es de
quatro transformacées afins bésicas: rotagdo, translagao,
variagdo de tamanho e cisalhamento. Analisemos agora
estas duas tltimas.

A variagdo de tamanho consiste na alteragdo da di-
mensdo do objeto em causa. Escalar um ponto (x,y) se-
gundo um fator A, segundo o eixo dos XX’ e A, segundo
o eixo dos YY’ corresponde a multiplicar as suas coorde-
nadas pelo respetivo fator de escalonamento:
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{x’ = A
Y Ayy

ou, usando nota¢do matricial sobre coordenadas homo-

géneas,
%! Ay 0 0 X
v =10 A 0 y
1 0 0 1 1

O cisalhamento (shearing) é a transformacdo que goza
da propriedade segundo a qual todos os pontos ao longo
de uma dada linha I se mantém fixos, enquanto que os
restantes sdo deslocados ao longo de uma dire¢éo paralela
a I numa distancia que é proporcional a sua distancia per-
pendicular a I. De notar que o cisalhamento sobre um ob-
jeto ndo altera a sua drea. O cisalhamento é generalizdvel a
trés dimensoes, considerando-se planos em vez de linhas.

Cisalhar um ponto (x,y) por um fator 4, ao longo do
eixo dos XX’ e por um fator 1, ao longo do eixo dos YY’
corresponde a efetuar as seguintes operagdes:

x X+ hyy
yo= ythyx

ou, usando notagdo matricial e coordenadas homogéneas,

x/ 1 he O X
v |=|h 1 0 y
1 0 0 1 1

3. REPRESENTAGCAO DE CURVAS

Representar curvas no plano ou no espago reveste-se de
grande importancia neste contexto, por dois motivos: por
um lado pela representagdo do objeto em si, mas também
porque poderd corresponder a construgdo de uma trajeto-
ria de uma entidade numa cena a duas ou trés dimensdes.
As parametrizagdes de curvas tém sido por este motivo
bastante usadas no &mbito de sistemas com realidade vir-
tual e aumentada, correspondendo, por exemplo, a traje-
toria ao longo das drbitas de planetas em torno da estrela
do seu sistema planetdrio.

Assim, da-se o nome de curva no espago ao conjunto
geométrico 7 de pontos (x, y, z) de R? que sdo tragados no
espago a medida que um paradmetro real ¢ (que habitual-
mente corresponde ao tempo) percorre um intervalo real
[a,b]. Denomina-se parametrizacdo de uma curva 7 toda
a fungdo s: [a,b] — R3 cujo contradominio é o lugar
geomeétrico da curva 7.

Iremos considerar algumas premissas no que a cons-
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tru¢do de parametrizagdes diz respeito. Deste modo,
o tracado da curva tem de ser continuo, ou seja, a fungao
s tem de ser continua no seu dominio [a, b]. A prépria ve-
locidade a que o tragado é levado a cabo terd também de
ser continua, ou seja, a fungdo s terd de ser continuamente
diferencidvel em [g, b].

Dentro do universo das curvas no espago, estaremos
interessados nas denominadas curvas regulares. Uma cur-
va 7y diz-se regular se admitir uma parametrizagdo s(t)
com ¢t € [a,b] tal que

» s(t) percorre continuamente e a uma velocidade con-
tinua a curva 7;

» ndo hd paragens no tragado do grafico definido por
s(t);

» nenhum ponto do espaco é percorrido mais do que
uma vez.

Se, além disso, s(a) = s(b), ou seja, se no final regressar-
mos ao ponto de partida, entdo a curva diz-se fechada.

Vejamos agora alguns casos particulares de parame-
trizagdes, comegando pelo caso mais simples de um seg-
mento de reta, que iremos considerar, sem perda de gene-
ralidade, contido no plano XOY, e que esta representado
na figura 5.

0, 1,0) (1,1,0)

e >
(0,0, 0) (1,0,0)

Figura 5. Um segmento de reta no plano XOY.

Aquela que provavelmente serd a forma mais simples
de parametrizar o segmento de reta da figura 5, admi-
tindo um movimento a velocidade constante do ponto
Py =(0,0,0) ao ponto P; = (1,1,0) serd a seguinte:

s(t) = (1— ) OBy + OBy, t € [0,1].

Consoante o tipo de movimento pretendido, nomeada-
mente no que toca a velocidade a que o segmento de reta é
percorrido, podemos considerar parametrizagdes alterna-
tivas, como a seguinte:
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s(t) = (26,20, t € [oﬂ ,

em que o segmento de reta é percorrido no mesmo senti-
do, mas ao dobro da velocidade, ou entdo

1
s3(t) = (1—-2t,1-2t0), te {0,5} .

em que o segmento de reta é agora percorrido de P; para
Py, igualmente ao dobro da velocidade.

Uma outra trajetéria muito comum em computagao
grafica é a da circunferéncia. Uma parametriza¢do para
uma circunferéncia de raio 1, centrada na origem (0, 0,0),
percorrida uma vez no sentido anti-hordrio com inicio no
ponto (1,0,0) e contida no plano XOY, tal como a repre-
sentada na figura 6, poderd ser dada por

s(t) = (cost,sent,0), t € [0,27].

Figura 6. Uma circunferéncia no plano XOY.

Como caso particular, podemos estar interessados em
construir uma trajetéria correspondente a apenas um arco
da circunferéncia, percorrido num dado sentido, tal como
mostrado na figura 7, onde, sem perda de generalidade,
é representado um arco de circunferéncia percorrido no

sentido hordrio.

{Inq!}mzn)

Figura 7. Um arco de circunferéncia no plano XOY.

De uma forma genérica, uma parametrizagdo de um
arco de circunferéncia com centro em (xo,yo,z0), raio
R > 0, com amplitude 6; € [0,277] e cujo 4ngulo inicial
com o eixo dos XX’ é 6 € (0,27}, pode ser dada por

s(t) = (x0,Y0,20) + R(cos(8p £ t),sen(p +1),0),

2

com t € [0,01], em que o sinal “+” é escolhido para o sen-
tido anti-hordrio e o sinal “~” para o sentido horério. Es-
tamos a admitir, sem perda de generalidade, que o arco
de circunferéncia estd mergulhado num plano paralelo ao
plano XOY e que contém o ponto (0,0, zg).

Finalizamos esta sec¢do com um caso particularmente
interessante para a construgdo de uma trajetdria de objetos
planetdrios em sistemas solares, que é tipicamente uma
elipse, que iremos admitir percorrida no sentido anti-
-hordrio. Este tipo de parametrizag¢do tem sido usada para
construcdo de Orbitas virtuais de planetas no ambito de
sistemas interativos com realidade aumentada, como o
projeto PlanetarySystemGO, apresentado em [4].

Consideremos uma elipse centrada em (xg, o) e eixos
paralelos aos eixos coordenados, com focos nos pontos F;
e b, como a representada na figura 8.

Figura 8. Uma elipse no plano XOY.

Se pretendermos escrever uma parametrizagdo desta
elipse, mas definida em relagdo ao foco F; = (x1,y1), cor-
respondente a localizagdo da estrela em torno da qual or-
bitam os planetas do sistema solar, é possivel demonstrar
que se pode considerar

s(t) = (xy +c+acost,y; +bsent), t € [0,27],

com ¢ = +/[a? — b?[, expressio esta que pode ser usada
em sistemas que simulem a érbita de planetas, como de-
talhado em [9]. Na figura 9 apresentamos um exemplo do
uso deste tipo de trajetérias numa aplicagdo mobile, por um
utilizador do jd mencionado PlanetarySystemGO, um jogo
em que um dos objetivos consiste na perce¢do, por parte
dos estudantes do ensino bdsico, das escalas corresponden-
tes aos objetos astrondmicos, como planetas e estrelas.
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Figura 9. Algumas sequéncias do PlanetarySystemGO [3].

Na figura 10 apresentamos trajetérias dos planetas
do nosso sistema solar, parametrizadas como elipses, tal
como sdo apresentadas no ecrd do jogador do Planeta-
rySystemGO.

Uma aplicagdo diferente do conceito de trajetéria foi
utilizada no projeto BREUCA®. Este projeto consistiu
numa parceria entre as empresas tecnoldgicas Sketchpixel
e Bubblecode, o Instituto Politécnico de Tomar e a Univer-
sidade do Minho. O seu objetivo foi o desenvolvimento de
um simulador de realidade virtual projetado para ser usa-
do num ambiente de jogo, dando possibilidade aos seus
utilizadores de competir em tempo real contra pilotos na
pista. Procurou-se que os utilizadores estivessem imersos
num ambiente tao real quanto possivel, permitindo ajus-

tes na conducéo e nas defini¢des do automével por forma
a obter o melhor tempo por volta.

Uma das componentes principais do sistema de simu-
lagdo desenvolvido foi a descricdo da pista. Tendo-se re-
corrido a pistas reais, como os autédromos do Estoril ou
de Braga, a pista € descrita a custa da curvatura x como
fun¢do da parametrizagdo s da trajetdria correspondente

ao percurso da pista feito na sua zona central. A posicdo
do carro é entdo dada por s, pelo vetor 7 de translacdo do

Figura 10. Perspetivas distintas do sistema solar.

centro da pista e pelo rumo « relativo a dire¢do da linha
central da pista, tal como estd esquematizado na figura 11.
Uma pista de automéveis, considerada como um obje-

to 3D, pode ser modelada a custa de sete varidveis:

X centre line (s)
» A posigao central da pista C(s) = (x(s),y(s),z(s)); ‘r ' :ela't'::r:;eadins
» Alargura da pista 7w(s); "
» A matriz de orientagdo R(s) que é o produto de trés
matrizes de rotagdo em torno de cada um dos eixos: Figura 11. Modelo de representacdo da pista.
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! 0 0 T
Ry(y)=1| 0 cosy —senvy | ;

| 0 seny cosy

[ cosy 0 —senvy |
Ry('y) = 0 1 0 ;

| seny 0 cosy

[ cosy —seny 0]
R:(y)= | seny cosy O

| 0 0 1

Esta informacdo € depois usada para construir trajeto-
rias 6timas, no sentido de proporcionar os melhores tem-
pos por volta, recorrendo a algoritmos de controle 6timo
[6] e de otimizagéo [12].

4. MODELAGCAO DE CURVAS E SUPERFICIES
Seja f uma fungdo real de varidvel real definida no inter-
valo real [a, b}, e suponhamos que os valores desta funcio
sdo conhecidos nos pontos a =xy < x1 < ... < x, = b.
O nosso problema consiste em tentar obter uma aproxima-
cdo do valor da fungéo f num ponto X distinto dos pontos
x,i=0,...,n

A aproximagdo de fungdes arbitrdrias em intervalos
fechados recorrendo a polinémios tem vérias vantagens,
tais como a facilidade de criagdo de estruturas de dados
para representar polinédmios interpoladores. No entanto,
a natureza oscilatéria dos polinémios de grau elevado,
bem como o facto de uma flutuacdo dos dados, por mui-
to pequena que seja, poder induzir uma grande alteragdo
nos valores do polinémio, restringe de alguma forma o
seu uso. Uma mitigacdo desta dificuldade reside no uso
de aproximacdes lineares nos intervalos definidos pelos
pontos x;, com i =0,...,n, o que, do ponto de vista ge-
ométrico, quer dizer que esta fungdo ndo é “suave”. Esta
“suavidade” é muitas vezes um requisito do contexto fisi-
co do problema. Nesta secgdo iremos abordar uma técnica
de interpolacdo polinomial segmentada “suave” que nado
requer qualquer derivada. A forma mais comum de obter
estas aproximagdes consiste em considerar polinémios de
terceiro grau entre cada par de nés, obtendo-se os deno-
minados splines ctibicos segmentados [7]. Um polinémio
ctibico tem quatro coeficientes, pelo que hd bastante mar-
gem de flexibilidade para garantir o cumprimento de um
dado ntimero de condi¢des, como, por exemplo, a exis-
téncia de primeiras e segundas derivadas continuas, de
modo a assegurar a pretendida “suavidade”.

Apresentamos seguidamente a defini¢do de spline inter-
polador ctibico.

Dada a fungdo f nas condigoes referidas no inicio desta
sec¢do, o spline interpolador ctiibico S de f no intervalo [, D]
é uma funcdo que satisfaz as seguintes condi¢Ges:

1. A restri¢do de S ao intervalo [x;, x;, 1] € definida, para
cadaj=0,1,...,n—1, pelo polinémio ctbico S;(x), no
intervalo [xj, xj+1]/ paratodoj=0,1,...,n—1;

2. S(x;) = f(xj) paratodo j =0,1,...,m;
3. Sjt1(xj11) = Sj(xj11) paratodo j =0,1,...,n = 2;

4.5 1 (xj1) = S;»(xjﬂ)para todoj=0,1,...,n—2;

U
j+1
5. S’;»H(xjﬂ) = S’;.(xjﬂ)para todoj=0,1,...,n—2;

6. Uma das seguintes condicbes de fronteira é satisfeita:
(@) S"(x9) =S"(x,) = 0 (fronteira livre ou natural);

(b) S'(x0) = f'(x0) e S'(xn) = f'(xn) (fronteira ligada).

Os polinémios B-spline correspondem geometricamen-
te a curvas no espago, sendo dos tipos de spline mais usados
em vdrias aplicacdes. Tipicamente sdo construidos aproxi-
mando um conjunto de pontos, tendo, no entanto, duas im-
portantes vantagens:

1. O grau de um polinémio B-spline é independente (até
certo ponto) do ntimero de pontos de controle conside-
rados;

2. Os B-splines permitem algum controlo sobre a forma da
curva construida.

Como contrapartida a estas duas vantagens, os B-splines
sdo de alguma forma mais complexos do que outros tipos
de splines bastante usados, como os de Bézier [10].

O célculo das coordenadas das posigdes ao longo de um
B-spline pode ser feito a partir da expressdo

) = Y peBeau), @1)
k=0

com Umin < U < Umax, 2 <d <n+1 em que py sdo os
pontos de controle, com k =1,...,n As fungbes By ; sdo
definidas através das denominadas férmulas recursivas de

3 https:/Ibreuca.com
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Cox-de Boor [2].

Assim como os B-splines que acabdmos de apresentar
nos permitem representar curvas, é possivel estender este
conceito para a representacio de superficies. Em vez de ter-
mos um conjunto de pontos de controle py, comk =0, ...,n
, passamos a ter um retangulo formado por pontos py;, com
k=1,...,nej=1,...,m, obtendo-se

n m

P(u,0) = Y Y piBra(u)Ba(v) (4.2)
k=0j=0
Na figura 12 apresentamos um exemplo de uma superficie
B-spline. Esta representacdo foi feita com recurso a bibliote-
ca OpenGL [8], introduzindo efeitos de iluminagdo em tem-
po real para uma melhor perce¢éo da tridimensionalidade
do objeto representado.

A representacdo de uma superficie como a da figura 12

Figura 12. Exemplo de uma superficie B-spline.

Figura 13. Representa¢do 3D de planetas.
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é pouco cativante do ponto de vista do utilizador final. Este
aspeto pode ser melhorado recorrendo a modelos de ilumi-
nacdo mais sofisticados ou a aplicacdo de texturas sobre a
superficie [11], que corresponde ao mapeamento de uma
imagem bidimensional a superficie 3D, dando-lhe assim
maior realismo e atratividade. As representacdes 3D dos
planetas no PlanetarySystemGO s&o um caso de aplicagdo,
e na figura 13 sdo apresentados exemplos.

5. ANIMACAO, DEFORMAGCAO E MOVIMENTO
Uma das aplicagdes fundamentais da computacio gré-
fica tem a ver, como jd foi demonstrado, com a criagdo de
modelos tridimensionais e sua animacgdo. Associado a es-
tes conceitos, hd necessariamente a considerar a nogao de
deformacdo, que consiste em alterar de forma dindmica
as dimensdes e posicdes relativas de objetos presentes na
cena interativa, como, por exemplo, em jogos de video de
combate corpo a corpo. H4d um vasto conjunto de conceitos
matemdticos necessdrios para a criacio de modelos de de-
formacg&o e de animagéo, além da breve andlise que fizemos
sobre modelos de movimentagédo [1]. Entre estes conceitos
contam-se os de valor e de vetor préprio.

Recordemos que, se A é uma matriz quadrada (real ou
complexa) de ordem n, entdo diz-se que o escalar A (real ou
complexo — mesmo para matrizes reais) é um valor préprio
de A se existir um vetor x de ordem n diferente do vetor
nulo tal que

Ax = Ax.
Ao vetor x que satisfaca esta condi¢do dé-se o nome de ve-
tor préprio de A associado ao valor préprio A.

No contexto da animagéo e deformagdo em computagdo
gréfica, os valores préprios sdo frequentemente utilizados
para analisar e controlar a deformagdo de modelos 3D, par-
ticularmente no campo de animagdo de personagens [5].
Seguidamente apresentamos alguns campos concretos de
aplicagdo.

Os modelos de personagens em animagdo sao frequen-
temente representados como malhas. Os valores préprios
de matrizes associadas a essas malhas podem ser usados
para analisar como a malha se deforma quando submetida
a vdrias transformagdes, como, por exemplo, na animagéo
esquelética ou em processos de metamorfose (morph targets).
Por outro lado, os valores préprios permitem compreender
a influéncia das intersec¢oes da malha — as articulagdes es-
queléticas do modelo de uma personagem — durante o pro-
cesso de animacdo. Trata-se de uma questdo crucial para
obter deformacdes realistas e de aparéncia natural.
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Por outro lado, os vetores préprios estdo associados a
formas de representagdo da deformagdo de uma estrutura
ou de um modelo. Neste sentido, podem ser usados para
criar eigenskeletons, que sdo formas de recuperar, pelo menos
parcialmente, o realismo da personagem original, que pode-
rd ter-se perdido ao representd-la por uma matlha, tal como
é exemplificado na figura 14, onde mostramos deformagdes
sobre o modelo original, mais a esquerda.

Figura 14: Movendo o braco de Neptuno usando
deformagdes [5].

6. CONCLUSOES

Nestas breves paginas pretendemos mostrar ao leitor como
muito do que se vé, no que a Realidade Virtual diz respei-
to, depende da qualidade dos modelos tridimensionais que
se criam, que por sua vez recorrem fortemente a modelos
e conceitos matematicos. Neste trabalho néo tivemos a pre-
tensdo de elaborar sobre os conceitos mais avang¢ados, mas
sim mostrar como até os conceitos mais conhecidos do cél-
culo e da dlgebra linear estdo presentes e ajudam a descrever
o mundo virtual. Por outro lado, tivemos a preocupagéo de
mostrar estes conceitos em agdo em dois projetos em que es-
tivemos envolvidos, o projeto PlanetarySystemGO, que vi-
sou a produgao de um sistema de realidade virtual e aumen-
tada, e o projeto BREUCA, que conduziu ao desenvolvimen-
to de um simulador de corridas de automoveis, destinado
ao treino fora de pista de pilotos profissionais, mas também
a analise do seu desempenho, considerando a trajetéria e as
demais caracteristicas da pista.
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