COMO POUPAR TESTES DE RASTREIO: A TESTAGEM
EM GRUPOS COMO INTRODUCAO AO METODO
PROBABILISTICO

JoAo RIBEIRO
NOVA LINCS e FCT-UNL

jribeiro@tecnico.ulisboa.pt, joao.ribeiro@fct.unl.pt | https:/sites.google.com/site/joaorib94/

AN

14 GAZETA DE MATEMATICA -




rastreio de doengas é uma peca

fundamental no controlo de epide-
mias. Neste artigo estudamos um mode-
lo matemadtico (simplificado) de testagem
paralela. Veremos como o método pro-
babilistico em combinatdria nos permite
facilmente obter esquemas de testagem
com um nimero quase optimal de testes

para uma dada populagdo.

1. INTRODUCAO

Todos nds tivemos, recentemente, contacto préoximo com
testes de rastreio. Num contexto onde é necessdrio testar
uma grande populagdo num curto espaco de tempo e com
recursos limitados, é fundamental correr o menor niimero
possivel de testes, e organizar o processo de testagem de
forma altamente paralelizada. Este problema nédo é novo
— foi estudado pela primeira vez hd mais de 80 anos por
Dorfman [Dor43], que pretendia otimizar o processo de
testagem de soldados infetados com sifilis durante a Se-
gunda Guerra Mundial.

Dorfman prop6s o conceito de pooling: amostras reco-
lhidas de vérios soldados seriam misturadas e testadas em
conjunto. Um teste positivo levaria, portanto, a conclusado
de que pelo menos um dos soldados nesse grupo foi infe-
tado (mas ndo quantos nem quais dos soldados). O objetivo
seria usar o conceito de pooling para desenhar esquemas
de testagem que, para uma populagdo de n soldados, ne-
cessitassem de muito menos do que 7 testes.

No caso mais extremo, esquemas de testagem “em
grupo” prosseguem em sequéncia. Isto é, o resultado dos
primeiros i testes informa o conjunto de soldados a sele-

cionar para o (i + 1)-ésimo teste. Por exemplo, se sabemos
que um teste que inclui dez soldados devolveu “negati-
vo”, entdo podemos remové-los da nossa populacéo para
os testes seguintes, pois sabemos que nenhum destes sol-
dados esta infetado. Apesar de poder levar a uma grande
poupanca no nimero de testes necessdrios para identificar
os individuos infetados, estes esquemas em série reque-
rem muito tempo e mao de obra, pois cada teste apenas
pode ser determinado e efetuado quando os anteriores
terminam. Consequentemente, existe um grande foco em
desenhar esquemas de testagem em grupo que requerem
um pequeno nimero de fases paralelas. O caso ideal cor-
responde a apenas uma fase de testagem, sendo portanto
todos os testes definidos a priori e efetuados em paralelo.
Chamamos a esquemas de testagem em grupo com esta
propriedade esquemas de testagem paralela.

Neste artigo fazemos uma breve exploracdo da ma-
temadtica por detrds dos esquemas de testagem paralela.
E importante realgar que o modelo matematico considera-
do para estes testes, que herdamos de Dorfman, é simpli-
ficado e ndo se ajusta diretamente a realidade do rastreio
de doencas infecciosas. Por exemplo, este modelo ignora,
por um lado, efeitos de dilui¢do de amostras e, por ou-
tro, ignora informacgdo extra que pode ser revelada pelos
testes. Também nado consideramos questdes de sensibili-
dade nem de especificidade (conceitos relacionados com
a probabilidade de falsos negativos e falsos positivos)
dos testes. Ndo obstante, ao longo das tltimas décadas,
o estudo de esquemas de testagem paralela estabeleceu-se
como uma drea madura com fortes ligagdes a combinaté-
ria, dlgebra e teoria da probabilidade. Notavelmente, estes
esquemas tém encontrado indmeras aplicagdes a topicos
ortogonais a sua motivagdo original, como a transmissao
de informagdo através de canais com ruido, aprendiza-
gem automadtica, compressdo de dados e sequenciagdo de
ADN (incluindo o Human Genome Project [HG]).

A nossa exploragdo de esquemas de testagem paralela
servird como uma boa introdu¢do ao método probabilisti-
co. Esfor¢dmo-nos por tornar a discussdo acessivel, neces-
sitando o leitor apenas de conhecimentos bésicos de com-
binatéria e probabilidade discreta. Para ndo obscurecer as
ideias mais interessantes com tecnicalidades, optdamos por
ndo otimizar certos argumentos. Discussées muito mais
extensas e otimizadas destes t6picos podem ser encontra-
das nos livros de Du e Hwang [DH00, HD06] e na mono-
grafia de Aldridge, Johnson, e Scarlett [AJS19]. No que diz
respeito a aplicagdes, [AJS19, Secgdo 1.7] apresenta uma
discussado extensa e variada.
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2. REPRESENTAGCOES DE ESQUEMAS DE
TESTAGEM PARALELA
Comegamos por apresentar uma forma simples e ttil de
representar esquemas de testagem paralela. Dada uma po-
pulacdo de 7 individuos, vemos cada teste como um vetor
bindrio v € {0,1}" onde v; = 1 se e s6 se o item i participa
no teste em causa. Por exemplo, se temos uma populagdo
de oito individuos e um dos testes é aplicado a uma mistura
de amostras dos individuos 1, 2 e 5, entdo esse teste é repre-
sentado pelo vetor (1,1,0,0,1,0,0,0). Consequentemente,
podemos representar um esquema de testagem paralela
para uma populagdo de n individuos com ¢ testes como
uma matriz bindria M de dimenséo ¢ X n em que cada linha
representa um teste.

Dado um vetor bindrio u, definimos o seu suporte, deno-
tado por supp(u), como

supp(u) = {i | uj = 1}.

Por exemplo, se u = (1,1,0,0,1,0,0,0) como acima, entdo
supp(u) = {1,2,5}, o que corresponde as coordenadas com
valor 1.

Dizemos que um vetor bindrio u é coberto por outro ve-
tor v com 0 mesmo comprimento se supp(u) C supp(v). Por
exemplo, o vetor u = (1,1,0,0,1,0,0,0) é coberto pelo ve-
torv=(1,1,1,0,1,0,1,0), pois para todas as coordenadas i
tal que u; = 1 também temos v; = 1. Por outro lado, # ndo
é coberto pelo vetor w = (1,0,1,1,1,1,1,1), pois up = 1e
wy, = 0.

Podemos representar os individuos infetados numa
populagdo de 1 individuos como um vetor x € {0,1}" em
que x; = 1 significa que o i-ésimo individuo estd infetado.
Portanto, o conjunto de individuos infetados corresponde a
supp(x). A aplicacdo do esquema de testagem paralela de-
finido por M € {0,1}*" & populacdo representada por x
produz o vetor de resultados y € {0,1} tal que

supp(y) = U

jesupp(x)

supp(M.;),

onde M, ; denota a Jj-ésima coluna de M. Dizemos que M
é um esquema de testagem paralela para n individuos e até d
infetados se para qualquer populagdo x € {0,1}" com
|supp(x)| < d (e, a populagdo x tem no maximo d infe-
tados) conseguimos determinar supp(x) dada apenas a
descricdo M do esquema de testagem paralela e o vetor de
resultados y. O esquema de testagem paralela mais bdasico
corresponde ao caso em que M € a matriz identidade de di-
mensoes 1 X 1.

Para facilitar a compreensao, apresentamos um exemplo
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de cdlculo do vetor de resultados y a partir de uma matriz
M e de um vetor de infetados x. Sejam

[ e e Y
o, O
o=oo
SO ==
o= O
e e )

e x=(1,1,0,1,0,0). Isto corresponde ao caso em que
o primeiro, o segundo e o quarto individuos numa po-
pulagdo estdo infetados. Primeiro,

supp(x) = {1,2,4}. Assim, sabemos que y € {0,1}* ¢ tal

verificamos que

que supp(y) = supp(M.1) U supp(M.2) U supp(M.4). Como

supp(M.1) = {1,4}, supp(M.2) = {2,4},
esupp(My4) = {1,2},

segue que
SUPP(y) = {114} U {2/4} U {1'2} = {112r4}/

e portanto v = (1,1,0, 1). Por outras palavras, o primeiro, o
segundo e o quarto testes tiveram resultado positivo.

2.1. O Problema da Moeda Defeituosa
Iniciamos agora a nossa exploragdo de esquemas de testa-
gem paralela, focando-nos no caso especial em que d=1, isto
é, em que pretendemos apenas identificar até 1 infetado.
Este caso corresponde ao seguinte conhecido enigma: temos
um conjunto de n moedas com o mesmo peso, exceto no
maximo uma delas, e temos também acesso a uma balanca.
De quantas pesagens necessitamos para identificar a moeda
defeituosa, ou para provar que esta nao existe?
Trivialmente, 1 pesagens sdo suficientes para identificar
a moeda defeituosa. Veremos agora como a representagao
de esquemas de testagem paralela discutida acima nos per-
mite facilmente resolver este enigma e mostrar que o nu-
mero de testes realmente necessarios é significativamente

menor.

Teorema 1. Existe um esquema de testagem paralela
para uma populagdo de tamanho n e até 1 infetado com
[log, (n + 1)] testes, onde [-] denota o menor inteiro maior
do que o argumento ou igual (o feto).

Demonstragio. Comegamos por identificar as pro-
priedades que tal esquema de testagem paralela terd.
Seja M € {0,1}”” uma qualquer matriz bindria, e seja
x € {0,1}" o vetor de infetados com |supp(x)| <1
Recordamos que ao usarmos Mcomo esquema de tes-
tagem paralela, obtemos o vetor de resultados y tal que

SUPP(]/) = UjESUpp(x) Supp(M.]‘).
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Caso |supp(x)| =0 (i.e, ndo existem infetados), en-
tdo y = (0,...,0). Por outro lado, quando supp(x) = {j},
entdo y = M.;. Concluimos que para obter o esquema de
testagem paralela desejado basta construir uma matriz M
tal que todas as colunas sejam distintas e nenhuma conte-
nha apenas 0s. Isto pode ser feito representando os intei-
ros de 1 até n como sequéncias bindrias de comprimento
[log,(n +1)] e usando estas sequéncias como colunas de
M. O

Por exemplo, para identificarmos até d =1 infetado

numa populagdo de n = 7 individuos basta usarmos t = 3
testes paralelos definidos pela matriz

1 001101
M=1]01 01 011
0010111

infetados é x=(0,0,0,0,1,0,0),
entdo o correspondente vetor de resultados y satisfaz

Se o vetor de

y=Ms=(1,0,1). No geral, se supp(x) = {i}, entdo
y = M.;. Como as colunas de M sdo todas distintas, con-
seguimos recuperar o individuo infetado i a partir de y.
Quando x = (0,0,0,0,0,0,0) (ndo ha infetados), o vetor
de resultados associado é y = (0,0,0), que também ¢é di-
ferente de todas as colunas de M. Conseguimos, entdo,
também discernir o caso em que ndo existem individuos
infetados.

O Teorema 1 é otimal relativamente ao ntimero de tes-
tes, o que pode ser demonstrado através de um simples
argumento de contagem. Qualquer esquema de testa-
gem paralela para 1 individuos que detete até 1 infetado
tem de desambiguar entre 1 + 1 eventos possiveis. Mais
precisamente, tem de especificar que ndo existe nenhum
infetado, ou, caso contrdrio, qual a posi¢do do infetado
entre os n individuos. Por outro lado, a aplicagdo de um
esquema de testagem paralela com ¢ testes gera um vetor
bindrio v € {0,1}}, e, portanto, pode desambiguar entre
no méaximo 2¢ casos possiveis. Concluimos, entdo, que é

necessario ter

2> 1.

Como ¢ é inteiro, isto implica que t > [log,(n +1)], que
corresponde ao nimero de testes obtido no Teorema 1. No-
tavelmente, este argumento aplica-se igualmente ao caso
em que os testes ndo sdo efetuados de forma paralela! Con-
sequentemente, ndo perdemos nada em considerar apenas
testes paralelos neste caso especial com no médximo 4 =1
infetado.

3. MATRIZES DISJUNTAS

Na Secgdo 2.1 vimos um esquema simples para detetar
até 1 infetado entre n individuos usando muito menos
do que n testes. Gostariamos, claro, de estender este
resultado para o caso em que pretendemos detetar até
d > 1 infetados de forma eficiente. Tendo isto em conta,
definimos matrizes disjuntas, um conceito combinatorial
simples e bastante ttil no desenho de esquemas de tes-
tagem paralela com descodificagdo eficiente e que reque-
rem poucos testes.

Defini¢do 1 (Matriz d-disjunta) Uma matriz bindria
M € {0,1}t*"diz-se d-disjunta se para quaisquer indices
1<ji<jp<---<ji<nej&{jr - ja} temos que

supp(M.;) £ supp(M. ;) Usupp(M.j,) U - - Usupp(M.j,).

Por palavras, uma matriz M é d-disjunta se qualquer
coluna de M néo é coberta pela unido (entrada a entra-
da) de quaisquer outras d colunas de M. Outra manei-
ra equivalente de descrever esta propriedade é dizer
que para quaisquer indices 1 <ji <jp<---<jj<ne
j# 41, .- ja} existe um indice i tal que M;; =1, mas

M, = M, = -+~ = M;;, = 0. Por exemplo, a matriz

110

M=11 01

011
é l-disjunta pois nenhuma coluna é coberta por outra
coluna, mas ndo é 2-disjunta pois supp(M.;) = {1,2}
e supp(M.,)Usupp(M3) = {1,3} U{2,3} ={1,2,3} e,

portanto, supp(M.;) C supp(M.;) Usupp(M.3). J& a matriz
identidade

1 00
I=10 1 0
0 01

é 2-disjunta.
O seguinte teorema captura a utilidade das matrizes
disjuntas.

Teorema 2. Se uma matriz M € {0,1}'*" é d-disjunta, en-
tdo representa um esquema de testagem paralela para n
individuos e até d infetados.

Demonstragdo. Sejam M € {0,1}"*" uma matriz d
-disjunta, x € {0,1}" tal que |supp(x)| < d, e y € {0,1}}
o respetivo vetor de resultados. Recordamos que y é
tal que supp(y) = Ujesupp(x) SUPP(M.;). Provamos que o

conjunto de individuos infetados, supp(x), corresponde
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exatamente aos indices j € {1,...,n} tal que a coluna M ;
é coberta por y.

Primeiro, notamos que se j é um individuo infetado,
entdo y claramente cobre M.j, pois supp(M.;) C supp(y)
pela defini¢do de y. Suponhamos agora que j ndo estd infe-
tado. Isto quer dizer que j ¢ supp(x). Como |supp(x)| < d
e M é d-disjunta, concluimos que

supp(M;)) £ |

j'€supp(x)

supp(M.jr) = supp(y),

e, portanto, M.;ndo € coberta por y. O

Uma propriedade importante implicita na demons-
tragdo do Teorema 2 é que esquemas de testagem para-
lela provenientes de matrizes disjuntas tém um simples
algoritmo associado de reconstrugdo do conjunto supp(x)
de infetados — basta verificar quais as colunas de M que
sdo cobertas pelo vetor de resultados y. No geral, nédo se
conhecem algoritmos de reconstrugdo eficientes para es-
quemas de testagem paralela para até d infetados cujas
matrizes associadas ndo sdo d-disjuntas. Para exemplifi-
car o algoritmo de reconstrugdo para matrizes disjuntas,
considere-se a matriz

S OO ==

OO R R, OO

SR OO —RO

_ o OO oK
~

que € 2-disjunta. Pelo Teorema 2, concluimos que con-
seguimos identificar até 2 infetados com a ajuda do es-
quema de testagem descrito por M (com um niimero sub
otimal de testes!). Suponhamos que recebemos o vetor de
testes y = (1,1,1,0,1,0). Para recuperar o conjunto de in-
fetados supp(x), procuramos as colunas de M que sdo co-
bertas por ¥. Como apenas M.; e M 3 sdo cobertas por v,
concluimos que os individuos 1 e 3 estdo infetados.

Note-se que se M é um esquema de testagem paralela
para n individuos e até d infetados, ndo é necessariamen-
te verdade que M é também d-disjunta. Basta considerar a
matriz M descrita na Secgdo 2.1, que nédo é 1-disjunta mas
permite identificar até d = 1 infetado. No entanto, estas
duas nogdes sdo “quase” equivalentes — o leitor curioso
poderd convencer-se de que tal matriz M é sempre (d — 1)
-disjunta.
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4. LIMITES DE ESQUEMAS DE TESTAGEM
PARALELA PARA MAIS INFETADOS

Tendo em conta o Teorema 1, sabemos como detetar 1
infetado entre n individuos usando apenas [log, (1 + 1)]
testes. Vimos também que este ntimero de testes é otimal
através de um simples argumento de contagem. Conside-
rando agora 4 > 1 infetados, quantos testes serdo neces-
sdrios?

Claro, n testes serdo sempre suficientes, mas espera-
mos usar muito menos testes. Podemos facilmente gene-
ralizar o argumento de contagem para d infetados. Obser-
vemos que existem mais de

(<) -50)

eventos possiveis, correspondentes aos possiveis subcon-
juntos de individuos infetados. Isto implica que necessi-
tamos de

t > log, <<nd) > dlog,(n/d) (1

testes para desambiguar entre estes casos, onde usdmos a
conhecida desigualdade ( ;) > () > (n/d) valida para
todo o d tal que 1 < d < . Existem, no entanto, melho-
res minorantes para o ntiimero de testes necessarios. Por
exemplo, Fiiredi [Fiir96] apresenta uma prova elegante de
que

t > Alzdz log,n )

quando d < n* para qualquer a < 1/2 e n > ng para
uma certa constante ny. Anteriormente, sabfamos ja por
D’yachkov e Rykov [DR82] que é possivel substituir a
constante 1/4 por uma expressdo mais complicada que
é aproximadamente igual a 1/2 quando d é pequeno.
De facto, até hoje este continua a ser o melhor minoran-
te conhecido num extenso leque de parametros d e n.

1/ 4 0 minorante

A exemplo de comparacdo, quando d = n
dado pela Equagéo (1) é da ordem nl/4 log, n, enquanto o
minorante da Equagdo (2) é da ordem +/n, levando assim

a uma grande diferenca assintotica.

5. ESQUEMAS DE TESTAGEM PARALELAEO
METODO PROBABILIiSTICO

Serd que o minorante dado pela Equagdo (2) estd muito
longe da verdade? Para respondermos a esta questao, usa-
remos o método probabilistico. Esta estratégia elegante foi ini-
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cialmente usada por Szele [Sze43] e Erd6s [Erd47] em teoria
de grafos e por Shannon [Sha48a, Sha48b] em teoria da in-
formacéo. Para estabelecermos a existéncia de objetos (por
exemplo, matrizes bindrias t x 1) com uma dada proprie-
dade desejada (por exemplo, ser d-disjunta), comecamos
por definir uma experiéncia aleatéria apropriada sobre um
conjunto de objetos. De seguida, demonstramos que esta
experiéncia aleatdria devolve um objeto com a propriedade
desejada com probabilidade positiva. Isto garante a exis-
téncia do objeto desejado de forma “ndo construtiva”.

Desde a sua introducdo, o método probabilistico tem
encontrado intimeras aplicagdes em matematica discreta e
na teoria da computagéo. O livro de Alon e Spencer [AS16]
é uma excelente fonte de tais aplicacdes. A aplicacdo do
método probabilistico ao estudo de esquemas de testagem
paralela que discutiremos serve como boa introdugao a esta
técnica.

O seguinte teorema estabelece, com a ajuda do méto-
do probabilistico, a existéncia de um esquema de testagem
paralela para # individuos e até d infetados com aproxima-
damente 4d? Inn testes. Ao contrario dos exemplos basicos
mais comuns da aplicacdo do método probabilistico, que
impdem distribuiges uniformes na classe de objetos e cuja
respetiva andlise é diretamente substituivel por um simples
argumento de contagem, o exemplo que veremos nesta sec-
¢do usa uma distribui¢do ndo uniforme sobre o espaco das
matrizes bindrias M € {0,1}/*" que depende do parametro
d. E, portanto, mais aparente a grande utilidade do método
probabilistico nesta situagdo.

Teorema 3. Existe uma matriz d-disjunta M € {0,1}'*"
comt = [ed(d+1)Inn]. Em particular, existe um esque-
ma de testagem paralela para n individuos e até d infetados
comt = [ed(d+ 1) Inn] testes.

Demonstragdo. Aplicamos o método probabilistico. Cons-
truimos uma matriz bindria M € {0,1}"*" decidindo que
cada entrada é, independentemente das restantes, 1 com
probabilidade p € [0, 1] (e 0 caso contrdrio), onde o nimero
de testes f e a probabilidade p sdo pardmetros que escolhe-
remos mais tarde.

Fixemos quaisquer d + 1 colunas de M. A probabilida-
de de a primeira coluna ser coberta pela unido das restantes
d colunas é exatamente

(1-p(1—p)H" ®)

Para nos convencermos disto, comegamos por observar que
a primeira entrada da primeira coluna ndo é coberta pela
unido das primeiras entradas das restantes d colunas exata-

mente quando a primeira entrada da primeira colunaé1eas
restantes primeiras entradas sdo todas 0. Isto acontece com
probabilidade p(1 — p)¢. Para que a primeira coluna seja co-
berta pela unido das restantes, este evento ndo pode ocorrer
em nenhuma das f coordenadas. Obtemos entdo a Equagdo
(3) usando a independéncia entre as vérias coordenadas.

A matriz M é d-disjunta se e sé se o evento acima nao
ocorrer para nenhuma escolha de d + 1 colunas de M e se-
legdo da primeira coluna. Existem #n maneiras de escolher
a “coluna-alvo”, e, posteriormente, (";1) maneiras de esco-
lher d colunas dentre as restantes n — 1 colunas de M. Para
cada uma destas escolhas a probabilidade da coluna alvo
ser coberta pela unido das restantes é dada pela Equagao
(3). Usando o facto de que

m
Pr[EyVEy V-V Ey] < ) Pr[Ej]
i=1

para quaisquer eventos Ey, ..., E, (a famosa union bound

ou desigualdade de Boole), temos que a matriz M néo é d
-disjunta com probabilidade menor ou igual a

w (") aspa-pyy

Falta apenas, entdo, escolher p e t apropriadamente para
que tenhamos

-1
w (") aspa gty <, @
caso em que concluimos que existe uma matriz d-disjunta
M € {0,1}!*". Comegamos por notar que
(1= p(1=p)) <e 0V,

consequéncia da desigualdade (1+ x)! < e!* vélida para
todoox > —1et > 0. Como

" n—1
d

onde usamos a desigualdade () < ab vélida para todos os

) <n(n-1)",

naturais g > b, para a equagdo (4) se verificar é entdo sufi-
ciente escolhermos p e t tal que

ne(n—1)7- e tr=p < g, ®)

Comegamos por analisar o termo p(1—p)? a fim de
otimizarmos a escolha de p. Com d > 1 fixo, a fungdo
f(p) = p(1 = p)? é maximizada em )0, 1[ quando p = 3%

Isto acontece pois

f'(p) = (1 =p)?—dp(1—p)i?
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e, portanto f/(p) > 0 exatamente quando p < #, com

igualdade quando p = 71;. Usando p = 71, caso em que

d
_ 1 d
=71 (m) ,
ao aplicarmos logaritmos a ambos os lados da Equagéo (5)
concluimos que f satisfaz a Equagéo (5) desde que

. (%)d(dﬂ)(dln(n—l) +1Inn) =

= (1+1/d)*d+1)(dIn(n — 1) +Inn).

Como (1+1/d)%<e todo o d>1 e

din(n —1) +Inn < (d+1)Inn, concluimos que é sufi-

Ppara

ciente termos

t>ed(d+1)Inn.

Podemos escolher, entdo, t= [ed(d+1)Inn|, como
desejado.

Comparando o Teorema 3 com o minorante da Equa-
¢do (2), vemos que estes diferem apenas num fator mul-
tiplicativo de ordem Ind. Concluimos que os minorantes
e majorantes aqui discutidos estdo perto do ntimero 6ti-
mo de testes, e que, quando d é suficientemente pequeno
comparado com 7, o ndmero de testes necessdrio é tam-
bém muito mais pequeno do que o majorante trivial, 7.
Com vista a uma comparagdo mais concreta, a Tabela 1
apresenta o nimero de testes suficientes para detetar até
d infetados numa populagao de # individuos para vdrias

escolhas destes parametros. O
O 102 103 104 10 10
2 76 113 151 188 226
5 376 564 752 939 1127
10 1377 2066 2754 3443 4131
20 5278 7887 10506 13145 15773

Tabela 1: Ndmero de testes suficientes pelo Teorema 3 para
detetar até d infetados numa populacdo de n individuos, para
vdrias escolhas de (d, n). Entradas a vermelho representam os
casos em que o numero de testes é maior do que n, 0 majo-
rante trivial.

Finalmente, é interessante também realcar que a de-
monstracdo do Teorema 3 garante ndo sé a existéncia de
um esquema de testagem paralela com poucos testes, mas
também especifica um simples e prético algoritmo proba-
bilistico que recebe como input naturais n e d < n e devol-
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ve com probabilidade de, pelo menos, 0.99 um esquema
de testagem paralela para n individuos e até d infetados
com um ndmero ligeiramente mais elevado de testes
t=120d(d+1)Inn]

6. INDO MAIS ALEM
A nossa exploragdo de esquemas de testagem paralela
foi, necessariamente, superficial. Por exemplo, apesar de o
Teorema 3 garantir a existéncia de esquemas de testagem
paralela que usam poucos testes, este nao providencia um
algoritmo deterministico e eficiente que, dados o tamanho da
populagdo 7 e o nimero maximo de infetados como inputs,
devolva uma matriz d-disjunta M € {0,1}*". O desenho
e andlise de tais algoritmos foi alvo de grandes esforcos.
Um resultado cldssico de Kautz e Singleton [KS64] apresen-
ta um algoritmo eficiente que, dados 7 e d, constréi matri-
zes d-disjuntas M € {0,1}*" com t = cd®log? n para uma
constante ¢ > 0 independente de 1 e d. Quando d é muito
mais pequeno do que 7, este valor de t é assintoticamente
maior do que o valor de t obtido no Teorema 3. Por outro
lado, quando, por exemplo, d = n* para alguma constante
a > 0, o nimero de testes do método de Kautz-Singleton
é muito mais pequeno assintoticamente do que o niimero
de testes garantido pelo Teorema 3. Esta linha de investi-
gacdo culminou também num algoritmo eficiente de Porat
e Rothschild [PR08] que, dados n e d, constréi matrizes d
-disjuntas M € {0,1}*" com t = Cd*log,n para uma
constante C > 0 grande. Este valor de t é da ordem do valor
ndo construtivo apresentado no Teorema 3, mas nao é ne-
cessariamente pratico devido a constante C acima.

O estudo moderno de esquemas de testagem paralela
também considera outras direcdes motivadas por aplica-
¢Oes préticas. Por exemplo, podemos permitir uma peque-
na probabilidade de erro na recuperagdo do conjunto de
individuos infetados, sendo esta probabilidade tomada so-
bre uma escolha uniformemente aleatdria do conjunto de d
infetados e, se relevante, sobre a aleatoriedade usada para
construir o esquema de testagem. Neste caso, usando uma
estratégia semelhante a da demonstragdo do Teorema 3, é
possivel concluir que o niimero de testes suficientes é da
ordem de dlog,(1n/d) [AJS19, Sec¢bes 1.3 e 1.4 e Capitulo
2]. Uma longa sequéncia de trabalhos tem também vindo a
estudar esquemas de testagem resilientes a erros nos resul-
tados dos testes [AJS19, Capitulo 3]. Os esquemas apresen-
tados neste breve artigo ndo tém garantias de resiliéncia, e
garantem a reconstrucdo correta de qualquer conjunto de
até d infetados. Numa diregdo ortogonal, vdrios grupos
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tém estudado esquemas de testagem paralela que permi-
tem a reconstrucdo extremamente rdpida do conjunto de in-
fetados. Como ponto de partida, o algoritmo de reconstru-
¢do associado a esquemas de testagem paralela baseados
em matrizes disjuntas M € {0,1}/*" tem complexidade
temporal de ordem 1 - £. Atualmente, conhecemos constru-
¢Oes de esquemas de testagem paralela com um niimero
quase-otimal de testes e com algoritmos de reconstrugado
associados com complexidade temporal quase-6tima (na
ordem de tlog% n) [CN20].

Os esquemas estudados neste artigo englobam apenas
uma fase de testagem que pode ser completamente parale-
lizada. Outra diregdo de investigagdo recai sobre esquemas
que consistem em miiltiplas fases de testagem sequenciais,
o que leva a uma ainda maior reducdo do ndmero de tes-
tes a custa de limites adicionais na paralelizacdo. Exemplos
particulares sdo o esquema original de Dorfman [Dor43] e
esquemas baseados em square arrays [PS94].
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