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Devido ao teorema da transfor-
macdo uniformizante, a vari-
avel aleatéria Uniforme tem grande
protagonismo em Estatistica. Depois
da apresentagdo sumdria de varidveis
aleatérias que sdo fungdes de varid-
veis independentes com distribuicdo
Uniforme padrdo, nomeadamente
Gamas, Betas e BetaBoops, ilustra-
mos o seu papel na construgdo de
novos modelos, por aleatorizagdo de
parametros ou resultando da contra-
¢do por multiplica¢do, ou da expan-

sdo por divisdo ou exponenciagao.

1. INTRODUGCAO

A avaliacdo do que é mais provavel ajuda-nos a tomar
decisdes, por exemplo, no contexto de selegdo de estra-
tégias ou de apostas. Por outro lado, os valores de pro-
babilidade muito baixa de caudas extremas sido usados
para eventualmente falsear hipéteses. Nesta perspetiva,
as varidveis aleatérias Uniformes podem parecer quase
intteis, porque a equiprobabilidade ndo apoia tomadas
de decisdo e, numa visdo ingénua, o modelo Uniforme
parece ser apenas um exemplo que permite exemplifi-
car de forma simples o cédlculo da fung¢do de distribui-
¢do e de momentos.

Mas a simplicidade do modelo Uniforme padrédo
(isto é, com localizagdo 0 e dispersdo 1), que denota-
mos U —~ Uniforme(0,1), e que tem funcdo densidade
de probabilidade fu(x) =1Ijg;(x), dd-lhe o estatuto
privilegiado de poder ser usado para obter nimeros
aleatérios de um modelo X —~ Fx usando a fungdo de
distribui¢do inversa generalizada: Fy (U) —~ Fx, em
que Fy (u) = inf{x: Fx(x) > u}, sendo Fx a fungdo de
distribui¢do da varidvel aleatéria X. Este resultado
inverso do teorema da transformacdo uniformizante,
Fx(X) = U —~ Uniforme(0,1), que permitiu o desenvol-
vimento explosivo da Estatistica Computacional e dos
Métodos de Monte Carlo, é apresentado na Secgdo 2,

onde a equiprobabilidade é também discutida.

Na Secg¢do 3 sédo referidas fung¢des de varidveis ale-
atérias Uniformes independentes, observando-se que
as suas fung¢des densidade de probabilidade apresen-
tam frequentemente poténcias de x, 1 —x e —Inx. Este
facto motiva-nos a apresentar as fungdes Gama e Beta
de Euler, bem como a extensdo néo trivial BetaBoop da
funcéo Beta, que simplificam a definigdo de familias im-
portantes de varidveis aleatdrias.

Na Secgdo 4 exploramos sumariamente o papel de
varidveis Gama, Beta e BetaBoop na aleatorizagdo de pa-
rametros em modelos hierdrquicos e na contragdo por
multiplicacdo, ou na expansdo por divisdo ou exponen-
ciagdo.

2. EQUIPROBABILIDADE E O MODELO
UNIFORME

A experiéncia aleatéria que consiste no langcamento de
uma moeda equilibrada uma tnica vez tem dois resulta-
dos possiveis correspondentes a saida de face e a de coroa,
que representamos por F e C, respetivamente. A esta ex-
periéncia aleatéria podemos associar a varidvel aleatéria
Bernoulli(}), B : {C,F} — {0,1} usando a notagéo

{1
2

que modela equiprobabilidade dicotémica.

TRy
N

Da repeticdo sucessiva desta experiéncia aleatéria
resulta a sequéncia infinita {By};?, de varidveis ale-
atérias independentes e identicamente distribuidas
By ~ Bernoulli(}), a qual pode ser usada para represen-
tar a expansdo bindria de nimeros em [0, 1],

® B
U=0BBBs =) 27’:
k=1

que curiosamente mostra que a varidvel aleatéria con-
tinua U —~ Uniforme(0,1) é a soma de infinitas varidveis

aleatorias discretas %. Borel (1909) usou este contexto’

' Obviamente w= Y }_, B*A‘:Z:iw B em que Bj =1 mas

2k 2
B/+1 = B/+Z

w=7) 7,

-+~ =0, admite também a expansio de Bernoulli infinita

=y BT em que B{ =B, k=1,..,j—1B =0,

B;H = B/+Z :% 2o %
1 _ 1

. . (o) B N e
T 1'pO‘SZk:/M 2k 72#/” 2k
1 B; - P -

57T 7T = —5 = —r Porisso descartamos as expanses “degenera-

Ik )

das”, ie. finitas, que constituem um conjunto com medida de Lebesgue 0,
a fim de ter uma relagdo bijetiva entre o conjunto B de expansGes de

Bernoulli infinitas e {x : x € (0, 1]}.
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para enunciar o principio de Borel, que foi uma constru-
¢ado pioneira e rigorosa de probabilidade continua*

Principio de Borel: Seja 5 o conjunto das sequéncias de
Bernoulli observéveis no langamento de uma moeda equi-
librada. Denote-se E um acontecimento que pode ocorrer
numa de tais sequéncias e B o subconjunto de B que
corresponde ao acontecimento E. A probabilidade de E é
A{Bg}, em que A é a medida de Lebesgue.

Uma vez que a medida de Lebesgue é invariante para
translagdes, tem-se P[x < U < x + A] = A quaisquer que
sejam A € (0,1)e x € [0,1 — A), o que justifica dizer que a
variavel aleatéria U é Uniforme, no sentido em que modela
equiprobabilidade continua em [0,1]. Assim, se x € [0,1],
entdo P[0 < U < x] = x, implicando que a funcdo de dis-
tribuicdo de U € Fyy(x) = x 1o 1)(x) + I} o) (x) €, portanto,

U ~ Uniforme(0,1) <= fu(x) = Ly (x),

em que f; € a fungdo densidade de probabilidade da va-
ridvel aleatéria U.

E imediato que se U —~ Uniforme (0,1), 1— U ~
Uniforme(0, 1). De facto, isto é o caso especial u =1 e
0 =—-1de X =pu+0U —~ Uniforme(a,b), u,0 € R, com
fun¢do densidade de probabilidade fx(x) = ﬁ]l[u,b] (x),
em que @ = min {y, u + 6} e b = max {p, u + 0}

A propriedade mais relevante da varidvel aleatéria
U —~ Uniforme(0,1) é o teorema da transformagdo unifor-
mizante (Fisher, 1932).

Teorema (transformacdo uniformizante). Seja X uma va-
ridvel aleatoria continua com fungdo de distribui¢do Fy.
Entao Fx(X) = U — Uniforme(0,1).

Demonstragio. O suporte de Y = Fx(X) é [0, 1]. Denotando
Fx (u) =inf{x:Fx(x) >u} a inversa generalizada
de Fx, paray € [0,1} tem-se Fy (y) = P[Fx(X) < y| =
P[X < Fi(y)] = Fx(F§ (y)) =y ou seja, fy(y) =
]I[O,l] (). O

Exemplo 1: Seja X —~ Exponencial(1), i.e. X é uma va-
ridvel aleatéria com fun¢do densidade de probabili-
dade fx(x)=e "l (x) e fungdo de distribuigdo
Fx(x) = (1 —e™) Ijg . (x). Entdo

1 —e X ~ Uniforme(0,1)-

Consequentemente, também e=* —~ Uniforme(0,1).

Ao testar uma hipétese nula Hy contra uma alternati-

va unilateral a direita usando uma estatistica de teste T, o
valor-p, p = P[T > Tops.|Ho verdadeira] é uma observacao
de uma varidvel aleatéria Uniforme padrdo. Com toda a
generalidade, a uniformidade dos valores-p é uma conse-
quéncia do teorema da transformagdo uniformizante.

O enunciado reciproco (transformagdo uniformizan-
te inversa) é a base de um método elementar para gerar
amostras de nimeros pseudoaleatérios de uma popula-
¢do X com funcgdo de distribui¢do Fx a partir de pseudoa-
leatdrios de Uniforme padrao.

Teorema (transformacdo uniformizante inversa). Seja U
uma varidvel aleatéria Uniforme em [0, 1]. Entdo, Fx (U)
€ uma varidvel aleatéria com fungao de distribuigio Fx.

Demonstragdo. Fx (u) = inf {x : Fx(x) > u}, pelo que
{u:Fy(u) <x}={u:u<Fx(x)}=Fx(x). O

Exemplo 2: Do Exemplo 1 conclui-se que se
U ~ Uniforme(0,1), entdo — InU —~ Exponencial (1).

A varidvel aleatdria Uniforme(0,1) estabelece assim
uma ponte entre duas varidveis aleatérias X e Y, no sen-
tido em que Fx = Fy (Fy) e Fy = F{ (Fx). Devido ao de-
senvolvimento explosivo da Estatistica Computacional,
a Uniforme passou a ser um dos modelos mais estudados,
veja-se Johnson et al. (1995, Cap. 26).

3. FUNCOES DE VARIAVEIS UNIFORMES E

DE SUCESSOES DE VARIAVEIS UNIFORMES
INDEPENDENTES E IDENTICAMENTE
DISTRIBUIDAS — VARIAVEIS ALEATORIAS
GAMA, BETA E BETABOOP

Além de F§ (U) = X —~ Fx, que, como referimos ja no
Exemplo 2, mostra que —InU —~ Exponencial(1), outras
transformagGes imediatas de U — Uniforme(0, 1) séo:

> f% (%) = E T,00) (%), € Fy (x) = (1= 1)) (x), ou

seja, ; — Pareto(1).

o

F%(I)=IP’[%S ]=P[L<X]=

Recorde-se  que T
1= Fx (})pelo que f1 (x) = hfx(1).

|

Y fue(x) =pxP! Lo1)(x), p>0. Observe-se que
—Inur ~ Exponencial(%).
De Fji/p(x) = P[U < xP] =P no intervalo (0,1]
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tem-se  fin/,(x) = pxP gy (x); e para x>0,
de se ter
F o (x) =

resulta f 117y (%) = pe P (g (x).

P[-InUY? < x

b figa(®) =4 (1 x)7 L) (x), g>0. Observe-
-se que Kgq = (1—U7)1/¢ é a varidvel aleatéria de
Kumaraswamy (1980) com pardmetros positivos & e g,
usada, por exemplo, na modelagdo da percentagem da
quantidade de d4gua em reservatérios, cuja fungao de
distribuigdo é

Ficg, () = [1 = (1= 2) ] Tjg 1) () + Ty ) (x)
e cuja fungdo densidade de probabilidade é

fiee, (1) = G021 (1= 28) " 1) (x).

Por outro lado, é facil calcular a funcdo densidade de pro-
babilidade de somas, de produtos e de estatisticas ordinais
de (Uy,...,Uy,), em que Uy —~ Uniforme(0,1), k=1,...,n
sdo independentes.

Somas: Partindo da fungdo densidade de probabilida-
de da soma de duas varidveis independentes com distri-
buicdo Uniforme padrao

furru (@) = [ fu, ) fuy(z = y) dy =

V4
I dy =
/Z_1 [0,1](y) Y

0, z<0Vz>2
S 0<z<2 C
0, z<0Vz2>2

0<z<1 ,

2—z, 1<z<2

e analogamente, para a soma de 1 varidveis independen-

tes, Uy, ..., Uy, com distribui¢do Uniforme padréo, tem-se

/fZ” Tu W) fu,(z—y)dy =
- /z:fz;:;; 0 ) dy,

ka 1uk

obtendo-se, apds alguns célculos,

frru(2) =

:(11—11)![2(_1)k(2> (max{0,z — k})"~ ]]I[On z),

=PU>e P|=1—eP

B2 — Gaussiana(3/2,1/2)
— Uy+lh+U;
06
04
0.2
05 1.0 15 20 25 3.0

Figura 1. Funcdes densidade de probabilidade de Y} _, Uy
e da Gaussiana com os mesmos valor médio e desvio padrdo.

onde | z] é 0 maior inteiro ndo superior a z.

Intragdvel? Sim, mas felizmente a aproximagao
(teorema limite central) Zk 1 Uy = X —~ Gaussiana ( 5/ \/%)
é muito boa, mesmo para valores bastante moderados de
n, como se ilustra na figura 1.

A fungdo densidade de probabilidade da média arit-

mética U, = 1 Y7, Uy é entdo

fa,(x) =
Lo, 1) (x)-

Produtos: Partindo da fungdo densidade de probabilidade
do produto de duas varidveis independentes com distri-

2O paradoxo de Bertrand (1889, pp. 5-6.), determinando valores diferen-
tes para a probabilidade de uma corda “ao acaso” ter maior comprimento
do que o raio de uma circunferéncia, mostrou os limites do recurso a
intuicdo naTeoria da Probabilidade, e foi decerto uma das motivacdes de
Hilbert para, na sua alocugao no Congresso Mundial de Matematica de
1900, indicar que um dos principais problemas em aberto em Matematica
seria proceder a uma construcdo axiomdtica rigorosa da Probabilidade
(6.° problema de uma lista de 23; no Congresso de Paris apenas apresen-
tou dez problemas, incluindo o da fundamentagdo rigorosa da Probabili-
dade). O problema apenas foi resolvido em 1933 por Kolmogorov (1933).
Anote-se que Diogo Pacheco d’Amorim, na sua tese de doutoramento
(Pacheco d’Amorim, 1914, republicada em Mendonca et al,, 2007), tentou
fazer uma construgao rigorosa da Probabilidade com base no conceito de
langamento ao acaso, aparentemente sem conhecer o trabalho de Borel.
Como jd era sabido do paradoxo de Bertrand, este ponto de partida que
lhe parece intuitivo e inquestiondvel leva-o a estabelecer resultados absur-
dos, como, por exemplo, que deixando cair uma corda ao acaso num pla-
no, a distancia entre os extremos da corda é O, sem se aperceber de que
a sua construcao de probabilidade continua, dobrando repetidamente um
segmento, acaba num unico ponto.Veja-se como o problema deveria ser
abordado com renormalizacdo em Santos (2008).
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buicdo Uniforme padrao,

funn(2) = [ o) (5) 5 =

_ [tdy
—/Z 711(0,1](2) =

= —Inzly(z),

e analogamente, para o produto de n varidveis indepen-

dentes, Uj,...,U,, com distribuicdo Uniforme padrao,

tem-se
@ = [ Frp, @5 ) T =
= /Z fl'[’;;ll Uy () % Lo (2);
consequentemente,
S u (2) = % Lo, (2) -

Assim, a fung¢do densidade de probabilidade da média ge-
ométrica G, = ([T}_;
com distribuicdo Uniforme padrao é

Uk)l/ " de varidveis independentes

nn

Fo,(0) = G (- ) g ().

E interessante anotar que se definirmos o mode-
lo hierdrquico 4 —~ Uniforme(0,U), obtém-se fy(x)=

flg 01]( z) =

Up_ ~ Uniforme(0, 1) independentes. Mais geral-

—Inz I q)(x) e, portanto, 4L Uy,

com U; =
mente, definindo recursivamente o —~ Uniforme(0,1),
Uy —~ Uniforme (0,84_1), k =1,...,n, obtém-se fy, (z) =

n—1
%H(O 1(), ou seja, temos o produto de 1 varia-
veis independentes com distribui¢do Uniforme padrao,

d n
ie thy =[] U
k=1

Divisao: A fungdo densidade de probabilidade da divisao

(“Slash”) de varidveis U; 4 U, —~ Uniforme(0,1) indepen-

dentes é

fun (@) = [ fun(a0) ) 9y =

0, z<0
= . 1 =
(;nm{l,z}zvdy, 2 Z 0

0, z<0
= 1/2, 0<z<1.
1

/(222), z>1

Exponenciagao: Seja W = uilz ;entdo—InW = Up(—1Inly)
tem fungdo densidade de probabilidade

fomw(w) =

onde Eq(x) = [° e—;t dt é a fungdo integral exponencial
(Abramowitz and Stegun, 1972, Cap. 5, p. 228). Conse-
quentemente, a funcdo densidade de probabilidade de

W=1U th g é, paraw € (0,1),
1
fw(w) :ffan(_lnw)m =
o El(—anU) _
===
_ li(w)
==
. * dt
ondeli(x) = , x > 0, éafuncdo integral logaritmica.

o Int’

Na figura 2 as fun¢es densidade de probabilidade de
XUL _Inw em (a) e UyU, em (b) ilustram a contracdo
quando se multiplica por uma varidvel com suporte [0, 1],
e a funcdo densidade de probabilidade de W = l,Ilu2 exibe
a expansdo ao usar um expoente com suporte [0, 1.

Estatisticas Ordinais: Seja (Xj,...,X;) um vetor ale-
atério de n varidveis aleatérias independentes e iden-
ticamente distribuidas com uma varidvel aleatéria X
e (X1, .-, Xn:n) 0 correspondente vetor de estatisticas
ordinais ascendentes. Para cada i € {1,...,n}, o aconte-
cimento x < X;.,, < x + dx, com dx = 0, ocorre se e s6 se
i — 1 das n varidveis forem inferiores ou iguais a x, uma
das outras n — (i — 1) estiver entre x e x + dx e as restan-

tes n — i varidveis forem superiores a x + dx. Portanto,

Plx < X, <x+dx| =

=( e ()

Plx < X < x+dx] (P[X > x +dx])"*

R &n_l) Fir 1 (x) [Fx(x + dx)

— Fx(0)][1 = Fx(x +dx)]"™"

Dividindo por dx e fazendo dx — 07, obtém-se a fungdo
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0.8 4
0.6 3
— U
-_X
— U1U2
0.4 — UX g
— UUz

0.2 1

//,K

0 i 2 3 4 5 0.0 0.2 04 06 0.8 10
a) X — Exponencial(1), U —~ Uniforme(0, 1), independentes. b) Uy, U, —~ Uniforme(0, 1), independentes.
XU =X Uiy < Uy < U

Figura 2. Contracdo (respetivamente expansio) ao multiplicar (respetivamente exponenciar) por Uniforme(0, 1).
(Note-se que XY < X se e s6 se Fxy(x) > Fx(x), com desigualdade estrita para alguns valores x.)

densidade de probabilidade pretendida: Funcdo Gama e variaveis aleatérias Gama
A funcdo Gama, ou integral de Euler de segunda espécie,

Fo (%) = hm Plx < Xj.y < x4 dx]

0 dx )
7 I'(a) :/ x*“le "dx,
n! i-1 0
(x)

= G-

toma valores finitos para qualquer & > 0.

lim Fx(x 4+ dx) — Fx(x) [1— Py (x + dx)]"~ No que se refere a valores interessarjte.s da .fungéo
dx—0 dx Gama, comegamos por recordar a expressdo iterativa que

! , m i .

_ = 1)11&11 — (P ()] [1 = Ex(x N (). se obtém integrando por partes:

I'(a) = (—e"‘] +/ —e"‘dx

No caso de a populagdo parente ser Uniforme padrao, T(a+1)
tem-se Fy(x) = x[g 1) (x) +I}1 ) (x) €, portanto, == = Ila+1)=al(a),

n! k-1 —k - .
fu, (x) = (SRR (1= %) g g9 (x). ecomoI'(1) = /0 e *dx =1, conclui-se que I'(n + 1) =
n!,n € IN.
Em particular, no que se refere ao minimo e ao maximo, Por outro lado,
x) =n(1—x)""1Iq(x
ful:n( ) ( ) [0,1]( ) [r(%)f:/ X ?e xdx/ y ?e Y dy

€ fUn:n (x) =n xn71 ]I[O,l] (x) = 4/ / u +‘U du dov

Nas fungbes densidade de probabilidade acima apa-
recem poténcias de x, 1 —x, —Inx, pelo que podemos
simplificar substancialmente as nota¢des com as fungdes i eostd 4 /0 de /0 Peip dpo =,
Gama e Beta de Euler e ainda com a fungdo BetaBoop, a v=psend

definir adiante, que generaliza a Beta. Para mais informa-
¢do sobre as fungdes Gama e Beta consulte-se Whittaker donde F(%) =/ e para n>1T (n + %) = (rz — %)
and Watson (2013, Cap. XII), Erdélyi et al. (1953, Cap. 1) e
Abramowitz and Stegun (1972, Cap. 6).
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Como T'(x) >0 para « >0, observa-se de imediato
a—1 e ¥

que fx, (x) = er

dade de probabilidade. Usamos a notagdo X, —~ Gama(a).

I{g o) (%), & > 0, é uma fungéo densi-

Mais geralmente, dizemos que

Y =A+6Xy —~ Gama(a,6,1), 0,6 >0, A €R,

se Y é uma varidvel aleatéria com fung¢ido densidade de

probabilidade  fy(x) = WIM,W)(X)' No
caso mais comum de a localiza¢do ser A = 0 escrevemos
indicando simplesmente o parametro de forma « e o pa-
rametro de dispersdo (escala) 8: Y —~ Gama(a,d), sendo
especialmente importante o caso Y —~ Gama(1,6), que cor-
responde a varidvel exponencial com escala 6. Em geral
escreve-se Y — Exponencial(9).

Se Z —~ Gaussiana(0, 1), entdo Z% tem fungdo densidade
de probabilidade

fz () = f2(V2) (VR)' = fz(= V) (= V)= 5280 g o (3),

ou seja Z2 ~ Gama %,2). Quando Pearson (1900) inven-
tou o teste do qui-quadrado, usava a notagdo X para a
Gaussiana padréo, e por isso chamou ao seu quadrado,
naturalmente, x2. Devido as propriedades aditivas das
varidveis Gama - se X —~ Gama(a,d) € Y ~ Gama(B,6)
sdo independentes, entdo X+ Y —~ Gama(a+ B,6) —
conclui-se que a soma Y =Y} ; Z? dos quadrados de
n varidveis Zy —~ Gaussiana(0,1) independentes é uma
Gama(%, 2), que desde esse trabalho pioneiro de Pearson
é usualmente denominada qui-quadrado com n graus
de liberdade, usando-se a notagdo Z%+---+Z3 ~ x2.
Observe-se que se X —~ Exponencial(1), entdo 2X —~ )(%.

Funcio Beta e variaveis aleatorias Beta
A funcdo Beta, ou integral de Euler de primeira espécie,

1
B(p,q) = / P (1 - x)1 dx,
0
toma valores finitos para quaisquer p,q > 0. Consequen-
temente,

—1(1_ -1
fxpq (%) = %H(o,n(x), p.q>0,

é uma fungédo densidade de probabilidade, e dizemos que
Xp,q — Beta(p,q). Observe-se que X;j1 —~ Uniforme(0,1),
pelo que a distribuigdo Beta (1,1) coincide com a Uniforme
padréo.

A fungdo Beta pode exprimir-se de forma simples em

termos da func¢do Gama:

M(p)Tlg) = [~ wrledx [ yrtevay

0o Z
= / / (z—t)P 117 le 2dt dz
x+ty=zJ0 JO

y=t
oo 1
= z’”*q’le’zdz/ (1 —w)Ptwi tdw
t=zw J 0
=T(p+4q)Bla,p),
ou seja, B(p,q) = rr(fzig';) = B(q,p). Por exemplo,
By =

Funcido BetaBoop e variaveis aleatérias BetaBoop
Seja

Gpapo(x) = 2P 1 (1—x)7 1 [-In(1 - x)]" " (- Inx)?"},

x €(0,1),p,9,P,Q > 0, e defina-se a fungio BetaBoop

1
B(p,q,P,Q) = /0 Gpyp,0(x) . )

Observe-se que B(p,q,1,1) = B(p,q) e que Gp4p,0(x) =
Gy,p,0p(1 — x),donde B(p,q,P,Q) = B(q, p, Q, P). Por ou-
tro lado, recorrendo a integracdo por substituicdo de vari-

avel, verifica-se que B(p,1,1,Q) = %, donde se conclui

que B(1,4,P,1) = B(q,1,1,P) = %. Por exemplo,

pr11d) = \/F.

Uma condigdo suficiente para p(p,q,P,Q) <o §é
min{p,q} + min{P, Q} > 1 (Brilhante et al., 2023). Obser-
ve-se, porém, que ndo é condi¢do necessdria, pois, para
quaisquer p, Q > 0, tem-se

f01 xP 1 (—Inx)? Tdx = %
e, para quaisquer g, P > 0, tem-se
Jo (1 =x)171 [=In(1 = x)]" ! dx = £,

Caso B(p,4,P,Q) < o,
_ Gpgrolx)
fp,q,P,Q(x) - [3(;711/ P, Q) -
BT € B Ll e TE ) W Gt L P
(1= x)1 [~ In(1 - x))P T (- Inx) 9t d

Lo,y (x)
X

)
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é uma funcdo densidade de probabilidade, deno- Observe-se que se Q = N € N, entéo
tando-se X, po — BetaBoop(p,q,P,Q) a correspon- |

dente varidvel aleatéria. Naturalmente, em vez de YN,p = Z Yl,p;k
Xp,q1,1 — BetaBoop(p,q,1,1), usamos X, ; —~ Beta(p, q)- -

Retomamos os exemplos de fungdes de varidveis uni- onde Y1 px —~ Exponencial ( ) k=1,...,N, sdo vari-
formes com notacdo mais condensada usando as funcdes dveis aleatérias independentes. Portanto
Gama, Beta e BetaBoop, comegando por registar a relacdo N
de subordinacéo estocdstica entre algumas das varidveis e d I e Tk
BetaBoop que sdo fungdes de (U, ..., U, ), com indicagdo
das respetivas fun¢des densidade de probabilidade no su- reobtendo-se assim
porte [0, 1]:

N
Xp11,n=] Uk~ BetaBoop(1,1,1,N),
BetaBoop(1,1,1,n) k—1
n Beta(1,n) Beta(kyn+1—k)  Beta(n,1)

H Uy < U, << Uk, < Upp < com a consequéncia imediata
- v /e dy
~——— n(1—x)n-1 k=1(1_xyn—k nx"=1 .
(=Inx)"-1 (=) . B(k,nfflk) Xp,l 1,0 — pC,l,l,Q/ ¢>0
T(n)

BetaBoop(1,1,n,1) 6. Mais geralmente,
n

N
<1-J]0-W). HU;/F’ ~ BetaBoop(p,1,1,N).

k=1
-

[=In(1—x)]" !

o) Assim, como jd foi referido, a média geométrica G, =

(TT¢q Uk)l/ nd n,1,1,n tem funcdo densidade de pro-
L fip(x) =pxP LIy (x) e assim, U”P = Xp1 — babilidade
Beta(p,1); para n € N, tem-se U/ & U,.,. .
fo () = s 2 (—Inx) g ()

_uyt/a ~ . -
2. 11 lLl[ Un d Bl;ta(l,q), para neN, tem-se e fungdo de distribui¢do
- = Ui
T(n,—nl
F, (x) = Tt Mg (x) + 10 ) (),

3. Uy 4 Xykni1-k — Beta(k,n+1—k), em que k e

n+ 1 — k sdo os ranks ascendente e descendente, res- onde I'(n,z) = [ x"le™*dx é a fungdo gama in-
petivamente. Observe-se que Xy.,, 4 Upeppak—1- completa superior.
) . d
4. —In ul/p —~ Exponenczal(l)' em particular, 7. ﬁ =Ty —~ Pareto(k).

—InUyp = —InUY" ~ Exponencial (%)
8. Kew = Xy fll é a varidvel aleatéria de Kuma-

raswamy com pardmetros positivos Cea.

5. Yop = —InXp110 ~ Gama(Q, %): A variavel aleatéria de Kumaraswamy generalizada
Parax € [0,00), P[~InX, 110 < x| =1-P[X11,0 < Kepapo = X;/lfp o comp,q,P,Q,¢ >0, tem fungdo
] =1-Fy1,1,0(e”™). Consequentemente a fun- densidade de probabilidade
cdo densidade de probabilidade de —InX11,0 € 1 B 41
; o AY) = gm0 S0V (1-1)
—InX,110\X) = P-1 -1
40 e [~In(1-y5)]" (=) T )
()P (=In(e™))" e Mg (1) =
rQ o) Observe-se que
pox0te Ve
r(Q) [0,00) (%) X, 11,0 = Xpe11,0 — BetaBoop(p¢,1,1,Q)
Portanto —In X;,1,1,0 — Gama (Q,% ; em particular, e que, em particular, X 1‘: =Xpg1 — Beta(pg,1) e
—InX,1 —~ Exponencial (%) e —InU —~ Exponencial(1). X}/lgl o=Xz110 ™ BeiPaBoop(ér 1,1,Q).
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4. ALGUMAS APLICACOES DE VARIAVEIS GAMA,
BETA E BETABOOP

Referimos ja o protagonismo da varidvel Uniforme em Es-
tatistica Computacional e Métodos de Monte Carlo. A fa-
milia das varidveis Beta, devido a grande diversidade de
formas das densidades Beta(p, q), veja-se a figura 3, é um
modelo muito versétil para dados com suporte limitado (e
nédo cabe aqui referir a importancia que tem em Estatistica
Bayesiana).

Quanto a familia das varidveis Gama, referimos jd a im-
portancia da subfamilia das varidveis Qui-quadrado. No
entanto, qualquer dos modelos apresentados tem outras
aplicacdes interessantes. Nesta seccdo, exemplificamos su-
cintamente o seu uso na aleatorizagdo de parametros e na
contragdo e expansdo usando varidveis com suporte [0,1],
como jd foi exemplificado na figura 2.

Modelos hierarquicos e aleatorizacdo de parametros
Aleatorizar pardmetros é uma forma interessante de fle-
xibilizar modelos. Nesse contexto, usa-se por exemplo a
distribui¢do Gama para aleatorizar um parametro de es-
cala, ou uma distribui¢do BetaBoop para aleatorizar um
pardmetro de probabilidade. Adiante usamos as notagdes
X|A e X|P, respetivamente, para representar uma varidvel
aleatéria X cuja distribui¢do de probabilidade depende de
outra varidvel aleatéria, A, com suporte [0, o), ou P, com
suporte [0, 1], respetivamente.

Para ilustrar o primeiro caso, seja X|A — Poisson(A)
em que A —~ Gama(a,d). De

oo (ko—=A ya—1g—A/6

PX =K = [ S

1 w5 \MH 5
_ v_%
k!&“l“(:x)/o (1+5y> S
T4k 1\ s\
T kiT(a) \1+6 1+6
_(atk-1 1\ &\
N k 1+6 1+6) '

., concluimos que

k=0,1,..
X ~ BinomialNegativa (zx, m).

Se X — Poisson(\), entdo var(X) = E(X) = A, e portan-
to o indice de dispersdo I(X) = Vlgr((xx))
X ~ BinomialNegativa (a, ﬁ), entdo var(X) = ad(1+6)
eE(X) = ad, peloqueoindice dedispersaoé(X) =1+ 6.
A Binomial Negativa é portanto mais dispersa e flexivel

=1, enquanto se

3.0

25 — (1,2
o
— —_— 3

15 = — (22

1.0 — (3.2
— (21)

05 — (05,05

0.2 04 0.6 08 1.0

Figura 3. Densidades de probabilidade Beta(p, q)-

do que a Poisson, ganhando por isso popularidade na
andlise de dados, nomeadamente em Bioestatistica e em
Ecologia (Johnson et al., 2005, Cap. 5, pp. 232-233).

Por outro lado, por vezes é tentador aleatorizar o pa-
rametro p que surge, por exemplo, nos modelos Binomial
e Binomial Negativo, o qual, sendo o valor de uma proba-
bilidade, toma valores entre 0 e 1. Nesse caso, podemos
desenvolver um modelo hierdrquico considerando que a
varidvel aleatéria correspondente, P, tem distribui¢do Be-
taBoop.

e Seja B|P —~ Bernoulli(P), em que P tem suporte [0,1]e
fungéo de distribuigdo Fp. Como fol pdFp(p) = E[P],
resulta

0 1
B= { 1—E[P] EI[P]

Por exemplo, se P ~ BetaBoop(1,1,1,2), entdo obtém-se
B ~ Bernoulli(}).

Note-se que, no caso em que a distribuicdo de P € si-
métrica, resulta sempre B ~ Bernoulli(%).

Podemos também observar que, se P —~ Beta(y,v), en-
tdo a probabilidade de sucesso é maior do que a probabili-
dade de insucesso se e s6 se it > v, o que é explicado pelo
facto de se ter E[P] = ;1.

e Seja X|P —~ Binomial(n, P) e P ~ Uniforme(0,1).
Como, nesse caso,

) A —p)kdp=(HBlk+1L,n+1-k) = 1y,
tem-se P[X = k] = nlﬁ, k=0,1,...,n, ouseja,

X ~ UniformeDiscreta{0,...,n}.

Observe-se que P ~ Uniforme(0,1) pode ser considerado
como informacgdo “nula” sobre o valor de p, resultando

GAZETA DE MATEMATICA -« 204



por isso equiprobabilidade discreta.
Mais geralmente, se X|P — Binomial(n, P) em que
P — Beta(,v), obtém-se

n -1 _ v—1
pe=P[X =k = (k> /01 pr1— pyrk PP B((lm? dp

_ (Z) /1 pk+;471 (1 _ p)nkarvfldp
B(u,v) Jo

(k)
= Blk+un—k+v
B(;l,l/) ( y )
T(k+p)T (n—k+v)
_ n! T(n+u+v)
THm—k | L
T(u+v)

n! Tk+uw)Tn—k+v)I'(p+v)
kin—k)!  Tm+p+v)Iry) ’

k=0,1,..,n.

Casos simples destes modelos Beta-Binomial (Johnson
et al., 2005, p. 253) sdo:

I Y LS
%, k=0,1,..,n

b)

PRl == (nn!— 0! = ;(ili)j (31; ;(]1()+r2)r(3) =
c)

ol Tk+2)T(i-k+2)T(4)
PoBeta2 2= Pe = [0 1 T s AT@TR)
6(k+1) (n—k+1)

(n+1)(n+2)(n+3)’ k=0,1,..,n.

d)
nt  Tk+3HT(n—k+1)rQa)

P~Beta(}, })== PEmn—0 T+ urHry)

Tk+3)T(n—k+3) o1
( 7 Lt e

k' (n k)

ou seja,

2%k —1\ [2n -2k —1
__n2-2n
pr=2 (k—l)(n—k—l)’

2n —1
k=1,...,.n—1 =p, =217 .
n—1,e po=pn <n71>

e Seja X|P ~ Binomial(n, P) com P ~ BetaBoop(1,1,1,2).
Usando a férmula 4.253 1 de Grashteyn and Ryzhik (1980,

p. 538),
fol P71 (1—x)1"1(~Inx)dx =

_ %B(?,q) [W(F+a) —v(5)],

onde ¥(z) = % InT(z) = %, conclui-se que

Pk=m (:_!_k)! Jo PF=p)F (~Inp)dp =
= e Blk+ L —k+1,1,2) =
=1 [ +2) —pk+1)], k=0,1,..,n.
e Seja X|P~ Geométrica(P) onde P ~ Uniforme(0,1). En-
o PX=K= [y p(1—p)tdp=B@2K = 7ty

k=1,2,...
Mais geralmente, se X|P ~ Geométrica(P) em que

P ~ Beta(u,v), tem-se

1 _ u=1(1_,\v—1
pr= Jop(1—p)t Bt dp

= L) T(tk-1)
T(v) T (pu+v+k)

Por exemplo, se y = 2 e v = 1, obtém-se

_ 2T T(3)

Pk = “Tx+3) k=1,2,....

4
k (k+1) (k+2)

e Seja X|P~ Geométrica(P) com P — BetaBoop(1,1,1,2).
Entdo, da férmula 4.253 de Gradshteynand Ryzhik (1980)
atrds transcrita, vem

pe = fy p(1—pF(~Inp)dp
,B(Z,k, 1,2)
= B(2,k) [p(2+k) —p(2)].

Como I'(z +1) = (2I(2))" = 2T"(2) + I'(2), tem-se

U(z+1) _ zI'(z) + I'(z)
I'(z+1) zI(z) zT(z)

e, consequentemente, §(z + 1) = §(z) + 1. Deduz-se en-
tdo que

P = i (900 + 1+ e — 9 (@)

Continuando a aplicar a expressdo recursiva para
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Heq -1 4
el k=12,.,

0 n-ésimo ndimero harmoénico.

1, obtém-se p; = onde H, = Z7=1 le

]

Contracdo e expansdo resultando de produtos, divi-
sOes e exponenciac¢des usando Betas ou BetaBoops
Se X e Y forem varidveis aleatérias independentes e o su-
porte de Y for [0,1] entdo o produto V = XY contrai Y,
enquanto a exponenciagio W = XY e a divisdo T = % ex-
pandem Y. Vamos dar alguns exemplos “neste vasto mun-
do de carecas e boas”, como comentou Jorge Amado no seu
capitulo de O Mistério dos MMM.*

No que se refere a contragdo devida a multiplicagdo
por BetaBoop, comegamos por apresentar um resultado su-
gestivo (Brilhante et al., 2010).

Teorema 1. Sejam X —~ Gama(x,1) e Y ~ Beta(p,a — p)
independentes, 0 < p < w. EntioW = XY —~ Gama(p,1).

Demonstragdo. Para z € (0,00),

fw(z)= Wa—p)/ ( )p 1(1_§)a—P—1ya—le—y%

zP~1 i a—p—1 —
e L v ety

Zp—1 / N 1w Zp—le—z

= —- w P e e Fdw = ————.
y—z=w I (p)T(a—p) Jo I'(p)

Para z < 0, tem-se fiy(z) = 0. O

Casos especiais:

1. Se X ~ Gama(w,1) e Y ~ Beta(a — 1,1) independen-
tes, entdo W = XY —~ Gama(a —1,1).

2. Se X ~ Gama(a,1)eY — Beta(l,a —
tes, entdo W = XY —~ Exponencial(1).

1) independen-

Tendo em conta a equivaléncia V-~ Gama(x,1) <=
eV ~ BetaBoop(1,1,1, a), obtém-se o resultado que se se-
gue.

Teorema 2. Sejam X e Y varidveis aleatorias independen-
tes, X —~ BetaBoop(1,1,1,a+1) e Y — Beta(a,1). Entdo
XY ~ BetaBoop(1,1,1, ).

Corolario 2.1. SeX ~BetaBoop(1,1,1,n+1)eY ~ Beta(n, 1)
sdo independentes, entdo XY ~ BetaBoop(1,1,1,n).
a €N,

No caso de reinterpretando em ter-

mos de produtos e estatisticas ordinais de va-
ridveis  aleatérias  uniformes independentes, se
Uy —~ Uniforme(0,1), 1 <k < n+1, independentes e in-
dependentes de U;‘ ~ Uniforme(0,1), 1 <j <mn, também

independentes, entdo
n+1 Usn d n
[Tuc)] =]Ttw
k=1 k=1

Em particular, para n = 1, resulta que se Uy, Uy, U3z forem
varidveis independentes com distribui¢do Uniforme pa-
drdo, entdo (UyU,)Ys ~ Uniforme(0,1). Este caso ilustra
expressivamente que a exponenciacdo expande a contra-
¢do operada pela multiplicagéo.

Tal como a transformada de Laplace Lx(s) = E[e™X]
é um instrumento facilitador do estudo de somas de
varidveis aleatérias positivas independentes, a trans-
Mellin Mx(s) = E[X®], que
ge numa banda vertical contendo pelo menos o eixo

formada de conver-
imagindrio, pode simplificar a identificacio de pro-
dutos de varidveis aleatérias positivas independen-
tes. Se X=0 ¢ Y>0 forem independentes, entdo
Mixy(s) = E[(XY)] = E[(X)TE[(Y)"] = Mx(s) My (s)
na intersecgdo das suas bandas de convergéncia. Por
exemplo My(s) = [; ¥’dx = e

—Inx) Q ! el4s)t 197 qp (1 Q
Jo ¥ TG —dx = f77 e e = (m)
€ uma forma simples de identificar

fx) = SR o (x)
como densidade do produto Uj---U, de n varidveis
Uniforme(0, 1) independentes.

Claro que este método s6 é ttil se conseguirmos iden-
tificar a distribuicdo do produto de transformadas de
Mellin. Por exemplo, U'/? ~ Beta(p, 1), pelo que

1 +s—1 _ _P
Jo pxptldx = S

Mul/P (S) = P

Portanto, se U 4 U, ~ Unzforme(O 1), independentes,

~ K
entdo Mui/;t u;/”( s) = = e

Note-se que nédo consegui-
mos ir mais longe do que isto se u # v. Nestas situacdes
ha que recorrer a técnica usual para determinar a densida-

de do produto de llll/” por U}/ Para z € (0,1),

[ (@) [Pl =
: P wﬂzu YA =2 M(2), p<v’
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de onde se conclui que U% /w U;/ AN BetaBoop(u,1,1,2) e

1/ 1
ulﬂuz/VA/c SH < V.

vopigt 21

Por outro lado,

Q 1 _ _
MXp/l,l,Q (S) = W fo xs+p 1 (—lnx)Q 1dx

_ 02 rQ _ (L)Q
T(Q) (p+s)Q p+s

e, consequentemente,

d g 1/p
Xp110=[[U'", p>0Q€eN.
k=1

A transformada de Mellin de X, ; —~ Beta(p,q) é

B(ptsq) _ T(p+s) T(p+q)
Mx,, () = @Z)q - Frzp)s F(ﬂfrqis)'

< d .
Observe-se a contragdo X 4 Xp-11 = Xp-1,4+1 pPOis

_ T(pts) T(p+q) -1
M, () Mx, ., (s) = FIZP)S F(Piqis) p51+s

L(pts—1) T(p—1+q+1)
T(p—1) TI(p—1+g+1+s)

= M Xp—l,q+1 (S)

Como Uy — Beta(k,1), com transformada de Mellin

_k _ B(k+s21
Muy, () = g5 = é(k,l)), tem-se

H B(k+s,1) ﬁ kT(k+s)

U7y “UTx+s+y

— T(1+s) T(2+s) T(3+s) .. _T(nts)
T U T(2+4s) T(3+s) T'(4+s) T(1+n+s)

I'(1+5s)
I(1+n+s)

_ B(14s,n)
~ B(L,n)

= !
= My, (s).

Consequentemente
n
d
H Upx = U,
k=1

que exibe de forma muito expressiva a contragdo que re-
sulta de multiplicar por varidveis com suporte [0,1] - o
produto de méximos tem a distribui¢do do minimo! Ob-
serve-se ainda que

n+k

d d
U1 Uknpk = [ [Ujj = Upsnsr:
j=1

No que se refere a expansdo que resulta da divisdo por uma
varidvel aleatéria com suporte [0, 1], exemplificamos com a
classica varidvel Slash e com o quociente de X —~ Gama(a, 1)
por U — Uniforme(0, 1), independentes.

Em estudos de robustez (Hoaglin et al.,, 1992) é mui-
to usada a varidvel Gaussiana Dividida ("Slash”), que é
a varidvel Z — Gaussiana(0,1) dividida pela varidvel
U ~ Uniforme(0,1), com Z e U independentes. Esta varid-
vel tem funcdo densidade de probabilidade

F2() = [ ol fuly) vy
u

QRLIPCN W L S
e = —e = se x

0 V2 yay V2 a2 0 V2 mx?

1 1 (2] 1 ’

/7 dy:7<y—} = sex =0

0 \/Zny V2n\2], 2V2nm

e ao dividir por valores de (0, 1) estamos a obter caudas mui-
to mais pesadas do que as da Gaussiana (que, a despropésito
se diga, é a varidvel de caudas mais leves na classe das leis
infinitamente divisiveis’, ver figura 4(a)).
Um outro exemplo simples ¢é Y = %, com
X ~ Gama(x,1) e U ~ Uniforme(0, 1) independentes. Para
€ (0,00),

v(2) = [ fxlzu) fulw) u]du
B 1 (Zu)a—le—zu

—/ Tudu
et e w dw
:zu/o Ta) z z

_r(e+1z)
o T(a)z2

g

*Novela policial em 10 capftulos, coordenada por Jodo Condé e escrita
por |0 mestres da lingua e da imaginagdo,Viriato Correa, Dinah Silveira de
Queiroz, Lucio Cardoso, Herberto Sales, Jorge Amado, José Condé, Jodo
Guimardes Rosa, Antonio Callado, Origenes Lessa e Rachel de Queiroz,
cada um tentando dificultar mais a tarefa do escritor do capftulo seguinte.
Foi editada em Portugal com a chancela de Livros do Brasil. — neste caso
carecas serdo os modelos U e as boas a Beta e a BettaBoop.

* Obviamente esta expressao tem que ser interpretada assumindo que

Uia = Ui, U = max{ls, Un},  Us3 = max{Us1, Uz, Uz},
Unn = max{Upy1, ..., Usp}, com as varidveis Up, j=1,.., n,
k=1,..., J independentes entre si.

# As distribui¢Ses infinitamente divisiveis sem fatores primos e as distribui-
¢Ses indecomponiveis sdo os tijolos da aritmética das probabilidades, pois
o teorema da fatorizagdo de Khinchine estabelece que qualquer distri-
buicdo P admite ser decomposta como P = Py ® P, no semigrupo de
convolugdo, sendo Py infinitamente divisivel sem fatores indecomponiveis
e ‘P, degenerada ou representavel como convolugao finita ou numerdvel
de distribuicdes indecomponiveis.
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onde y(a,z) = foz w* e %dw é a fungdo Gama incom-
pleta inferior, ver figura 4(b).

Para quem seja curioso e masoquista indicamos um
recente trabalho de Z6rnig (2019) em que com grande ge-
neralidade se investiga o resultado da divisdo por vari-
dveis Beta — e fica o desafio da divisdo por BetaBoop. Por
exemplo, se X —~ Beta(p,1) e Y —~ BetaBoop(1,1,1,n) sdo
independentes, tem-se

— Gaussiana(0,1)
~— Dividida

-4 =2 [ 2 il

@

0.5

— X ~Gama(2,1)
— y=X
u

2 — X~ Beta(3,1)

— X
25 v Y —~ BetaBoop(1,1,1,2)

Figura 4. Expansdo que resulta da divisdo por uma varidvel
aleatdria com suporte [0,1].

pzr!

min 1,%
@ = O Cingrray

pzr ! !
{ T Blp+1,1,1n) = T N<z<1
S et /°° ~(pHwgn-lgqy = P2 T InZ 7)o ’
T(n) lnze wdw (P+1)"F(Tl) 221

caso este que se ilustra na figura 4(c).
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