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1. Introdução
A avaliação do que é mais provável ajuda-nos a tomar 
decisões, por exemplo, no contexto de seleção de estra-
tégias ou de apostas. Por outro lado, os valores de pro-
babilidade muito baixa de caudas extremas são usados 
para eventualmente falsear hipóteses. Nesta perspetiva, 
as variáveis aleatórias Uniformes podem parecer quase 
inúteis, porque a equiprobabilidade não apoia tomadas 
de decisão e, numa visão ingénua, o modelo Uniforme 
parece ser apenas um exemplo que permite exemplifi-
car de forma simples o cálculo da função de distribui-
ção e de momentos.

Mas a simplicidade do modelo Uniforme padrão 
(isto é, com localização 0 e dispersão 1), que denota-
mos U _ Uniforme(0, 1), e que tem função densidade 
de probabilidade fU(x) = I[0,1](x), dá-lhe o estatuto 
privilegiado de poder ser usado para obter números 
aleatórios de um modelo X _ FX  usando a função de 
distribuição inversa generalizada: F 

X (U) _ FX , em 
que F 

X (u) = inf{x: FX(x) ≥ u}, sendo FX  a função de 
distribuição da variável aleatória X . Este resultado 
inverso do teorema da transformação uniformizante, 
FX(X) = U _ Uniforme(0, 1), que permitiu o desenvol-
vimento explosivo da Estatística Computacional e dos 
Métodos de Monte Carlo, é apresentado na Secção 2, 

onde a equiprobabilidade é também discutida. 
Na Secção 3 são referidas funções de variáveis ale-

atórias Uniformes independentes, observando-se que 
as suas funções densidade de probabilidade apresen-
tam frequentemente potências de x , 1 � x e � ln x. Este 
facto motiva-nos a apresentar as funções Gama e Beta 
de Euler, bem como a extensão não trivial BetaBoop da 
função Beta, que simplificam a definição de famílias im-
portantes de variáveis aleatórias.

Na Secção 4 exploramos sumariamente o papel de 
variáveis Gama, Beta e BetaBoop na aleatorização de pa-
râmetros em modelos hierárquicos e na contração por 
multiplicação, ou na expansão por divisão ou exponen-
ciação.

 
2. Equiprobabilidade e o Modelo 
Uniforme
A experiência aleatória que consiste no lançamento de 
uma moeda equilibrada uma única vez tem dois resulta-
dos possíveis correspondentes à saída de face e à de coroa, 
que representamos por F e C, respetivamente. A esta ex-
periência aleatória podemos associar a variável aleatória 
Bernoulli

( 1
2
)
, B : {C, F} −! {0, 1} usando a notação 

B =

⇢
0 1
1
2

1
2
,

que modela equiprobabilidade dicotómica.
Da repetição sucessiva desta experiência aleatória 

resulta a sequência infinita {Bk}•
k=1 de variáveis ale-

atórias independentes e identicamente distribuídas 
Bk _ Bernoulli

( 1
2
)
, a qual pode ser usada para represen-

tar a expansão binária de números em [0, 1],

U = 0.B1B2B3 · · · =
•

Â
k=1

Bk

2k ,

que curiosamente mostra que a variável aleatória con-
tínua U _ Uniforme(0, 1) é a soma de infinitas variáveis 

aleatórias discretas Bk
2k . Borel (1909) usou este contexto1 

Devido ao teorema da transfor-
mação uniformizante, a vari-

ável aleatória Uniforme tem grande 
protagonismo em Estatística. Depois 
da apresentação sumária de variáveis 
aleatórias que são funções de variá-
veis independentes com distribuição 
Uniforme padrão, nomeadamente 
Gamas, Betas e BetaBoops, ilustra-
mos o seu papel  na construção de 
novos modelos, por aleatorização de 
parâmetros ou resultando da contra-
ção por multiplicação, ou da expan-
são por divisão ou exponenciação.

1 Obviamente ω =

��
�=1

B�
2

� =

�∞
�=1

B�
2

�  em que B� = 1 mas 

B�+1

= B�+2

= · · · = 0, admite também a expansão de Bernoulli infinita 

ω =

�∞
�=1

B∗�
2

� =

��
�=1

B�
2

�  em que B∗� ≡ B� , � = 1� ���� � − 1, B∗� = 0, 

B∗�+1

= B∗�+2

= · · · = 1� pois 
�∞

�=�+1

B∗�
2

� =

�∞
�=�+1

1

2

� =

1

2

�+1

�∞
�=0

1

2

�

=

1

2

�+1

1

1− 1

2

=

 1

2

� =

B�
2

� . Por isso descartamos as expansões “degenera-

das”, i.e. finitas, que constituem um conjunto com medida de Lebesgue 0, 

a fim de ter uma relação bijetiva entre o conjunto �  de expansões de 

Bernoulli infinitas e {� : � ∈ (0� 1]}.
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para enunciar o princípio de Borel, que foi uma constru-
ção pioneira e rigorosa de probabilidade contínua2: 

Princípio de Borel: Seja B o conjunto das sequências de 
Bernoulli observáveis no lançamento de uma moeda equi-
librada. Denote-se E um acontecimento que pode ocorrer 
numa de tais sequências e BE o subconjunto de B que 
corresponde ao acontecimento E. A probabilidade de E é 
l{BE}, em que l é a medida de Lebesgue.

Uma vez que a medida de Lebesgue é invariante para 
translações, tem-se P[x < U  x + D] = D quaisquer que 
sejam D 2 (0, 1) e x 2 [0, 1 − D), o que justifica dizer que a 
variável aleatória U é Uniforme, no sentido em que modela 
equiprobabilidade contínua em [0, 1]. Assim, se x 2 [0, 1], 
então P[0 < U  x] = x, implicando que a função de dis-
tribuição de U é FU(x) = x I[0,1)(x) + I[1,•)(x) e, portanto, 

U _ Uniforme(0, 1) () fU(x) = I[0,1](x),

em que fU  é a função densidade de probabilidade da va-
riável aleatória U.

É imediato que se  
. De facto, isto é o caso especial µ = 1 e 

q = �1 de X = µ + q U _ Uniforme(a, b), µ, q 2 R, com 
função densidade de probabilidade fX(x) = 1

|q| I[a,b](x), 
em que a = min {µ, µ + q} e b = max {µ, µ + q}. 

 A propriedade mais relevante da variável aleatória 
U _ Uniforme(0, 1) é o teorema da transformação unifor-
mizante (Fisher, 1932).

Teorema (transformação uniformizante). Seja X uma va-
riável aleatória contínua com função de distribuição FX. 
Então FX(X) = U _ Uniforme(0, 1).

Demonstração. O suporte de Y = FX(X) é [0, 1]. Denotando 
F 

X (u) = inf {x : FX(x) ≥ u} a inversa generalizada 
de FX, para y 2 [0, 1], tem-se 

 , ou seja, 


Exemplo 1: Seja X _ Exponencial(1), i.e. X é uma va-
riável aleatória com função densidade de probabili-
dade fX(x) = e�x I[0,•)(x) e função de distribuição 
FX(x) = (1 � e�x) I[0,•)(x). Então

1 � e�X _ Uniforme(0, 1).

Consequentemente, também e�X _ Uniforme(0, 1).

 Ao testar uma hipótese nula H0 contra uma alternati-

va unilateral à direita usando uma estatística de teste T, o 
valor-p, p = P[T > Tobs.|H0 verdadeira] é uma observação 
de uma variável aleatória Uniforme padrão. Com toda a 
generalidade, a uniformidade dos valores-p é uma conse-
quência do teorema da transformação uniformizante.

 O enunciado recíproco (transformação uniformizan-
te inversa) é a base de um método elementar para gerar 
amostras de números pseudoaleatórios de uma popula-
ção X com função de distribuição FX a partir de pseudoa-
leatórios de Uniforme padrão. 

 
Teorema (transformação uniformizante inversa). Seja U
uma variável aleatória Uniforme em [0, 1]. Então, F 

X (U)

é uma variável aleatória com função de distribuição FX . 

Demonstração. F 
X (u) = inf {x : FX(x) ≥ u}, pelo que 

{u : F 
X (u)  x} = {u : u  FX(x)}) = FX(x){u : F 

X (u)  x} = {u : u  FX(x)}) = FX(x) . 

Exemplo 2: Do Exemplo 1 conclui-se que se 
U _ Uniforme(0, 1), então � ln U _ Exponencial(1). 

 A variável aleatória Uniforme(0, 1) estabelece assim 
uma ponte entre duas variáveis aleatórias X e Y, no sen-
tido em que FX = F 

X (FY) e FY = F 
Y (FX). Devido ao de-

senvolvimento explosivo da Estatística Computacional,  
a Uniforme passou a ser um dos modelos mais estudados, 
veja-se Johnson et al. (1995, Cap. 26). 

3. Funções de Variáveis Uniformes e 
de Sucessões de Variáveis Uniformes 
Independentes e Identicamente 
Distribuídas — Variáveis Aleatórias 
Gama, Beta e BetaBoop
Além de F 

X (U) = X _ FX, que, como referimos já no 
Exemplo 2, mostra que � ln U _ Exponencial(1), outras 
transformações imediatas de U _ Uniforme(0, 1) são:

 f 1
U
(x) = 1

x2 I[1,•)(x), e F 1
U
(x) =

(
1 � 1

x
)
I[1,•)(x), ou 

seja, 1
U _ Pareto(1).

Recorde-se que      

   pelo que f 1
X
(x) = 1

x2 fX

⇣
1
x

⌘
.

 fU1/p(x) = p xp�1 I(0,1)(x), p > 0. Observe-se que 
� ln U1/p _ Exponencial

( 1
p
)
.

De FU1/p(x) = P[U1/p  x] = P[U  xp] = xp no intervalo (0, 1],  
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tem-se  fU1/p(x) = p xp�1 I(0,1)(x); e, para x > 0,  
de se ter 
F− ln U1/p(x) = P[− ln U1/p  x] = P[U ≥ e−px] = 1 − e−px, 

resulta f� ln U1/p(x) = p e�pxI(0,•)(x).

 f1�U1/q(x) = q (1 � x)q�1 I(0,1)(x), q > 0. Observe-
-se que Kx,q = (1 � U1/q)1/x  é a variável aleatória de 
Kumaraswamy (1980) com parâmetros positivos x  e q, 
usada, por exemplo, na modelação da percentagem da 
quantidade de água em reservatórios, cuja função de 
distribuição é 

FKx,q(x) = [1 � (1 � xx)q] I[0,1)(x) + I[1,•)(x)

e cuja função densidade de probabilidade é

fKx,q(x) = x q xx�1 (1 � xx
)q�1

I(0,1)(x). 

Por outro lado, é fácil calcular a função densidade de pro-
babilidade de somas, de produtos e de estatísticas ordinais 
de (U1, . . . , Un), em que Uk _ Uniforme(0, 1), k = 1, . . . , n, 
são independentes. 

Somas: Partindo da função densidade de probabilida-
de da soma de duas variáveis independentes com distri-
buição Uniforme padrão

e analogamente, para a soma de n variáveis independen-
tes, U1, . . . , Un, com distribuição Uniforme padrão, tem-se 

obtendo-se, após alguns cálculos,
 

fÂn
k=1 Uk

(z) =  

=
1

(n � 1)!

" bzc

Â
k=0

(�1)k
✓

n
k

◆
(max{0, z � k})n�1

#
I[0,n](z),

2 O paradoxo de Bertrand (1889, pp. 5-6.), determinando valores diferen-
tes para a probabilidade de uma corda “ao acaso” ter maior comprimento 
do que o raio de uma circunferência, mostrou os limites do recurso à 
intuição na Teoria da Probabilidade, e foi decerto uma das motivações de 
Hilbert para, na sua alocução no Congresso Mundial de Matemática de 
1900, indicar que um dos principais problemas em aberto em Matemática 
seria proceder a uma construção axiomática rigorosa da Probabilidade 
(6.º problema de uma lista de 23; no Congresso de Paris apenas apresen-
tou dez problemas, incluindo o da fundamentação rigorosa da Probabili-
dade). O problema apenas foi resolvido em 1933 por Kolmogorov (1933). 
Anote-se que Diogo Pacheco d’Amorim, na sua tese de doutoramento 
(Pacheco d’Amorim, 1914, republicada em Mendonça et al., 2007), tentou 
fazer uma construção rigorosa da Probabilidade com base no conceito de 
lançamento ao acaso, aparentemente sem conhecer o trabalho de Borel. 
Como já era sabido do paradoxo de Bertrand, este ponto de partida que 
lhe parece intuitivo e inquestionável leva-o a estabelecer resultados absur-
dos, como, por exemplo, que deixando cair uma corda ao acaso num pla-
no, a distância entre os extremos da corda é 0, sem se aperceber de que 
a sua construção de probabilidade contínua, dobrando repetidamente um 
segmento, acaba num único ponto. Veja-se como o problema deveria ser 
abordado com renormalização em Santos (2008).

Figura 1. Funções densidade de probabilidade de 
�

3

�=1

U�   
e da Gaussiana com os mesmos valor médio e desvio padrão.

onde bzc é o maior inteiro não superior a z. 
Intragável? Sim, mas felizmente a aproximação  

(teorema limite central) Ân
k=1 Uk ⇡ X _ Gaussiana

⇣
n
2 ,
q

n
12

⌘
 

é muito boa, mesmo para valores bastante moderados de 
n, como se ilustra na figura 1.

A função densidade de probabilidade da média arit-
mética Un = 1

n Ân
k=1 Uk é então 

 

Produtos: Partindo da função densidade de probabilidade 
do produto de duas variáveis independentes com distri-

g 2
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buição Uniforme padrão,

e analogamente, para o produto de n variáveis indepen-
dentes, U1, . . . , Un, com distribuição Uniforme padrão, 
tem-se

consequentemente,

f’n
k=1 Uk

(z) =
(� ln z)n�1

(n � 1)!
I(0,1](z) .

Assim, a função densidade de probabilidade da média ge-
ométrica Gn = (’n

k=1 Uk)
1/n de variáveis independentes 

com distribuição Uniforme padrão é 

fGn(x) =
nn

(n � 1)!
xn�1 (� ln x)n�1 I(0,1](x).

É interessante anotar que se definirmos o mode-
lo hierárquico U _ Uniforme(0, U), obtém-se  

  e, portanto, U d
=U1U2, 

com U1
d
=U2 _ Uniforme(0, 1) independentes. Mais geral-

mente, definindo recursivamente U0 _ Uniforme(0, 1), 
Uk _ Uniforme (0,Uk�1), k = 1, . . . , n, obtém-se 

 ou seja, temos o produto de n variá-
veis independentes com distribuição Uniforme padrão, 

i.e. Un
d
=

n

’
k=1

Uk . 

Divisão: A função densidade de probabilidade da divisão 
(“Slash”) de variáveis U1

d
=U2 _ Uniforme(0, 1) indepen-

dentes é

Exponenciação: Seja W = UU2
1 ; então � ln W = U2(� ln U1) 

tem função densidade de probabilidade 

  

onde E1(x) =
R •

x
e�t

t dt é a função integral exponencial 
(Abramowitz and Stegun, 1972, Cap. 5, p. 228). Conse-
quentemente, a função densidade de probabilidade de 
W = UU2

1  é, para w 2 (0, 1), 

onde li(x) = ’
x

0

dt
ln t

, x > 0,  é a função integral logarítmica. 

Na figura 2 as funções densidade de probabilidade de 
XU d

=� ln W  em (a) e U1U2 em (b) ilustram a contração 
quando se multiplica por uma variável com suporte [0, 1], 
e a função densidade de probabilidade de W = UU2

1  exibe 
a expansão ao usar um expoente com suporte [0, 1]. 

Estatísticas Ordinais: Seja (X1, . . . , Xn) um vetor ale-
atório de n variáveis aleatórias independentes e iden-
ticamente distribuídas com uma variável aleatória X
e (X1:n, . . . , Xn:n) o correspondente vetor de estatísticas 
ordinais ascendentes. Para cada i 2 {1, . . . , n}, o aconte-
cimento x < Xi:n  x + dx, com dx ⇡ 0, ocorre se e só se 
i � 1 das n variáveis forem inferiores ou iguais a x, uma 
das outras n � (i � 1) estiver entre x e x + dx e as restan-
tes n � i  variáveis forem superiores a x + dx. Portanto,

P[x < Xi:n  x + dx] =

=

✓
n

i − 1

◆
(P[X  x])i−1

✓
n − i + 1

1

◆
P[x < X  x + dx] (P[X > x + dx])n−i

=

✓
n

i − 1

◆
(P[X  x])i−1

✓
n − i + 1

1

◆
P[x < X  x + dx] (P[X > x + dx])n−i

=
n!

(i � 1)! (n � i)!
Fi�1

X (x)[FX(x + dx)� FX(x)][1 � FX(x + dx)]n�i.

 
 

=
n!

(i � 1)! (n � i)!
Fi�1

X (x)[FX(x + dx)� FX(x)][1 � FX(x + dx)]n�i.

Dividindo por dx e fazendo dx ! 0+, obtém-se a função 
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densidade de probabilidade pretendida:

fXi:n(x) = lim
dx!0

P[x < Xi:n  x + dx]
dx

  
               

=
n!

(i � 1)! (n � i)!
Fi�1

X
(x)

  

lim
dx!0

FX(x + dx)− FX(x)
dx

[1 − FX(x + dx)]n−i

               
=

n!
(i � 1)! (n � i)!

[FX(x)]i�1 [1 � FX(x)]n�i fX(x).
  

No caso de a população parente ser Uniforme padrão, 
tem-se FU(x) = x I[0,1)(x) + I[1,•)(x) e, portanto, 

 
fUk:n(x) =

n!
(k � 1)! (n � k)!

xk�1(1 � x)n�k I[0,1](x). 

Em particular, no que se refere ao mínimo e ao máximo, 

fU1:n(x) = n(1 � x)n�1 I[0,1](x) 

e fUn:n(x) = n xn�1 I[0,1](x).
Nas funções densidade de probabilidade acima apa-

recem potências de x, 1 � x, � ln x, pelo que podemos 
simplificar substancialmente as notações com as funções 
Gama e Beta de Euler e ainda com a função BetaBoop, a 
definir adiante, que generaliza a Beta. Para mais informa-
ção sobre as funções Gama e Beta consulte-se Whittaker 
and Watson (2013, Cap. XII), Erdélyi et al. (1953, Cap. 1) e 
Abramowitz and Stegun (1972, Cap. 6). 

Função Gama e variáveis aleatórias Gama
A função Gama, ou integral de Euler de segunda espécie, 

 G(a) =
Z •

0
xa�1 e�x dx ,

toma valores finitos para qualquer a > 0.
No que se refere a valores interessantes da função 

Gama, começamos por recordar a expressão iterativa que 
se obtém integrando por partes: 

G(a) =
✓

xa

a
e�x

�•

0
+

Z •

0

xa

a
e�x dx

=
G(a + 1)

a
() G(a + 1) = a G(a),

e como  conclui-se que  

Por outro lado, 

⇥
G
� 1

2
�⇤2

=
Z •

0
x�

1
2 e�x dx

Z •

0
y�

1
2 e�y dy

 
=

x=u2

y=v2

4
Z •

0

Z •

0
e�(u2+v2)du dv

 
 

 
=

u=r cos q

v=r sen q

4
Z p

2

0
dq

Z •

0
r e�r2

dr = p,

donde G
⇣

1
2

⌘
=

p
p  e, para   

 

Figura 2. Contração (respetivamente expansão) ao multiplicar (respetivamente exponenciar) por Uniforme(0� 1). 
(Note-se que XY ≺ X  se e só se FXY (�) ≥ FX (�), com desigualdade estrita para alguns valores � .)

b) U
1

� U
2

� Uniforme(0� 1)

, independentes.

U
1

U
2

≺ U
1

≺ UU
2

1

.
a) X � Exponencial(1)

, U � Uniforme(0� 1)

, independentes. 
XU ≺ X
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Como G(a) > 0 para a > 0, observa-se de imediato 

que fXa(x) = xa�1 e�x

G(a) I[0,•)(x), a > 0, é uma função densi-

dade de probabilidade. Usamos a notação Xa _ Gama(a).
Mais geralmente, dizemos que

 Y = l + dXa _ Gama(a, d, l), a, d > 0, l 2 R, 

se Y é uma variável aleatória com função densidade de 

probabilidade  No 
caso mais comum de a localização ser l = 0 escrevemos 
indicando simplesmente o parâmetro de forma a e o pa-
râmetro de dispersão (escala) d: Y _ Gama(a, d), sendo 
especialmente importante o caso Y _ Gama(1, d), que cor-
responde à variável exponencial com escala d. Em geral 
escreve-se Y _ Exponencial(d). 

Se Z _ Gaussiana(0, 1), então Z2 tem função densidade 
de probabilidade 

  , 

ou seja . Quando Pearson (1900) inven-
tou o teste do qui-quadrado, usava a notação c para a 
Gaussiana padrão, e por isso chamou ao seu quadrado, 
naturalmente, c2. Devido às propriedades aditivas das 
variáveis Gama – se X _ Gama(a, d) e Y _ Gama(b, d) 
são independentes, então X + Y _ Gama(a + b, d) – 
conclui-se que a soma Y = Ân

k=1 Z2
k  dos quadrados de 

n variáveis Zk _ Gaussiana(0, 1) independentes é uma 
Gama

( n
2 , 2

)
, que desde esse trabalho pioneiro de Pearson 

é usualmente denominada qui-quadrado com n graus 
de liberdade, usando-se a notação Z2

1 + · · ·+ Z2
n _ c2

n.  
Observe-se que se X _ Exponencial(1), então 2X _ c2

2. 

Função Beta e variáveis aleatórias Beta
A função Beta, ou integral de Euler de primeira espécie, 

 B(p, q) =
Z 1

0
xp�1(1 � x)q�1dx , 

toma valores finitos para quaisquer p, q > 0. Consequen-
temente,

fXp,q(x) = xp�1 (1�x)q�1

B(p,q) I(0,1)(x),   p, q > 0,  

é uma função densidade de probabilidade, e dizemos que 
Xp,q _ Beta(p, q). Observe-se que X1,1 _ Uniforme(0, 1), 
pelo que a distribuição Beta (1,1) coincide com a Uniforme 
padrão.

A função Beta pode exprimir-se de forma simples em 

termos da função Gama:

ou seja, B(p, q) = G(p) G(q)
G(p+q) = B(q, p). Por exemplo, 

B
( 1

2 , 1
2
)
= p.

 
Função BetaBoop e variáveis aleatórias BetaBoop
Seja 

, 

  e defina-se a função BetaBoop 

b(p, q, P, Q) =
Z 1

0
Gp,q,P,Q(x)dx.                  (1)

Observe-se que b(p, q, 1, 1) = B(p, q) e que 
 donde b(p, q, P, Q) = b(q, p, Q, P). Por ou-

tro lado, recorrendo a integração por substituição de vari-

ável, verifica-se que b(p, 1, 1, Q) = G(Q)
pQ , donde se conclui 

que b(1, q, P, 1) = b(q, 1, 1, P) = G(P)
qP . Por exemplo,

 b
⇣

p, 1, 1, 1
2

⌘
=

q
p
p . 

Uma condição suficiente para b(p, q, P, Q) < • é 
min{p, q}+ min{P, Q} > 1 (Brilhante et al., 2023). Obser-
ve-se, porém, que não é condição necessária, pois, para 
quaisquer p, Q > 0, tem-se

R 1
0 xp�1 (� ln x)Q�1 dx = G(Q)

pQ

 
e, para quaisquer q, P > 0, tem-se

R 1
0 (1 � x)q�1 [� ln(1 � x)]P�1 dx = G(P)

qP . 

Caso b(p, q, P, Q) < •, 

 (2)
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Observe-se que se Q = N 2 N , então

YN,p
d
=

N

Â
k=1

Y1,p;k

onde Y1,p;k _ Exponencial
⇣

1
p

⌘
, k = 1, . . . , N, são vari-

áveis aleatórias independentes. Portanto 
 

e�YN,p d
=

N

’
k=1

e�Y1,p;k

reobtendo-se assim

 
com a consequência imediata

X1/x
p,1,1,Q

d
= Xpx,1,1,Q, x > 0. 

6.   Mais geralmente,
 N

’
k=1

U1/p
k _ BetaBoop(p, 1, 1, N).

 

Assim, como já foi referido, a média geométrica 
 tem função densidade de pro-

babilidade

fGn(x) = nn

G(n) xn�1(� ln x)n�1 I(0,1](x)

 e função de distribuição 

FGn(x) = G(n,�n ln x)
G(n) I(0,1)(x) + 1 I[1,•)(x),

onde G(n, z) =
R •

z xn�1e�xdx é a função gama in-
completa superior. 

7.    1
Uk:k

d
= Tk _ Pareto(k). 

8. Kx;a = X1/x
1,a,1,1 é a variável aleatória de Kuma-

raswamy com parâmetros positivos x  e a.
A variável aleatória de Kumaraswamy generalizada 
Kx;p,q,P,Q = X1/x

p,q,P,Q, com p, q, P, Q, x > 0, tem função 
densidade de probabilidade

 

Observe-se que 

X1/x
p,1,1,Q

d
= Xpx,1,1,Q _ BetaBoop(px, 1, 1, Q)

 

e que, em particular, X1/x
p,1

d
= Xpx,1 _ Beta(px, 1) e  

X1/x
1,1,1,Q

d
= Xx,1,1,Q _ BetaBoop(x, 1, 1, Q).

é uma função densidade de probabilidade, deno-
tando-se Xp,q,P,Q _ BetaBoop(p, q, P, Q) a correspon-
dente variável aleatória. Naturalmente, em vez de 
Xp,q,1,1 _ BetaBoop(p, q, 1, 1), usamos Xp,q _ Beta(p, q). 

Retomamos os exemplos de funções de variáveis uni-
formes com notação mais condensada usando as funções 
Gama, Beta e BetaBoop, começando por registar a relação 
de subordinação estocástica entre algumas das variáveis 
BetaBoop que são funções de (U1, . . . , Un), com indicação 
das respetivas funções densidade de probabilidade no su-
porte [0, 1]: 

1.    fU1/p(x) = p xp�1 I[0,1](x) e, assim,  
; para n 2 N, tem-se U1/n d

= Un:n.

2.   1 � U1/q _ Beta(1, q); para n 2 N, tem-se
1 � U1/n d

= U1:n.

3.   Uk:n
d
= Xk,n+1�k _ Beta(k, n + 1 � k), em que k e 

n + 1 � k  são os ranks ascendente e descendente, res-
petivamente. Observe-se que Xk:n

d
= Uk:n+k�1. 

4.   � ln U1/p _ Exponencial
( 1

p
)
; em particular, 

 

5.   YQ,p = � ln Xp,1,1,Q _ Gama
(
Q, 1

p
)
:

Para x 2 [0, •),     
 Consequentemente a fun-

ção densidade de probabilidade de � ln Xp,1,1,Q é 

f� ln Xp,1,1,Q(x) =

pQ

G(Q)
(e�x)p�1 (

� ln(e�x)
)Q�1 e�x I[0,•)(x) =

 
pQ xQ�1 e�px

G(Q)
I[0,•)(x).

Portanto � ln Xp,1,1,Q _ Gama
⇣

Q, 1
p

⌘
; em particular, 

  e  

(0,1)

N
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4. Algumas aplicações de variáveis Gama, 
Beta e BetaBoop 
Referimos já o protagonismo da variável Uniforme em Es-
tatística Computacional e Métodos de Monte Carlo. A fa-
mília das variáveis Beta, devido à grande diversidade de 
formas das densidades Beta(p, q), veja-se a figura 3, é um 
modelo muito versátil para dados com suporte limitado (e 
não cabe aqui referir a importância que tem em Estatística 
Bayesiana). 
Quanto à família das variáveis Gama, referimos já a im-
portância da subfamília das variáveis Qui-quadrado. No 
entanto, qualquer dos modelos apresentados tem outras 
aplicações interessantes. Nesta secção, exemplificamos su-
cintamente o seu uso na aleatorização de parâmetros e na 
contração e expansão usando variáveis com suporte [0,1], 
como já foi exemplificado na figura 2.

Modelos hierárquicos e aleatorização de parâmetros
 Aleatorizar parâmetros é uma forma interessante de fle-
xibilizar modelos. Nesse contexto, usa-se por exemplo a 
distribuição Gama para aleatorizar um parâmetro de es-
cala, ou uma distribuição BetaBoop para aleatorizar um 
parâmetro de probabilidade. Adiante usamos as notações 
X|L e X|P , respetivamente, para representar uma variável 
aleatória X cuja distribuição de probabilidade depende de 
outra variável aleatória, L, com suporte [0, •), ou P, com 
suporte [0, 1], respetivamente. 

Para ilustrar o primeiro caso, seja X|L _ Poisson(L) 
em que L _ Gama(a, d). De 

k = 0, 1, . . . , concluímos que

X _ BinomialNegativa
⇣

a, 1
1+d

⌘
. 

Se X _ Poisson(l),  então var(X) = E(X) = l, e portan-
to o índice de dispersão I(X) = var(X)

E(X)
= 1, enquanto se 

X _ BinomialNegativa
⇣

a, 1
1+d

⌘
, então var(X) = ad(1 + d)

e E(X) = ad, pelo que o índice de dispersão é I(X) = 1 + d. 
A Binomial Negativa é portanto mais dispersa e flexível 

do que a Poisson, ganhando por isso popularidade na 
análise de dados, nomeadamente em Bioestatística e em 
Ecologia (Johnson et al., 2005, Cap. 5, pp. 232-233). 

Por outro lado, por vezes é tentador aleatorizar o pa-
râmetro p que surge, por exemplo, nos modelos Binomial 
e Binomial Negativo, o qual, sendo o valor de uma proba-
bilidade, toma valores entre 0 e 1. Nesse caso, podemos 
desenvolver um modelo hierárquico considerando que a 
variável aleatória correspondente, P, tem distribuição Be-
taBoop. 
 

 •   Seja  B|P _ Bernoulli(P), em que P tem suporte [0, 1] e 
função de distribuição FP. Como 

R 1
0 p dFP(p) = E[P], 

resulta

B =

⇢
0 1

1 � E[P] E[P] . 

Por exemplo, se P _ BetaBoop(1, 1, 1, 2), então obtém-se 
B _ Bernoulli

( 1
4
)
.

Note-se que, no caso em que a distribuição de P é si-
métrica, resulta sempre B _ Bernoulli

( 1
2
)
.

Podemos também observar que, se P _ Beta(µ, n), en-
tão a probabilidade de sucesso é maior do que a probabili-
dade de insucesso se e só se µ > n, o que é explicado pelo 
facto de se ter E[P] = µ

µ+n.
 

 •   Seja X|P _ Binomial(n, P) e P _ Uniforme(0, 1).  
Como, nesse caso,

(n
k)
R 1

0 pk(1 � p)n�k dp = (n
k) B(k + 1, n + 1 � k) = 1

n+1, 

tem-se P[X = k] = 1
n+1 , k = 0, 1, . . . , n, ou seja, 

X _ UniformeDiscreta{0, . . . , n}

Observe-se que P _ Uniforme(0, 1) pode ser considerado 
como informação “nula” sobre o valor de p, resultando 

Figura 3. Densidades de probabilidade Beta(�� �)

.

.
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por isso equiprobabilidade discreta. 
Mais geralmente, se X|P _ Binomial(n, P) em que  

P _ Beta(µ, n), obtém-se
 

Casos simples destes modelos Beta-Binomial (Johnson 
et al., 2005, p. 253) são: 

a) 

b)

c)

d)

ou seja,

 pk = 22�2n
✓

2k � 1
k � 1

◆✓
2n � 2k � 1

n � k � 1

◆
,

k = 1, . . . , n � 1, e  p0 = pn = 21�2n
✓

2n � 1
n � 1

◆
.

• Seja X|P _ Binomial(n, P) com P _ BetaBoop(1, 1, 1, 2). 
Usando a fórmula 4.253 1 de Grashteyn and Ryzhik (1980, 
p. 538), 

onde y(z) = d
dz ln G(z) = G0(z)

G(z) , conclui-se que 

 
• Seja XP _ Geométrica(P) onde P _ Uniforme(0, 1). En-
tão P[X = k] =

R 1
0 p (1 � p)k�1 dp = B(2, k) = 1

k (k+1), 
k = 1, 2, . . .

Mais geralmente, se XP _ Geométrica(P) em que 
P _ Beta(µ, n), tem-se

Por exemplo, se µ = 2 e n = 1, obtém-se

• Seja XP _ Geométrica(P) com P _ BetaBoop(1, 1, 1, 2). 
Então, da fórmula 4.253 de Gradshteynand Ryzhik (1980) 
atrás transcrita, vem 

Como G0(z + 1) =
(
zG(z)

)0
= z G0(z) + G(z), tem-se 

G0(z+1)
G(z+1) = z G0(z)

z G(z) + G(z)
z G(z)

e, consequentemente, y(z + 1) = y(z) + 1
z. Deduz-se en-

tão que 

pk =
1

k (k+1)

h
y(k) + 1

k +
1

k+1 � y(2)
i
.

Continuando a aplicar a expressão recursiva para 

X|P _ Binomial(n, P)

X|P _ Binomial(n, P)

X|P _ Binomial(n, P)
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y, obtém-se pk =
Hk+1�1
k(k+1) , k = 1, 2, ..., onde Hn = Ân

j=1
1
j  é  

o n-ésimo número harmónico. 
 
Contração e expansão resultando de produtos, divi-
sões e exponenciações usando Betas ou BetaBoops
Se X e Y forem variáveis aleatórias independentes e o su-
porte de Y for [0, 1], então o produto V = XY  contrai Y, 
enquanto a exponenciação W = XY e a divisão T = X

Y  ex-
pandem Y. Vamos dar alguns exemplos “neste vasto mun-
do de carecas e boas”, como comentou Jorge Amado no seu 
capítulo de O Mistério dos MMM.3   

No que se refere a contração devida a multiplicação 
por BetaBoop, começamos por apresentar um resultado su-
gestivo (Brilhante et al., 2010). 

Teorema 1. Sejam X _ Gama(a, 1) e Y _ Beta(p, a � p)
 independentes, 0 < p < a. Então W = XY _ Gama(p, 1).

Demonstração.  Para z 2 (0, •), 

Para z  0, tem-se fW(z) = 0. �

Casos especiais:

1.   Se X _ Gama(a, 1) e Y _ Beta(a � 1, 1) independen-
tes, então W = XY _ Gama(a � 1, 1).

2.   Se X _ Gama(a, 1) e Y _ Beta(1, a � 1) independen-
tes, então W = XY _ Exponencial(1).

Tendo em conta a equivalência  
, obtém-se o resultado que se se-

gue.

Teorema 2. Sejam X e Y variáveis aleatórias independen-
tes, X _ BetaBoop(1, 1, 1, a + 1) e Y _ Beta(a, 1). Então 
XY _ BetaBoop(1, 1, 1, a).

Corolário 2.1. Se  e 
são independentes, então XY _ BetaBoop(1, 1, 1, n).

No caso de a 2 N, reinterpretando em ter-

mos de produtos e estatísticas ordinais de va-
riáveis aleatórias uniformes independentes, se 
Uk _ Uniforme(0, 1), 1  k  n + 1, independentes e in-
dependentes de U⇤

j _ Uniforme(0, 1), 1  j  n, também 
independentes, então

 

 
n+1

’
k=1

Uk

!U⇤
n:n

d
=

n

’
k=1

Uk.

Em particular, para n = 1, resulta que se U1, U2, U3 forem 
variáveis independentes com distribuição Uniforme pa-
drão, então (U1U2)

U3 _ Uniforme(0, 1). Este caso ilustra 
expressivamente que a exponenciação expande a contra-
ção operada pela multiplicação.

Tal como a transformada de Laplace LX(s) = E[e�sX ]

é um instrumento facilitador do estudo de somas de 
variáveis aleatórias positivas independentes, a trans-
formada de Mellin MX(s) = E[Xs], que conver-
ge numa banda vertical contendo pelo menos o eixo 
imaginário, pode simplificar a identificação de pro-
dutos de variáveis aleatórias positivas independen-
tes. Se X � 0 e Y � 0 forem independentes, então 
MXY(s) = E[(XY)s] = E[(X)s]E[(Y)s] = MX(s)MY(s)
na intersecção das suas bandas de convergência. Por 
exemplo MU(s) =

R 1
0 xsdx = 1

1+s e 

R 1
0 xs (� ln x)Q�1

G(Q)
dx =

R •
0 e(1+s)t tQ�1

G(Q)
dt =

⇣
1

1+s

⌘Q

 é uma forma simples de identificar

 f (x) = (� ln x)Q�1

G(Q)
I(0,1](x) 

como densidade do produto U1 · · ·Un de n variáveis 
Uniforme(0, 1) independentes.

Claro que este método só é útil se conseguirmos iden-
tificar a distribuição do produto de transformadas de 
Mellin. Por exemplo, U1/p _ Beta(p, 1), pelo que 

M
U1/p (s) =

R 1
0 p xp+s�1dx = p

p+s .

Portanto, se U1
d
=U2 _ Uniforme(0, 1), independentes, 

então M
U

1/µ

1 U1/n
2

(s) = µ
µ+s

n
n+s. Note-se que não consegui-

mos ir mais longe do que isto se µ 6= n. Nestas situações 
há que recorrer à técnica usual para determinar a densida-
de do produto de U1/µ

1  por U1/n
2 . Para z 2 (0, 1), 

 



27O Fascinante Mundo da Uniforme e das Suas Parentes  •  Maria de Fátima Brilhante, Maria Ivette Gomes,  
Sandra Mendonça e Dinis Pestana

de onde se conclui que U1/µ
1 U1/µ

2 _ BetaBoop(µ, 1, 1, 2) e
 

Por outro lado,  

e, consequentemente, 

Xp,1,1,Q
d
=

Q

’
k=1

U1/p
k , p > 0, Q 2 N .

A transformada de Mellin de Xp,q _ Beta(p, q) é

MXp,q(s) =
B(p+s,q)

B(p,q) = G(p+s)
G(p)

G(p+q)
G(p+q+s). 

Observe-se a contração Xp,q Xp�1,1
d
= Xp�1,q+1, pois 

Como Uk:k _ Beta(k, 1), com transformada de Mellin 

MUk:k (s) =
k

k+s = B(k+s,1)
B(k,1) , tem-se

Consequentemente 

n

’
k=1

Uk:k
d
=U1:n4, 

que exibe de forma muito expressiva a contração que re-
sulta de multiplicar por variáveis com suporte [0, 1] – o 
produto de máximos tem a distribuição do mínimo! Ob-
serve-se ainda que 

U1:k�1 Uk:n+k
d
=

n+k

’
j=1

Uj:j
d
= U1:n+k

. 

No que se refere à expansão que resulta da divisão por uma 
variável aleatória com suporte [0, 1], exemplificamos com a 
clássica variável Slash e com o quociente de X _ Gama(a, 1) 
por U _ Uniforme(0, 1), independentes. 

Em estudos de robustez (Hoaglin et al., 1992) é mui-
to usada a variável Gaussiana Dividida ("Slash"), que é 
a variável Z _ Gaussiana(0, 1) dividida pela variável 
U _ Uniforme(0, 1), com Z e U independentes. Esta variá-
vel tem função densidade de probabilidade 

e ao dividir por valores de (0, 1) estamos a obter caudas mui-
to mais pesadas do que as da Gaussiana (que, a despropósito 
se diga, é a variável de caudas mais leves na classe das leis 
infinitamente divisíveis5, ver figura 4(a)).

Um outro exemplo simples é Y = X
U, com  

X _ Gama(a, 1) e U _ Uniforme(0, 1) independentes. Para 
z 2 (0, •),
 

3 Novela policial em 10 capítulos, coordenada por João Condé e escrita 
por 10 mestres da língua e da imaginação, Viriato Correa, Dinah Silveira de 
Queiroz, Lúcio Cardoso, Herberto Sales, Jorge Amado, José Condé, João 
Guimarães Rosa, Antonio Callado, Orígenes Lessa e Rachel de Queiroz, 
cada um tentando dificultar mais a tarefa do escritor do capítulo seguinte. 
Foi editada em Portugal com a chancela de Livros do Brasil.  – neste caso 
carecas serão os modelos U e as boas a Beta e a BettaBoop. 

4 Obviamente esta expressão tem que ser interpretada assumindo que 
U

1:1

= U
11

�  U
2:2

= max{U
21

� U
22

}�  U
3:3

= max{U
31

� U
32

� U
33

},...,
U�:� = max{U�1

� ���� U��}, com as variáveis U�� ,

 � = 1� � � � � �,

� = 1� � � � � � , independentes entre si.

5 As distribuições infinitamente divisíveis sem fatores primos e as distribui-
ções indecomponíveis são os tijolos da aritmética das probabilidades, pois 
o teorema da fatorização de Khinchine estabelece que qualquer distri-
buição �  admite ser decomposta como � = �

1

⊗ �
2

 no semigrupo de 
convolução, sendo �

1

 infinitamente divisível sem fatores indecomponíveis 
e �

2

 degenerada ou representável como convolução finita ou numerável 
de distribuições indecomponíveis.
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Figura 4. Expansão que resulta da divisão por uma variável 
aleatória com suporte [0,1].

onde g(a, z) =
R z

0 wa�1e�wdw é a função Gama incom-
pleta inferior, ver figura 4(b). 

Para quem seja curioso e masoquista indicamos um 
recente trabalho de Zörnig (2019) em que com grande ge-
neralidade se investiga o resultado da divisão por vari-
áveis Beta – e fica o desafio da divisão por BetaBoop. Por 
exemplo, se X _ Beta(p, 1) e Y _ BetaBoop(1, 1, 1, n) são 
independentes, tem-se
 

caso este que se ilustra na figura 4(c).
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