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1. INTRODUCAO

Consideraremos o conjunto dos ndmeros inteiros nio
negativos (naturais) denotado por Z; = {0,1,2,3,...},
e por conveniéncia diremos apenas que # é um nimero
(natural) para todoon € Z.

Seja n um nuimero ndo nulo no sistema
posicional decimal (base 10), com k+1 algarismos,
e escrito  na forma n=a;...a1a9, isto  §,
n=ag-10k+a,_1 - 1061 4. 441 - 101 + ag,
a; € D= {0,1,“' ,8,9}euk 7&0.

Considere ainda o ntimero ' também com 0s mesmos

em que

k + 1 algarismos (e a mesma quantidade de algarismos),
da forma n' =apay_y...aja) obtido do nimero n
permutando (alternando ou trocando a posigdo de) os
seus algarismos, isto é, a; (0<j<k) éigual a algum
a; (0 <i < k). Por exemplo os numeros 2024, 2042, 2204,
2240, 4022, 4202 e 4220 sdo ntimeros com quatro algarismos
obtidos pela permutacido dos algarismos do nimero 2024.
Um estudo sobre propriedades dos niimeros permutados,
nimeros obtidos pela permutagdo dos algarismos de um

numero fixo, pode ser encontrado em [4, 6].

Defini¢ao 1.1. Sejam n e ny niimeros permutados distintos.
Seny for multiplo den, entdo estes nimeros sdo chamados
permuiltiplos.

Exemplo 1.2. Os ntimeros 102564 e 410256 sao
permiiltiplos, visto que 410256 =4 -102564 (veja [2]).

N este trabalho vamos estudar
pares de niimeros inteiros
positivos 1 e 11 formados pelos mesmos

algarismos, e tais que 7 seja um divisor

de 17, denominados permultiplos.

Por exemplo, n = 1089, n1 = 9801 sdo
permultiplos, visto que 9801 = 9. 1089 e
sdo formados pelos mesmos algarismos,

quais sejam: 0, 1, 8 e 9.

Os nimeros 21978 e 87912 também sdo permdiiltiplos, pois
87912 = 4 - 21978 (veja [15, 16]). Da mesma forma, além
de 1089 e 9801, os niimeros 10989 e 98901 sdo permiiltiplos,
pois 98901 = 9 - 10989 (veja [11, 12, 16]).

O termo permiiltiplo foi usado por Holt (2015) e é
uma justaposigdo das palavras permutacdo e multiplo.
Nos interessantes trabalhos [11, 12], Holt exibe alguns
exemplos e também apresenta propriedades acerca de
alguns numeros palintuplos (palindromos e multiplos) na
base 10 e noutras bases.

Nestas notas, 0 nosso interesse é mostrar como gerar
ou encontrar outros nimeros permiiltiplos, apresentando
uma forma, ou um procedimento, para obter e construir
outros (infinitos) ndmeros nesta classe.

2. NUMEROS PERMULTIPLOS CONCATENADOS
Primeiramente vamos introduzir e utilizar a notagdo
11k, que representa o niimero 1 concatenado ou justaposto
k vezes. Por exemplo, se n=2024 e k=23 entdo
20243 = 202420242024.

Nesta sec¢do inicialmente tomamos um ndmero 7, e
realizamos a concatenagdo (ou justaposi¢do) deste niumero
kvezes(k>1).

Aplicando o principio de indugdo matemdtica em
k > 1, mostra-se que:

Lema 2.1. [9] Seja n um niimero com t > 1 algarismos.

Entdo o niimero 7, concatenado k vezes é escrito na forma

n[k]:nxlO(k’l)t+~~-+n><102t+n><10t+n.

Exemplo 2.2. Sendo n = 142857 um nimero com seis
algarismos e 2 < k < 4, temos que:

1428575 = 142857142857 = 142857 x 100 + 142857

1428575 = 142857142857142857
= 142857 x 102 + 142857 x 10° + 142857;

142857y = 142857 x 10'8 + 142857 x 10'2
1142857 x 10° + 142857,
O exemplo a seguir explora, em cada k-etapa
de concatenagdo, o que ocorre quando n e n’' forem
permdltiplos.

Exemplo 2.3. Tomando n = 142857, n' = 428571 com
3-n = n’, e usando os resultados obtidos no exemplo 2.2,
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obtemos que:

3142857}y = 3(142857 x 10° + 142857)
= 3-142857 x 10° + 3 - 142857
= 428571 x 10° + 428571 = 428571, .

Por outro lado,

31428573 = 3(142857 x 10'* + 142857 x 10° + 142857)
=3-142857 x 10'2 + 3 - 142857 x 10° + 3 - 142857

= 428571 x 10'% 4 428571 x 10° + 428571
= 4285713 .

De igual maneira, obtém-se que 3 - 1428574 = 428571(y).

O exemplo anterior pode ser generalizado pelo
seguinte resultado.

Teorema 2.4. Sejam n e n' = r-n nimeros permiiltiplos
comt > 1 algarismos. Entdo os nimeros n enfk] também
sdo permuiltiplos para todo o k > 1.

Demonstragio. Para k = 1 verifica-se o resultado, visto
quen’ =r-n.

Admitindo que o resultado é valido para algum k > 1,
mostraremos que o resultado também é valido para k + 1.
Segue do lema 2.1 que

n[k+1] =n- 10kt + ﬂ[k] .

Assim,

T r(n-10% +npy)

e r-nxlOkt—i—rn[k]
hip ind
T 107 + ”/[k]

= "Ek+1] ‘

3. NUMEROS PERMULTIPLOS CONCATENADOS
ALTERNADOS
Agora vamos usar a notagdo 71, que representa o
numero #n concatenado ou justaposto k vezes, alternado
por, ou acrescido de, um algarismo 0 entre cada elemento
n concatenado. Por exemplo, se n = 2024 e k = 3 entdo
20243 1) = 20240202402024.

Nesta sec¢do inicialmente tomamos um ndmero 7,
e realizamos a concatenagdo alternada por 0 deste
numero k vezes (k > 1). Aplicando o principio de indugéo

matemdtica em k > 1, mostra-se que:

Lema 3.1. Seja n um niimero comt > 1 algarismos. Entdo
o0 numero ny 1) € escrito na forma

Miq) =1 % 100D oy 10M2 1 x 10T 4

Exemplo 3.2. Sendo n = 21978 um niimero com cinco
algarismos e 2 < k < 4, temos que:

21978y 1) = 21978021978 = 21978 x 10° + 21978 ;
219783,y = 21978021978021978
= 21978 x 10'2 421978 x 10° 4 21978 ;
21978y 1) = 21978 x 10'® 421978 x 10'% + 21978 x 10° + 142857 .

Sabendo que n = 21978 e n' = 87912 sdo permultiplos
com4-n = n', tem-se:

421978 1 = 4(21978 x 10° + 21978)
=4.21978 x 10° + 4 - 21978
= 87912 % 10° + 87912 = 87912, ; .

Por ultimo,

42197847 = 4(21978 x 10'® 421978 x 10"
421978 x 10° 4 21978)

= 87912 x 10'® + 87912 x 10'?
+87912 x 10° + 87912

De maneira recursiva, podemos generalizar este tipo de
concatenagdo alternada para qualquer quantidade de
zeros, mesmo para uma quantidade distinta de zeros em
cada bloco.

Considere
Z, =200...00 com r > 0.
N——
r vezes
Assim, dados os inteiros k,rq,...,7¢_1, a concatenagdo
alternada por zeros define-se por:
|

ko1 etar] = nZy n...nZpnZeyn.

Mais uma vez, aplicando o principio de indugdo
matemadtica em k, mostra-se que:

Lema 3.3. Sejan um nimero comt > 1 algarismos. Entao
0 NUMero Ny, _1,. | € escrito na forma
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Mlore 1] = nx 10k D+ (rea+-Fra+r) 4.

41 x 10HT2H 4 x 1001 40

Claramente o lema 3.1 é uma especificagdo do lema 3.3
quandory =rnp =...=r_1 =1

Exemplo 3.4. Os niimeros n = 10989 e n’ = 98901 sdo
permultiplos com cinco algarismos e 9 - n = n’. Assim,

10989, 31 = 1098900010989 = 10989 x 108 4 10989.
Por outro lado,

109893 45 = 109890000109890000010989
= 10989 x 10" + 10989 x 101 + 10989 .

Assim

9109893 = 9(10989 x 10% + 10989) = 9890153 ,
como também

9-10989(3,45 = 9- (10989 x 10" + 10989 x 10'° 4 10989)
= 98901[3[4/5].

Os exemplos 3.2 e 3.4 podem ser generalizados pelo
seguinte resultado.

Teorema 3.5. Sejam n e n’ = s-n niimeros permiiltiplos
com t > 1 algarismos. Entdo os numeros N, . ,] €
n/[k o] também sao permuiltiplos para todo o k > 1.

Demonstragdo. Para k = 2 temos que
n =nZnn = 10871 4o/
2] = Mrn=nX +n

assim.
=s(n x 1071 +n)
s-nx101 5.1

— nl % 1Ot+r1 + 1’1/

5 Mn]

li
Mo -

e obtemos o resultado.

Admitindo que é vélido o resultado para algum k > 2,
mostraremos que o resultado também é vélido para k + 1.
Vejamos que

Lem3.3 kt+(rgtri_q+-+ra+ry)
Mkt rgqer]  — X 10 +n[krr1/~-,"k71 :

Assim,

— kt+(rg+rg_q o Fratr
S Mkt L gyert] s(nx 10 (it 2tn) 4 n[k,rl,m,rk,l])

—s.nx lOkt+(rk+rk,1+~~+r2+r1) +s- n[k,rl,m,rk,l]

hip ind Kt-+(r ’
— k1 +etratr)
= nx10 + 1]

’

= n[k+1,rk,rk,1,...,r1] .

4. LISTAGEM DE NUMEROS PERMULTIPLOS
Nesta secgdo vamos apresentar um pequeno apontamento
acerca dos nimeros permdultiplos sem concatenagdo, na
verdade um apanhado de vdrios resultados envolvendo
estes niimeros sem uma preocupacao com a justificagdo de
tais factos. Também faremos na tabela 1 uma catalogacao
de trabalhos, ou bancos de questdes, em que apareceram
nimeros permultiplos, sem que tal signifique uma
primazia ou originalidade.

Ball [1] observa, sem justificar ou conceituar, que
9801 = 9 -1089.

Barros [2] mostra a rela¢do entre os numeros 102564
e 410256, verificando que 410256 = 4 - 102564. Apresenta
ainda a seguinte questdo: dado um ntmero inteiro
positivo n com k algarismos, se transladarmos o algarismo
da unidade para a posi¢do de maior ordem (primeira
posicdo a esquerda), que condigdes devemos estabelecer
para que o nimero 1’ seja multiplo de n? Carvalho e
Costa [5] apresentam um estudo da questdo proposta
em [2], exibindo os nimeros permultiplos da forma
n= 9b%, sendo Ry =11---11 uma repunidade,
be{23,...,9} e de{19,29,39,49,59,69,79,89} um
divisor de R;. Por exemplo, parab = 3, obtém-se o ntimero
primo d = 29. Como 29 divide Ryg, tem-se

_ 27 X Rzg
T
ny = 3103448275862068965517241379 = 3 x N.

= 1034482758620689655172413793,

[10] e Moreira [13] exibem ntimeros

que possuem a propriedade de ser mdltiplos de um

Gardner

ndmero inicial fixo, e todos os ntimeros sdo obtidos pela
permutacéo ciclica dos algarismos daquele ndmero inicial.
Enquanto Gardner [10] o faz de uma forma mais lidica ou
por curiosidade aritmética, Moreira [13] justifica a conexdo
com os restos na divisdo euclidiana por um ndmero primo
p, com foco na preparacao de estudantes para competigdes
olimpicas em matemdtica. Neste dltimo, ressaltamos que
alguns ntimeros sdo permultiplos admitindo o algarismo
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inicial 0.
Holt [11, 12] cunha o termo

permdltiplo, bem como exibe exemplos e apresenta

Como dissemos,

propriedades acerca de alguns destes niimeros na base 10
e noutras bases.

Webster e Williams [16] “catalogam” uma subclasse
dos permultiplos, os divisores reversos, um inteiro que
é divisor do seu nuimero reverso (o ndmero obtido pela
inversdo da posi¢do dos seus algarismos, assim o reverso
de 23 é 32). Por exemplo, os permultiplos 1089 e 9801
sdo divisores reversos. Para n > 3, mostram que todos
os divisores reversos sdo do tipo 11(10"~2 —1) (tipo ),
2-11(10""2 —1) (tipo II), e concatenagdo de niimeros do
tipo I. Por exemplo, 1089 e 10989, e os seus respetivos
reversos, sdo do tipo I, enquanto 2178 =2-1089 e
21978 = 2-10989, e os seus respetivos reversos, sdo do
tipo II. Conclui-se ainda deste trabalho que hd divisores
reversos (permultiplos) com qualquer quantidade k de
algarismos, para k > 4.

Por fim, Costa e Santos [8] mostram que os niimeros
do tipo I, apresentados por Webster e Williams [16], sdo
nimeros madgicos de Ball (resultado de um algoritmo
que aparece em Ball [1], sendo 1089 um exemplo). Por
conseguinte, os nimeros do tipo II sdo o dobro de um
ntimero de Ball.

Na tabela 1,
permdltiplos sem concatenacdo, e o(s) trabalho(s) que

apresentamos alguns nimeros

estes niimeros apareceram e podem ser consultados.

5. CONSIDERAGOES
Esperamos que este trabalho desperte a curiosidade sobre
esta interessante classe de niimeros inteiros.

Na forma de desafio ou com foco em competi¢des
matemadticas, pode propor-se um problema similar a
estudantes. Por exemplo, dado um nimero n com k
algarismos, qual a condicdo ou as condigdes, para que o
namero 1, formado por uma permutagdo dos algarismos
de 1, seja um mdltiplo de n? Esta foi a motivagdo inicial da
nossa pesquisa.

Pensando nesta situagdo-problema e aplicando as
técnicas e os procedimentos vistos em [2, 5, 8, 11], obtemos
trés pares de nimeros permultiplos (sem concatenagio):

7 -1014492753623188405797 = 7101449275362318840579
8-1012658227848 = 8101265822784

9 -10112359550561797752808988764044943820224719
= 91011235955056179775280898876404494382022471 .

Sendo este o objeto de pesquisa do trabalho de concluséo
de curso (em preparagdo) da segunda autora e que poderd
ser explorado num trabalho futuro.
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