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Os números 21978 e 87912 também são permúltiplos, pois 
87912 = 4 · 21978 (veja [15, 16]). Da mesma forma, além 
de 1089 e 9801, os números 10989 e 98901 são permúltiplos, 
pois 98901 = 9 · 10989 (veja [11, 12, 16]). 

O termo permúltiplo foi usado por Holt (2015) e é 
uma justaposição das palavras permutação e múltiplo. 
Nos interessantes trabalhos [11, 12], Holt exibe alguns 
exemplos e também apresenta propriedades acerca de 
alguns números palíntuplos (palíndromos e múltiplos) na 
base 10 e noutras bases.

Nestas notas, o nosso interesse é mostrar como gerar 
ou encontrar outros números permúltiplos, apresentando 
uma forma, ou um procedimento, para obter e construir 
outros (infinitos) números nesta classe. 

2. NÚMEROS PERMÚLTIPLOS CONCATENADOS
Primeiramente vamos introduzir e utilizar a notação 
n[k], que representa o número n concatenado ou justaposto 
k vezes. Por exemplo, se n = 2024 e k = 3 então 
2024[3] = 202420242024. 

Nesta secção inicialmente tomamos um número n, e 
realizamos a concatenação (ou justaposição) deste número 
k vezes (k → 1 ). 

Aplicando o princípio de indução matemática em 
k → 1, mostra-se que:

Lema 2.1. [9] Seja n um número com t → 1 algarismos. 
Então o número n, concatenado k vezes é escrito na forma

n[k] = n → 10(k↑1)t + · · ·+ n → 102t + n → 10t + n . 

Exemplo 2.2. Sendo n = 142857  um número com seis 
algarismos e 2 → k → 4, temos que: 

142857[2] = 142857142857 = 142857 → 106 + 142857  ;

142857[3] = 142857142857142857

= 142857 → 1012 + 142857 → 106 + 142857;

142857[4] = 142857 → 1018 + 142857 → 1012

 +142857 → 106 + 142857. 
O exemplo a seguir explora, em cada k-etapa 

de concatenação, o que ocorre quando n e n→ forem 
permúltiplos. 

Exemplo 2.3. Tomando n = 142857 , n→ = 428571 com 
3 · n = n→, e usando os resultados obtidos no exemplo 2.2, 

Neste trabalho vamos estudar 
pares de números inteiros 

positivos n e n1 formados pelos mesmos 
algarismos, e tais que n seja um divisor 
de n1, denominados permúltiplos. 
Por exemplo, n = 1089, n1 = 9801 são 
permúltiplos, visto que 9801 = 9. 1089 e 
são formados pelos mesmos algarismos, 
quais sejam: 0, 1, 8 e 9.

1. INTRODUÇÃO
Consideraremos o conjunto dos números inteiros não 
negativos (naturais) denotado por Z+ = {0, 1, 2, 3, . . .}, 
e por conveniência diremos apenas que n é um número 
(natural) para todo o n → Z+. 

Seja n um número não nulo no sistema 
posicional decimal (base 10), com k + 1 algarismos, 
e escrito na forma n = ak . . . a1a0, isto é, 
n = ak · 10k + ak→1 · 10k→1 + · · ·+ a1 · 101 + a0, em que 
ai → D = {0, 1, · · · , 8, 9} e ak →= 0.

Considere ainda o número n→ também com os mesmos 
k + 1 algarismos (e a mesma quantidade de algarismos), 
da forma n→ = ak→ ak→↑1 . . . a→1a→0, obtido do número n 
permutando (alternando ou trocando a posição de) os 
seus algarismos, isto é, a→j (0 ↑ j ↑ k) é igual a algum 
ai (0 → i → k). Por exemplo os números 2024, 2042, 2204, 
2240, 4022, 4202 e 4220 são números com quatro algarismos 
obtidos pela permutação dos algarismos do número 2024. 
Um estudo sobre propriedades dos números permutados, 
números obtidos pela permutação dos algarismos de um 
número fixo, pode ser encontrado em [4, 6].

Definição 1.1. Sejam n e n1 números permutados distintos. 
Se n1 for múltiplo de n, então estes números são chamados 
permúltiplos.

Exemplo 1.2. Os números 102564 e 410256 são 
permúltiplos, visto que 410256 = 4 · 102564 (veja [2]).  
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obtemos que: 

3 · 142857[2] = 3(142857 → 106 + 142857)

= 3 · 142857 → 106 + 3 · 142857

= 428571 → 106 + 428571 = 428571[2] .

Por outro lado,

3 · 142857[3] = 3(142857 → 1012 + 142857 → 106 + 142857)

= 3 · 142857 → 1012 + 3 · 142857 → 106 + 3 · 142857

= 428571 → 1012 + 428571 → 106 + 428571
= 428571[3] .

De igual maneira, obtém-se que 3 · 142857[4] = 428571[4].

O exemplo anterior pode ser generalizado pelo 
seguinte resultado.

Teorema 2.4. Sejam n e n→ = r · n números permúltiplos 
com t → 1 algarismos. Então os números n[k] e n→

[k] também 
são permúltiplos para todo o k → 1.

Demonstração. Para k = 1 verifica-se o resultado, visto 
que n→ = r · n.

Admitindo que o resultado é válido para algum k → 1, 
mostraremos que o resultado também é válido para k + 1. 
Segue do lema 2.1 que

n[k+1] = n · 10kt + n[k] . 

Assim,

 r · n[k+1] = r(n · 10kt + n[k])

= r · n → 10kt + r · n[k]
hip ind
= n→ ↑ 10kt + n→

[k]

= n→
[k+1] .



3. NÚMEROS PERMÚLTIPLOS CONCATENADOS 
ALTERNADOS
Agora vamos usar a notação n[k,1], que representa o 
número n concatenado ou justaposto k vezes, alternado 
por, ou acrescido de, um algarismo 0 entre cada elemento 
n concatenado. Por exemplo, se n = 2024 e k = 3 então 
2024[3,1] = 20240202402024. 

Nesta secção inicialmente tomamos um número n,  
e realizamos a concatenação alternada por 0 deste 
número k vezes (k → 1). Aplicando o princípio de indução 

matemática em k → 1, mostra-se que:

Lema 3.1. Seja n um número com t → 1 algarismos. Então 
o número n[k,1] é escrito na forma

n[k,1] = n → 10(k↑1)t+(k↑1) + · · ·+ n → 102t+2 + n → 10t+1 + n .
 

Exemplo 3.2. Sendo n = 21978 um número com cinco 
algarismos e 2 → k → 4, temos que: 

21978[2,1] = 21978021978 = 21978 → 106 + 21978 ;

21978[3,1] = 21978021978021978

= 21978 → 1012 + 21978 → 106 + 21978 ;

21978[4,1] = 21978 → 1018 + 21978 → 1012 + 21978 → 106 + 142857 .

Sabendo que n = 21978 e n→ = 87912 são permúltiplos 
com 4 · n = n→, tem-se: 

 
4 · 21978[2,1] = 4(21978 → 106 + 21978)

= 4 · 21978 → 106 + 4 · 21978

= 87912 → 106 + 87912 = 87912[2,1] .

Por último,

 4 · 21978[4,1] = 4(21978 → 1018 + 21978 → 1012

                                           +21978 → 106 + 21978)

                       
= 87912 → 1018 + 87912 → 1012 

                                                   
+87912 → 106 + 87912 

                      = 87912[4,1] .

De maneira recursiva, podemos generalizar este tipo de 
concatenação alternada para qualquer quantidade de 
zeros, mesmo para uma quantidade distinta de zeros em 
cada bloco. 

Considere 
Zr = 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸

r vezes
 com r → 0. 

Assim, dados os inteiros k, r1, . . . , rk→1, a concatenação 
alternada por zeros define-se por:

n[k,rk→1,...,r2,r1]
= nZrk→1 n . . . nZr2 nZr1 n . 

Mais uma vez, aplicando o princípio de indução 
matemática em k, mostra-se que:

Lema 3.3. Seja n um número com t → 1 algarismos. Então 
o número n[k,rk→1,...,r1]

 é escrito na forma
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n[k,rk→1,...,r1]
= n↑10(k→1)t+(rk→1+···+r2+r1) + · · ·

+ n ↑ 102t+r2+r1 + n ↑ 10t+r1 + n .

Claramente o lema 3.1 é uma especificação do lema 3.3 
quando r1 = r2 = . . . = rk→1 = 1.

Exemplo 3.4. Os números n = 10989 e n→ = 98901 são 
permúltiplos com cinco algarismos e 9 · n = n→. Assim,

10989[2,3] = 1098900010989 = 10989 → 108 + 10989.

Por outro lado,

10989[3,4,5] = 109890000109890000010989

= 10989 → 1019 + 10989 → 1010 + 10989 .

Assim
9 · 10989[2,3] = 9(10989 → 108 + 10989) = 98901[2,3] , 

como também
 

9 · 10989[3,4,5] = 9 · (10989 → 1019 + 10989 → 1010 + 10989)

= 98901[3,4,5].

Os exemplos 3.2 e 3.4 podem ser generalizados pelo 
seguinte resultado.

Teorema 3.5. Sejam n e n→ = s · n números permúltiplos 
com t → 1 algarismos. Então os números n[k,r1,...,rk→1]

 e 
n
→
[k,r1,...,rk↑1]

 também são permúltiplos para todo o k → 1.

Demonstração. Para k = 2 temos que
 
n[2,r1]

= nZr1 n = n → 10t+r1 + n
, 

assim.
s · n[2,r1]

= s(n → 10t+r1 + n)

= s · n → 10t+r1 + s · n

= n↑ → 10t+r1 + n↑

= n
↑
[2,r1]

,

e obtemos o resultado.

Admitindo que é válido o resultado para algum k → 2, 
mostraremos que o resultado também é válido para k + 1. 
Vejamos que

n[k+1,rk ,rk→1,...,r1]
Lem 3.3
= n ↑ 10kt+(rk+rk→1+···+r2+r1) + n[k,r1,...,rk→1]

.

Assim,

 

s · n[k+1,rk ,rk→1,...,r1]
= s(n ↑ 10kt+(rk+rk→1+···+r2+r1) + n[k,r1,...,rk→1]

)

 = s · n → 10kt+(rk+rk↑1+···+r2+r1) + s · n[k,r1,...,rk↑1]

 
 hip ind

= n→ ↑ 10kt+(rk+rk↓1+···+r2+r1) + n
→
[k,r1,...,rk↓1]

 
 = n

→
[k+1,rk ,rk↑1,...,r1]

.


4. LISTAGEM DE NÚMEROS PERMÚLTIPLOS
Nesta secção vamos apresentar um pequeno apontamento 
acerca dos números permúltiplos sem concatenação, na 
verdade um apanhado de vários resultados envolvendo 
estes números sem uma preocupação com a justificação de 
tais factos. Também faremos na tabela 1 uma catalogação 
de trabalhos, ou bancos de questões, em que apareceram 
números permúltiplos, sem que tal signifique uma 
primazia ou originalidade. 

Ball [1] observa, sem justificar ou conceituar, que 
9801 = 9 · 1089.

Barros [2] mostra a relação entre os números 102564 
e 410256, verificando que 410256 = 4 · 102564. Apresenta 
ainda a seguinte questão: dado um número inteiro 
positivo n com k algarismos, se transladarmos o algarismo 
da unidade para a posição de maior ordem (primeira 
posição à esquerda), que condições devemos estabelecer 
para que o número n→ seja múltiplo de n? Carvalho e 
Costa [5] apresentam um estudo da questão proposta 
em [2], exibindo os números permúltiplos da forma 
n = 9b Rk

d , sendo Rk = 11 · · · 11 uma repunidade, 
b → {2, 3, . . . , 9} e d → {19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89} um 
divisor de Rk . Por exemplo, para b = 3, obtém-se o número 
primo d = 29. Como 29 divide R28, tem-se

n =
27 → R28

29
= 1034482758620689655172413793,

n1 = 3103448275862068965517241379 = 3 → N.

Gardner [10] e Moreira [13] exibem números 
que possuem a propriedade de ser múltiplos de um 
número inicial fixo, e todos os números são obtidos pela 
permutação cíclica dos algarismos daquele número inicial. 
Enquanto Gardner [10] o faz de uma forma mais lúdica ou 
por curiosidade aritmética, Moreira [13] justifica a conexão 
com os restos na divisão euclidiana por um número primo 
p, com foco na preparação de estudantes para competições 
olímpicas em matemática. Neste último, ressaltamos que 
alguns números são permúltiplos admitindo o algarismo 
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inicial 0.
Como dissemos, Holt [11, 12] cunha o termo 

permúltiplo, bem como exibe exemplos e apresenta 
propriedades acerca de alguns destes números na base 10 
e noutras bases.

Webster e Williams [16] “catalogam” uma subclasse 
dos permúltiplos, os divisores reversos, um inteiro que 
é divisor do seu número reverso (o número obtido pela 
inversão da posição dos seus algarismos, assim o reverso 
de 23 é 32). Por exemplo, os permúltiplos 1089 e 9801 
são divisores reversos. Para n → 3, mostram que todos 
os divisores reversos são do tipo 11(10n→2 → 1) (tipo I), 
2 · 11(10n→2 → 1) (tipo II), e concatenação de números do 
tipo I. Por exemplo, 1089 e 10989, e os seus respetivos 
reversos, são do tipo I, enquanto 2178 = 2 · 1089 e 
21978 = 2 · 10989, e os seus respetivos reversos, são do 
tipo II. Conclui-se ainda deste trabalho que há divisores 
reversos (permúltiplos) com qualquer quantidade k de 
algarismos, para k → 4.

Por fim, Costa e Santos [8] mostram que os números 
do tipo I, apresentados por Webster e Williams [16], são 
números mágicos de Ball (resultado de um algoritmo 
que aparece em Ball [1], sendo 1089 um exemplo). Por 
conseguinte, os números do tipo II são o dobro de um 
número de Ball.

Na tabela 1, apresentamos alguns números 
permúltiplos sem concatenação, e o(s) trabalho(s) que 
estes números apareceram e podem ser consultados. 

5. CONSIDERAÇÕES
Esperamos que este trabalho desperte a curiosidade sobre 
esta interessante classe de números inteiros.

Na forma de desafio ou com foco em competições 
matemáticas, pode propor-se um problema similar a 
estudantes. Por exemplo, dado um número n com k 
algarismos, qual a condição ou as condições, para que o 
número n→, formado por uma permutação dos algarismos 
de n, seja um múltiplo de n? Esta foi a motivação inicial da 
nossa pesquisa.

Pensando nesta situação-problema e aplicando as 
técnicas e os procedimentos vistos em [2, 5, 8, 11], obtemos 
três pares de números permúltiplos (sem concatenação):

 7 · 1014492753623188405797 = 7101449275362318840579
8 · 1012658227848 = 8101265822784

e

9 · 10112359550561797752808988764044943820224719
= 91011235955056179775280898876404494382022471 .

 Sendo este o objeto de pesquisa do trabalho de conclusão 
de curso (em preparação) da segunda autora e que poderá 
ser explorado num trabalho futuro.
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