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Exemplo da Utilizacao do Excel na Abordagem
do Conceito Frequencista de Probabilidade

1. Introducio

O ensino das Probabilidades nos Ensinos Bésico e Secundério recorre muito a intuicéo e a visualizagdo dos
conceitos. Actualmente, a interpretagéo frequencista de Probabilidade e a Lei dos Grandes Ntimeros (LGN) sdao
afloradas no 9°ano e novamente abordadas no 12° ano de escolaridade. Estes assuntos sdo propicios a realizagio
de actividades experimentais, que convidam ao espirito intuitivo e dedutivo.

Genericamente, no contexto da defini¢do frequencista de Probabilidade, qualquer actividade a desenvolver
impde a realizagdo de experiéncia repetidas num nimero elevado de vezes e sempre nas mesmas condigdes. Por
isto, o computador, ou qualquer outro meio tecnoldgico, pode desempenhar um papel de suma importancia
nesse tipo de actividade, ndo descurando o propésito de esclarecer a interpretacio frequencista da
probabilidade distinguindo-a do chamado conceito classico de Laplace.

Eesperado’ que um aluno do 12° ano identifique o valor a atribuir 4 probabilidade de um acontecimento

e recorrendo a regra de célculo dada pela defini¢do cldssica de Laplace, se as condigbes do problema o
permitirem; e/ou

» utilizando a definicdo frequencista de probabilidade, se condi¢gbes houver que lhe permitam encontrar
valores experimentais para a probabilidade.

O novo programa de Matematica do 12° ano propde a realizagdo de "experiéncias que permitam tirar
partido de materiais lidicos e de simulag¢bes”. No primeiro periodo do ano lectivo de 2003/2004 foi dinamizada
uma actividade sobre a definigdo frequencista de probabilidade e executada com o auxilio de aplicagdes
concebidas em Excel. A actividade foi realizada por 112 alunos do 122 ano da Escola Secunddria D. Inés de Castro
(Alcobaga). Verificamos que a motivagdo, factor importantissimo no ensino, ¢ efectivamente maior quando se
realizam tarefas envolvendo ferramentas informaticas. Avaliados os trabalhos constatamos que os resultados
foram, na sua globalidade, bastante positivos. Houve motiva¢do e aprendizagem. O facto de se ter recorrido aos
computadores em plena aula permitiu a simulagdo de um grande niimero de experiéncias e o despertar nos
jovens do gosto por aprender, dvidos que estdo pelo uso das tecnologias informaticas.

'No 122 ano de escolaridade, os alunos ainda nao t8m conhecimentos suficientes para que se possa enunciar, formalmente, a
LGN. Chama-se aqui a atengdo que existem manuais de Matematica do 122 ano que "intitulam” a defini¢io frequencista de
probabilidade como sendo a LGN (de Bernoulli). Nos manuais do 92 ano a LGN é referida, genericamente, na forma: "para um
grande numero de experiéncias, a frequéncia relativa de um acontecimento ¢ um valor aproximado da probabilidade desse
acontecimento, pela LGN".
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Com base na nossa experiéncia, na Secgdo 3 propomos uma actividade destinada a alunos do 122 ano de
Matemadtica a ser executada com o auxilio de aplicagdes em Excel, as quais simulam o langamento de dados
equilibrados. Os comandos dessas aplicagdes em Excel sdo descritos na Secgdo 4. Antes, porém, comecaremos
na Secgio 2 por relembrar a LGN, atribuida a Bernoulli, e a interpretagdo frequencista dada ao termo
probabilidade de um acontecimento.

2. A Lei dos Grandes Niimeros e o conceito frequencista de Probabilidade

Relativamente a uma experiéncia aleatdria, seja p a probabilidade de um acontecimento A ocorrer numa
realizacdo da experiéncia. Por definicdo, o valor p é a imagem do acontecimento (conjunto) A por uma funcio
(medidade probabilidade) P, ou seja, p=P(A).

Para cada n provas independentes da experiéncia aleatdria, consideremos a variavel f,(A) que representa a
frequéncia relativa do acontecimento A, ou seja, o quociente entre o numero de vezes que ocorre o
acontecimento Aen.

Amedida de probabilidade P satisfaz o seguinte resultado:

Teorema [Lei dos Grandes Numeros (de Bernoulli)]: Para qualquer € >0 tem-se
lim P( 1 f,(A)- pl<g)=1
>0

Para cada n realizagbes de provas independentes da experiéncia, a concretizagdo da variavel aleatoria f,(A)
representa a frequéncia relativa observada do acontecimento A. A LGN garante que, para um nimero n
suficientemente elevado de realizagbes da experiéncia nas mesmas condigbes, a frequéncia relativa do
acontecimento A diferird muito pouco do valor p com uma probabilidade muito préximade 1.

Mas como determinar o valor p? Com basena LGN, a corrente frequencista sustenta a seguinte definicdo:

Definigdo 1 [Defini¢io frequencista de probabilidade]: Dada uma experiéncia aleatéria e A um
acontecimento que lhe esta associado tem-se

P(A = lim f,(4)

onde f,(A) representa a frequéncia relativa do acontecimento A em 7 realizagGes independentes e sempre nas
mesmas condicdes da experiéncia.

Um aluno do 12° ano ndo tem a no¢do de variavel aleatdria e de limite de uma funcio®. Assim, esta
aproximacéo frequencista da probabilidade é introduzida dando referéncia que a defini¢do tem como base de
sustentagdo um resultado tedrico conhecido por LGN, mas sem o enunciar formalmente.

Apesar do conceito frequencista de probabilidade aparentar ser simples, observa-se, em campo, que a
maioria dos alunos tem dificuldades em entendé-lo a partir de uma aula expositiva, e confunde-o com o conceito
classico de probabilidade (ou, simplesmente, ndo entendem a diferenca). Como exemplo veja-se que apenas 7
alunos, num universo de 55 alunos, responderam correctamente a seguinte questio, retirada de um exame
pacional (Epoca Normal, 1995), e apresentada num teste apés o tema aproximagio frequencista de
probabilidade ter sido abordado em aulas expositivas com resolucio de exercicios tipo.

*Para alunos do 122 ano de escolaridade a Definigdo 1 dever4 ser apresentada recorrendo & interpretagio empirica do limite da
seguinte forma: a probabilidade de um acontecimento A é o valor para o qual a sequéncia (empirica) de frequéncias relativas
observadas de A tende a estabilizar a medida que aumenta indefinidamente o niimero de realizages, independentes e sempre
nas mesmas condigdes, da experiéncia.
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Questio:

A tabela seguinte refere-se aos dados obtidos nos estudos clinicos realizados para avaliar a actividade
terapéutica de um medicamento.

Fases da experiéncia 12 | 22 | 32 | 4* | 50 6?
N¢ de doentesmedicados 120 | 235 | 528 | 822 | 1099 | 224
N? de doentes queregistaram melhoras| 52 | 126 | 310 | 490 | 659 | 1346

Com base nos resultados obtidos, os investigadores concluiram que a probabilidade de obter éxito com o
referido medicamento é de 0,60. Comente a conclusdo a que chegaram os investigadores, referindo a lei em que
sebasearam.

Seria esperado que os alunos aludissem a LGN, calculassem as frequéncias relativas das melhoras obtidas
com o medicamento em cada fase da experiéncia e indicassem o valor 0,60 como o valor em torno do qual essa
sequéncia de frequéncias relativas calculadas tenderia a estabilizar a medida que se considera um niimero cada
vez maior de doentes medicados. No entanto, observdmos que a maioria das respostas dadas referiam que o

valor 0,60 resultava de:
52+126+ 310+ 490+ 659+1346
120+ 235+ 528+ 822 +1099+ 2244
; i numero de casos  favordveis ]
Tal representara uma "aplicagdo” da formula = o do conceito classico de
» nimero de casos  possiveis
Probabilidade?

Entre os outros alunos houve vérios que indicaram o valor 1346

frequencista, observando apenas o par com maior niimero de "experiéncias"?

H244- Serd uma "aplicagdo” do conceito

3.Uma proposta utilizando o Excel

As folhas de calculo sao um tipo de software adaptavel a resolugéo de problemas numéricos e ao uso de
processos iterativos, sendo um possivel instrumento de trabalho no ensino da Matemadtica, em particular, das
Probabilidades e da Estatistica. Veja-se, por exemplo, o site do projecto ALEA onde se apresentam algumas
propostas de trabalho sobre Probabilidades executadas em Excel.

Relativamente ao ensino do conceito frequencista de probabilidade, o Excel torna-se um instrumento titilna
simulagdo de experiéncias e no apoio ao calculo de valores experimentais para a probabilidade.

Tendo em conta a nossa experiéncia, a seguir propomos uma actividade para trabalhar o conceito
frequencista de probabilidade a realizar com recurso a ficheiros em Excel. Esses ficheiros sao aqui designados
por Simulagdo 1 e Simulagio 2 e simulam a repetigdo de experiéncias envolvendo dados. Os passos para a
construgdo do ficheiro Simulagdo 2 encontram-se descritos na secgdo seguinte. O processo de construgéo do
ficheiro Simulacdo 1 é analogo.

Actividade:

1. Considera o seguinte problema:

Num certo jogo, langam-se, simultaneamente, cinco dados equilibrados, cada dado com as faces numeradas de 1 a 6.
Para se ganhar é preciso que saia 0 niimero 5 em pelo menos um dos dados e nunca o niimero 6. Qual é a probabilidade de se
ganharojogo?
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Recorrendo a aplicagéo Excel, simula ojogo descrito usando o ficheiro Simulagdo 1.
1.1 Completa a seguinte tabela:

Numero de experiéncias | Frequéncia relativa de ganhos
50
500

2000

5000

10000

1.2 Indica umaaproximagdo para a probabilidade pedida.

1.3 Observa se as frequéncias relativas calculadas tendem a estabilizar em torno de algum valor. Indica pois
ovalor da probabilidade pedida de acordo com a defini¢do frequencista de probabilidade.

1.4 Baseando-tena definigiio classica de probabilidade, indica o valor da probabilidade pedida’.

1.5 Compara os valores que indicaste nas alineas anteriores e comenta.

2. Considera o seguinte problema:

Num certo jogo, um jogador lanca trés dados equilibrados, cada um com as faces numeradas de 1 a 6. Se a soma dos
niimeros satdos for superior ou igual a 14 o jogador ganha, se a soma for inferior a 14 o jogador perde. Qual é a probabilidade
de se ganhar o jogo?

Recorrendo ao programa Excel, simula a experiéncia descrita usando o ficheiro Simulagio 2.

2.1 Completa aseguinte tabela:

Numero de experiéncias | Frequéncia relativa de ganhos
50
500

2000

5000

10000

2.2 Que conclusdes podes tirar da analise da tabela?

2.3 Indica o valor da probabilidade pedida, de acordo com a definigao frequencista de probabilidade.
2.4 Indica o valor da probabilidade pedida, de acordo com a definigdo cldssica de probabilidade’.

2.5 Compara os valores que indicaste nas alineas anteriores e comenta.

3. Relativamente a pergunta: como averiguar se uma moeda é equilibrada?, qual(is) das seguintes
afirmagGes te parece(m) efectivamente correcta(s)?

3.1 Amoedaéequilibrada porque existe um resultado favoravel em dois possiveis.

3.2 Determina-se um valor aproximado da probabilidade de obter cara langando-se a moeda 100 vezes; a
probabilidade de obter cara serd aproximadamente igual ao quociente entre o nimero de caras obtido e 100.

3.3 Determina-se o valor da probabilidade de obter cara langando-se a moeda 1000 vezes; probabilidade de
obter cara sera exactamente igual ao quociente entre o nimero de caras obtido e 1000.

4. Emrelacgdo a questdo anterior seria possivel recorrer a defini¢do frequencista de probabilidade? Em caso
afirmativo, como determinarias a probabilidade pedida?

As questdes 1.3,2.3,3 e 4 permitirdo avaliar a assimilagdo do conceito por parte do aluno no inicio, durante
e no final da actividade. A questdo 3 tem dois objectivos: i) verificar se o aluno identifica uma situacdo onde o
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conceito classico ndo é aplicavel; ii) observar se o aluno entende a frequéncia relativa como uma aproximacéo da
probabilidade. Com a questdo 4 pretende-se verificar se o aluno € capaz de traduzir, por suas proprias palavras e
paraasituacio especifica colocada, ainterpretacio frequencista de probabilidade.

Uma actividade analoga foi realizada numa das salas de informatica da Escola Secunddria D. Inés de Castro
(Alcobaga) no primeiro periodo do ano lectivo de 2003/2004. As turmas do 12° ano foram divididas em grupos
de dois ou trés alunos, repartidos pelos doze computadores disponiveis na sala. Durante a realizacdo da
actividade os alunos foram acompanhados por dois professores que os iam orientando nas tarefas informaticas
e nas questdes que requeriam a aplicagdo do conceito de Laplace, para que a comparagio entre os valores
obtidos nos dois conceitos tivesse sentido. A duragdo da actividade foi de cerca de cem minutos por turma
estando envolvidos um total de 112 alunos.

Avaliados os trabalhos realizados constatdmos que, no inicio da actividade, 73,2% dos alunos
demonstravam ndo dominar o conceito. No final da actividade, 88,6% daqueles respondiam correctamente a
questdes de desenvolvimento e 86 dos 112 alunos demonstravam compreender a definigdo trabalhada.
Curiosamente, observamos que alguns alunos sido capazes de reproduzir a defini¢do mas nao de traduzi-la
perante um problema concreto.

4, Construg¢io de um simulador em Excel

As aplicagdes em Excel atrds referidas como Simulagio 1 e Simulagio 2 e anexas as questoes 1 e 2,
respectivamente, sdo similares pelo que apenas passaremos a descrever os comandos em Excel (versdo
portuguesa) do ficheiro Simulagio 2. Este ficheiro simula a realizagéo sucessiva do jogo associado a questdo 2 da
actividade aqui proposta. Concretamente, simula o lancamento de trés dados, calcula a soma do nimero de
pintas obtidas em cada um dos dados e auxilia o utilizador a encontrar valores experimentais para a
probabilidade do jogador ganhar ou perder. Para a repeti¢do do jogo recorremos a construgdo de macros
apropriadas as quais também descrevemos. A interface da aplicacdo Simulagio 2 encontra-se naFigura 1.
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Figura 1: Interface da aplicagio Simulagio 2
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4.1 Simulagdo dolancamento de trés dados

Comecemos por descrever os procedimentos utilizados para construir, numa folha de calculo, uma face de
um dado e simular o langamento do dado.

Passo 1. Gerar um ntimero aleatérioentre 1 e 6.

Numa das células (a escolha, de acordo com o sitio onde se pretende colocar a face visivel do dado), por

exemplo E3, insira-se a instrugdo:
=1+INT(6 x ALEAT()RIO())

Passo 2. Construir a face visivel do dado de acordo com o ntimero obtido no Passo 1. (Suponha-se que a
referida face do dado ficara no quadrado formado pelas células E4 a G4 por E4 a E6.)
Insiram-se as seguintes formulas nas células indicadas de acordo com a seguinte tabela.

Célula Férmula a inserir

F4 —SE(E3>1; CARACT(108))

E6 =SE(E3>3;CARACT(108))

G4 =E6

G6 =F4

E5 =SE(E3=6;, CARACT(108))

F5 | =SE(OU(E3=1,E3=3;E3=5);CAR ACT(108))
G5 =E5

Passo 3. Formatar a face visivel do dado.

Formate-se o quadrado formado pelas células E4 a G4 por E4 a E6 todas com o mesmo tamanho (por
exemplo: linha e coluna: largura 3 e altura 21) e tipo de letra Wingdings, tamanho 16, centrado. (A cor e o bordo
do dado aqui ficam como opgao).

No fim do passo 3 sera visivel uma face de um dado semelhante as faces ilustradasna Figura 1.
Para construir as outras duas faces dos outros dados repetem-se os passos 1, 2 e 3 atras descritos adaptando
as células.

4.2 Registo da varidvel em estudo
Para a experiéncia a simular interessam considerar as variaveis: soma do niimero de pintas obtidas em cada

uma das trés faces visiveis dos trés dados e o niimero de ganhos.

Passo 4. Calcular a varidvel soma.

Numa célula a escolha, por exemplo I8, coloque-se a instrugéo

=SOMA (E3:13:M3)

onde I3 e M3 desempenham, para os dois ltimos dados, 0 mesmo papel que E3 desempenha para o
primeiro dado (Passo 1).

Passo 5. Registar a ocorréncia das variaveis soma e niimero de ganhos.

Coloque-senas células A2,...,A17 os valores possiveis da varidvel soma. Construa-se uma coluna "fantasma”
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a esconder, por exemplo, coluna C2, ..., C19, que registara, em cada experiéncia, a ocorréncia ou ndo de cada um
dos valores das variaveis: soma (C2, ..., C17), niimero de perdas (C18) e niimero de ganhos (C19). Assim, coloquem-se
as seguintes instru¢des conforme se indica na tabela:

Célula Foérmula a inserir
.Ci, i=2,...,17 | =SE(18=Aj;1;,0) , i=2,...,17
C1s —SE(E(18>2,18<14);1,0)
C19 —SE(E(18>13;18<19);1,0)

Por fim, sdo construidas tabelas de frequéncias das variaveis de interesse, de modo que os resultados de
cada experiéncia sejam sucessivamente acrescentados nas tabelas.

Passo 6. Construir tabelas (conforme consta na Figura 1).

Construa-se uma tabela de frequéncias absolutas para a variavel soma (veja-se, na Figura 1, a tabela do lado
esquerdo). Para tal, na célula Bi coloque-se a instruggo =Bi+Ci, para i=2,..., 17; esta servird de contador
(incremento em cada experiéncia) para cada um dos valores possiveis da variavel soma.

Construa-se (por exemplo, no rectingulo formado pelas células Q19 a T19 por Q19 a Q21) uma tabela da
frequéncia relativa de perdas e ganhos (veja-se, na Figura 1, a tabela do lado direito). Na célula R20 insira-se a
instrugdo =R20+C19 (que contabilizara o niimero de perdas acumuladas). Na célula 520 insira-se a instrucdo
=520+C20 (que contabilizard o niimero de ganhos acumulados). As frequéncias relativas de perdas e ganhos sdo
obtidas nas células R21 e S21, respectivamente, com as instrugdes =R20/T20 e S20/T20, onde T20 contém a
instrugdo=R20+520 (namero total de lancamentos).

4.3 Cria¢do de rotinas de repeticio

Para permitir a repeticao dojogo um determinado nimero n (pré-definido) de vezes sdo criadas macros, isto
é, rotinas que possibilitem a repeticio de comandos. Para criar uma macro é necessdrio aceder ao menu
Ferramentas, opgdo Macro e escolher Gravar nova macro. Escolhida a opgao Gravar nova macro executa-se o
procedimento que se pretende repetir. A tecla F9 realiza o jogo uma e uma s6 vez. Para permitir a sua repeticio n
vezes clica-se n vezes em F9 e, por fim, em Terminar gravagio (no menu Ferramentas, opgao Macro).

Para criar uma macro que permita recomegar a simulagdo do inicio grava-se uma nova macro inserindo
novamente todas as instrug¢des indicadas anteriormente no Passo 6.

Para accionar, de uma forma visivel, uma macro inserem-se botdes de acgdo semelhantes aos botdes que
aparecem no lado direito da Figura 1. Para associar um botdo a uma macro, primeiro seleccione-se, no menu Ver,
a opgao Barra de ferramentas seguida de Caixa de ferramentas dos controlos. Escolhida esta opgao aparecerd no ecra
uma caixa contendo varios tipos de botoes; seleccione-se Botdo de comando e insira-se o botdo nolocal pretendido.
Clicando no botéo direito do rato pode-se editar o texto presente no botdo assim como atribuir-lhe uma das
macros gravadas.

4.4 Funcionamento da aplicacdo

O processo prético de simulagdo e repeticdo do jogo consiste em clicar num dos botdes de acgdo. A
experiéncia é simulada e os resultados sdo apresentados sob forma de tabelas e/ou graficos conforme o
pretendido. Deste modo, pode-se observar o valor para o qual tendem a estabilizar as frequéncias relativas de
ganhos e de perdas quando o niimero de realiza¢des da experiéncia aumenta.
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5.Conclusao

Toda a actividade pedagégica que recorra a ferramentas informaticas tem, por parte dos jovens, uma maior
aceitagdo. Os alunos sentem-se fascinados por métodos de ensino que recorram ao uso de computador, tendo
por consequéncia efectiva, o aumento dos niveis de motivacdo e predisposicio para a aprendizagem. A
actividade aqui referida e realizada no ano lectivo 2003/04 com recurso a ficheiros Excel foi gratificante para
docentes e alunos. Com base no ficheiro Simulagio 2 aqui descrito outros podem ser construidos. A realizagdo
desse tipo de actividade contribui "para esclarecer conceitos através da experimentagdo e para dinamizar
discussoes de tipo cientifico, bem como para incentivar o trabalho cooperativo”, como promove o programa de
Matematica do 12%ano.
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