
por Paulo Mateus 
[Instituto Superior Técnico] 

O problema P^NP? 
Um milhão de dólares e o nome na eternidade para quem resolver um dos 
mais importantes problemas matemáticos. 
O p r o b l e m a P * N P é o m a i s recente d o s p r o b l e m a s d o 

m i l é n i o l i s t a d o s p e l o C l a y M a t h e m a t i c s Inst i tute e é , 

s e m s o m b r a d e d ú v i d a , o m a i s i m p o r t a n t e e i n f l u e n t e 

n a área d a t e o r i a d a c o m p u t a ç ã o . A r e s p o s t a a este 

p r o b l e m a terá i m p a c t o m u i t o s i g n i f i c a t i v o e m á r e a s 

c o m o a c r i p t o g r a f i a , a o p t i m i z a ç ã o , a ver i f i cação d e 

m o d e l o s , a b i o i n f o r m á t i c a e t c , p o d e n d o a i n d a ter 

c o n s e q u ê n c i a s i m p o r t a n t e s n a s o c i e d a d e ( p o r 

e x e m p l o , o f i m d o c o m é r c i o e lec t rón ico ) . A q u e s t ã o f o i 

p o s t a r i g o r o s a m e n t e p e l a p r i m e i r a v e z p o r S t e p h e n 

C o o k e m l 9 7 1 [ 2 ] . 

P a r a e n t e n d e r c o m a l g u m d e t a l h e o p r o b l e m a 

P ^ N P é e s s e n c i a l c o m p r e e n d e r o c o n c e i t o d e f u n ç ã o 

c o m p u t á v e l , b e m c o m o o d e f u n ç ã o c o m p u t á v e l e m 

t e m p o p o l i n o m i a l . N e s t e t e x t o v a i - s e e v i t a r a 

a b o r d a g e m s e m i n a l d e T u r i n g [3] e d a s s u a s 

m á q u i n a s , q u e à p r i m e i r a v i s t a é u m p o u c o p e s a d a , 

c o n s i d e r a n d o - s e e m a l t e r n a t i v a u m a a r q u i t e c t u r a 

m o d e r n a p a r a o c o m p u t a d o r 1 . A m e m ó r i a d e u m 

c o m p u t a d o r í; é u m a s u c e s s ã o d e reg is tos i;= 

Rv...,Rnonde e m c a d a r e g i s t o se p o d e g u a r d a r u m 

n a t u r a l a r b i t r a r i a m e n t e g r a n d e . O v a l o r g u a r d a d o n o 

r e g i s t o R 0 n a c o n f i g u r a ç ã o £, é d e n o t a d o p o r R„ . D a d o 

q u e o t a m a n h o d e u m n a t u r a l v a i ser i m p o r t a n t e , 

d e n o t a m o s p o r I R ; I o n ú m e r o d e bits n e c e s s á r i o s p a r a 

escrever Rt e m base 2, s e n d o este v a l o r i g u a l a 

[ l o g ^ + l ] 

. A e s c o l h a d a base é i r r e l e v a n t e , m a s a base 

2 i m i t a a i m p l e m e n t a ç ã o d o c o m p u t a d o r a c t u a l . P a r a 

i n i c i a l i z a r a m e m ó r i a d o c o m p u t a d o r a s s u m e - s e q u e 

os p r i m e i r o s k r eg is tos ( R 0 . . . R M ) t o m a m os v a l o r e s 

x 0 . . . % j e os restantes reg is tos e s t ã o a z e r o . E s t a 

c o n f i g u r a ç ã o d e m e m ó r i a é d e n o t a d a p o r % (x0...xk.j). 

P a r a u s u f r u i r d a m e m ó r i a d e u m c o m p u t a d o r é 

n e c e s s á r i o p o d e r a l terá- la , o q u e se f a z p o r i n t e r m é d i o 

d e p r o g r a m a s . A p e s a r d e ser c o s t u m e i n t r o d u z i r u m a 

p a n ó p l i a v a r i a d a d e p r o g r a m a s a t ó m i c o s , neste texto 

v a m o s c o n s i d e r a r a p e n a s q u a t r o : 

*Rj'.= n a t r i b u i a R ; o n a t u r a l n; 

• Rj := Rj+ Rk a t r i b u i a R, a s o m a d e R;- c o m Rk; 

• Rj := I Rj I a t r i b u i a R f o n ú m e r o d e bits d e Rf; 

• RÍR^= R ;-R m o d i f i c a o R t - é s i m o bit m e n o s 

s i g n i f i c a t i v o d e R ; , d a n d o - l h e o v a l o r d o R , -és imo 

bit m e n o s s i g n i f i c a t i v o d e Rj. 

O s p r o g r a m a s a t ó m i c o s p e r m i t e m a l t e r a r 

d i r e c t a m e n t e a m e m ó r i a d o c o m p u t a d o r , e n q u a n t o as 

p r i m i t i v a s d e c o m p o s i ç ã o d e p r o g r a m a s c o n t r o l a m o 

p r o g r a m a a ser e x e c u t a d o a seguir . B a s t a c o n s i d e r a r 

três m a n e i r a s d e c o m p o r p r o g r a m a s : 

• ( M , ; M 2 ) ( c o m p o s i ç ã o s e q u e n c i a l ) i n d i c a q u e se 

d e v e e x e c u t a r o p r o g r a m a Mxe d e s e g u i d a 

• ( i f {Rj< Rj) t h e n M) ( c o m p o s i ç ã o a l te rnat iva) 

i n d i c a q u e se d e v e e x e c u t a r M q u a n d o o v a l o r 

g u a r d a d o n o r e g i s t o R ; f o r m e n o r o u i g u a l ao 

v a l o r g u a r d a d o e m R;- e n ã o executar n a d a caso 

contrár io ; 

• ( w h i l e (R; < Rj) d o M ) ( c o m p o s i ç ã o i tera t iva) 

i n d i c a q u e o c o m p u t a d o r d e v e e x e c u t a r M 

e n q u a n t o o v a l o r g u a r d a d o n o r e g i s t o R f f o r 

m e n o r o u i g u a l a o v a l o r g u a r d a d o e m Rj. 

O m e n o r c o n j u n t o c o n t e n d o t o d o s os p r o g r a m a s 

a t ó m i c o s e f e c h a d o p a r a a c o m p o s i ç ã o s e q u e n c i a l , 

furiosamente, a arquitectura moderna dos computadores baseia-se num modelo que von Neumann propôs para o cérebro 
humano. 
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a l t e r n a t i v a e i t e r a t i v a é o c o n j u n t o d e t o d o s os 

programas M. U m p r o g r a m a M e M i n d u z u m a 

u n ç ã o (parc ia l ) d e n a t u r a i s p a r a n a t u r a i s . A s s u m a 

q u e a m e m ó r i a i n i c i a l d o c o m p u t a d o r é £[x). A 

e x e c u ç ã o d e u m p r o g r a m a M a p a r t i r d e s t a 

c o n f i g u r a ç ã o d a m e m ó r i a , se t e r m i n a r , d e i x a r á u m 

v a l o r fM(x) n o r e g i s t o R„. D i z - s e e n t ã o q u e o p r o g r a m a 

M c o m p u t a a f u n ç ã o p a r c i a l fM:N -fr N . A f u n ç ã o é 

>arcial, p o i s es tá i n d e f i n i d a p a r a os n a t u r a i s q u e n ã o 

a z e m o p r o g r a m a t e r m i n a r . P o r e x e m p l o , o p r o g r a m a 

(R2 : = 3 , ( w h i l e ( R ^ R J do R ^ S ) ) 

i n d u z a f u n ç ã o p a r c i a l / t a l quef(x)=x p a r a x>3 e n ã o 

es tá d e f i n i d a p a r a x<ò. U m a f u n ç ã o p a r a a q u a l existe 

u m p r o g r a m a q u e a i n d u z d i z - s e computável. A 

general ização p a r a f u n ç õ e s c o m a r i d a d e arbi t rár ia é 

s i m p l e s , b a s t a n d o c o n s i d e r a r a c o n f i g u r a ç ã o i n i c i a l d e 

m e m ó r i a t,(Xg,..., X m ) p a r a u m a f u n ç ã o d e a r i d a d e k. 

A p ó s a e x e c u ç ã o d o p r o g r a m a , o r e s u l t a d o deste (caso 

exista) é o v a l o r q u e se e n c o n t r a n o r e g i s t o R 0 . 

O b s e r v e q u e o c o n j u n t o d a s f u n ç õ e s (parc ia is ) d e 

p a r a N t e m a c a r d i n a l i d a d e d o s rea is , m a s o 

c o n j u n t o d e t o d o s os p r o g r a m a s , i s t o é , M., t e m a 

c a r d i n a l i d a d e d o s n a t u r a i s . A s s i m , a e s m a g a d o r a 

m a i o r i a d a s f u n ç õ e s d e N p a r a N n ã o é c o m p u t á v e l , e 

j o r t a n t o desaf ia-se o l e i t o r a e n c o n t r a r u m a f u n ç ã o 

q u e n ã o seja c o m p u t á v e l . 

U m c o n j u n t o AçzN* d i z - s e recursivo se a s u a f u n ç ã o 

caracter í s t i ca é c o m p u t á v e l , i s to é , se a f u n ç ã o 

: N * - » { 0 , l } , t a l queyÇc)=l se xeA é c o m p u t á v e l . 

P a r a e n c o n t r a r u m c o n j u n t o n ã o r e c u r s i v o usa-se 

u m a r g u m e n t o d i a g o n a l à l a C a n t o r . C o m e ç a - s e p o r 

c o n s i d e r a r u m a e n u m e r a ç ã o d o s p r o g r a m a s , i s t o é , 

u m a b i j e c ç ã o y i N - ^ - M . D a d a esta b i j e c ç ã o , é fáci l 

m o s t r a r q u e o s e g u i n t e c o n j u n t o 

H={ x e N : f , ,es tá d e f i n i d a n o v a l o r x} 

n ã o é r e c u r s i v o . S u p o n h a q u e H é r e c u r s i v o . E n t ã o h á 

u m p r o g r a m a M H q u e i n d u z a f u n ç ã o caracter í s t i ca d e 

í e, m a i s , é p o s s í v e l c o n s t r u i r o p r o g r a m a s e g u i n t e : 

M ^ M ^ R j H L ; whüe (R<R^ do R^=í). 

O b s e r v e q u e M ' n ã o t e r m i n a se o p r o g r a m a M H 

t i v e r c o l o c a d o 1 n o r e g i s t o R Q , e t e r m i n a caso t e n h a 

c o l o c a d o 0 nesse m e s m o reg i s to . C o m u m p o u c o d e 

e s f o r ç o ver i f i ca - se q u e y1(M')eH se y^(M')íH, l o g o o 

j r o g r a m a M ' n ã o p o d e ex is t i r , e c o n s e q u e n t e m e n t e a 

u n ç ã o caracter ís t ica d e H n ã o é c o m p u t á v e l , o u seja, 

i n ã o é r e c u r s i v o . 

N o q u e se segue , c o n s i d e r a m - s e a p e n a s f u n ç õ e s 

totais e c o m p u t á v e i s . C o m o s e r i a d e esperar , a l g u m a s 

f u n ç õ e s s ã o i n d u z i d a s p o r p r o g r a m a s q u e u t i l i z a m 

m a i s t e m p o e e s p a ç o ( n ú m e r o d e reg is tos e bits destes) 

d o q u e o u t r a s . A á r e a d a c o m p l e x i d a d e 

c o m p u t a c i o n a l e s t u d a p r e c i s a m e n t e os r e c u r s o s 

n e c e s s á r i o s ( e m t e m p o e e s p a ç o ) p a r a p r o g r a m a r u m a 

f u n ç ã o t o t a l e c o m p u t á v e l . Este texto v a i c i n g i r - s e ao 

t e m p o , p o i s é o e s s e n c i a l p a r a e n t e n d e r o p r o b l e m a 

P * N P . D a d a u m a c o n f i g u r a ç ã o d e m e m ó r i a d o 

c o m p u t a d o r é poss íve l assoc iar a c a d a p r o g r a m a M 

o s e u t e m p o d e e x e c u ç ã o T(Ç,M) d a s e g u i n t e f o r m a : 

• T(&R-.=n)=\n\; 

• T(4,R í :=R J .+R,)=IR)l + I R | l ; 

• T(Ç,R ; : = IR ; . I )= I IR) l l (O n ú m e r o d e bits 

n e c e s s á r i o p a r a r e p r e s e n t a r o n ú m e r o d e bits d e 

• T & R ^ R ^ R l + R 1 ; ; 

o n d e 4'é o e s t a d o d a m e m ó r i a q u e se o b t é m a p ó s 

e x e c u t a r M1 sobre 

• T f é , i f ( R 1 < R 7 ) t h e n M ) = 

m i n ( I R ^ I, IR) l ) + x ( R - < ^ ) x ^ M ) 

o n d e x (R; ̂  R ; -) t o m a o v a l o r 1 se R) < R? e 0 

caso contrár io ; 

• T ( w h i l e ( R < R í ) d o M ) = m i n ( I R ^ I,\R) l ) + 

+ £ ^ ( r ( ^ M ) + m i n ( I R ; i , I R j l ) ) ) 

o n d e k é o n ú m e r o d e v e z e s q u e o c i c l o w h i l e é 

e x e c u t a d o e ^ , é o e s t a d o d a m e m ó r i a a p ó s a v-

- é s i m a e x e c u ç ã o d e Aí sobre c o m Ç 0
= ^ -

U m p r o g r a m a M c o m e n t r a d a s d i z - s e d e tempo 

polinomial se existe u m p o l i n ó m i o p e n a t u r a l k t a l q u e , 

p a r a t o d o o n > f c , 

maXfe...vSÍoix,is»}T(S(*i>-x k),M) <p(n). 

Se existe u m p r o g r a m a d e t e m p o p o l i n o m i a l q u e 

i n d u z a f u n ç ã o caracter ís t ica d e u m c o n j u n t o AçiN*, 

d i z - s e q u e o p r o b l e m a d a p e r t e n ç a a A é d e t e m p o 

p o l i n o m i a l . A classe P c o n t é m t o d o s os c o n j u n t o s cujo 

p r o b l e m a d a p e r t e n ç a é d e t e m p o p o l i n o m i a l . P o r 

e x e m p l o , o s u b c o n j u n t o d o s p a r e s es tá e m P (tente 

e n c o n t r a r u m p r o g r a m a q u e p r o v a t a l facto) . E m 2004 

[1] f o i d e m o n s t r a d o q u e o c o n j u n t o s d o s n ú m e r o s 

p r i m o s es tá e m P. 

P a r a d e f i n i r a classe N P v a i ser n e c e s s á r i o r e l a x a r a 

d e f i n i ç ã o d e f u n ç ã o c o m p u t á v e l e m t e m p o 

p o l i n o m i a l . U m p r o g r a m a M c o m e n t r a d a s xv... xk, 

d i z - s e d e tempo polinomial para os primeiros t<k 
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argumentos se existe u m p o l i n ó m i o p e u m n a t u r a l k 

t a l q u e p a r a t o d o o n>k 
m^{x1....x^xlmM(xl,...xk),M)<p(n). 

U m c o n j u n t o Aç :N f c d i z - s e d e t e m p o p o l i n o m i a l 

n ã o d e t e r m i n í s t i c o se existe u m p r o g r a m a M c o m 

e n t r a d a s x „ . . . xk, xk+l, p o l i n o m i a l , p a r a os p r i m e i r o s k 

a r g u m e n t o s , t a l q u e : 

• se ( x „ . . . x t ) e A e n t ã o existe w e N t a l q u e 

fM(xl,...xklw)=l; 

• se(x1,...xk) <£. A , p a r a q u a l q u e r w s N tem-se 

fM(x1,...xk,w) = 0. 

N P é a c lasse d e t o d o s os c o n j u n t o s d e t e m p o 

p o l i n o m i a l n ã o - d e t e r m i n í s t i c o 2 . 

V a l e a p e n a e x p l i c a r o c o n c e i t o a n t e r i o r c o m u m p o u c o 

m a i s d e d e t a l h e . U m c o n j u n t o d e t e m p o p o l i n o m i a l 

n ã o d e t e r m i n í s t i c o A é u m c o n j u n t o p a r a o q u a l , d a d o 

u m e l e m e n t o xeA, e n a p o s s e d e u m a cer ta 

t e s t e m u n h a w, se c o n s e g u e v e r i f i c a r e m t e m p o 

p o l i n o m i a l q u e xeA. U m e x e m p l o p e d a g ó g i c o d e u m 

c o n j u n t o e m N P é o s e g u i n t e : 

F={{x,y) e N 2 : x t e m factores p r i m o s m e n o r e s q u e y}. 

Se (x,y)eF, e n a p o s s e d e u m fac tor p r i m o q d e x 

m e n o r q u e y, p o d e m o s d e t e r m i n a r e m t e m p o 

p o l i n o m i a l q u e (x,y)eF. P a r a i s so bas ta c o n s t r u i r o 

s e g u i n t e p r o g r a m a : (i) testa-se se q é p r i m o ; (ii) d e 

s e g u i d a , testa-se se q d i v i d e x; ( i i i ) e f i n a l m e n t e testa-

se se q<y. Se t o d a s estas c o n d i ç õ e s se v e r i f i c a r e m , o 

p r o g r a m a r e t o r n a 1, caso cont rár io r e t o r n a 0. Es te 

p r o g r a m a é d e t e m p o p o l i n o m i a l , e, se (x,y) E F , ex is te q 

t a l q u e p a r a a e n t r a d a (x,y,q) o p r o g r a m a r e t o r n a 1. 

M a i s , caso (x,y)íF n ã o existe t e s t e m u n h a q q u e f a ç a o 

p r o g r a m a r e t o r n a r 1 p a r a a e n t r a d a (x,y,q). 

P e l a d e f i n i ç ã o , o b t é m - s e f a c i l m e n t e q u e PçzNP. 

N i n g u é m sabe se o c o n j u n t o F se e n c o n t r a n a classe P 

o u n ã o (e a c o n v i c ç ã o f a v o r á v e l a u m o u o u t r o caso 

d i v i d e a c o m u n i d a d e ) . Se F es tá e m P, é p o s s í v e l 

e n c o n t r a r e m t e m p o p o l i n o m i a l a f ac tor ização d e u m 

n a t u r a l e m p o t ê n c i a s d e p r i m o s , o q u e t e r i a g r a v e s 

r e p e r c u s s õ e s e m c r i p t o g r a f i a . 

H á c o n j u n t o s e m N P q u e ( q u a s e t o d a ) a 

c o m u n i d a d e p e n s a n ã o e s t a r e m e m P. O p r o b l e m a d a 

p e r t e n ç a d e AçzN* reduz-se em tempo polinomial ao 

p r o b l e m a d a p e r t e n ç a d e B ç N ' se e x i s t i r u m a f u n ç ã o 

c o m p u t á v e l e m t e m p o p o l i n o m i a l r : N * - » N ' t a l q u e 

xeA sse r(x)eB. E x i s t e m c o n j u n t o s e m N P p a r a os 

q u a i s t o d o s os restantes p r o b l e m a s N P se r e d u z e m ! 

Estes c o n j u n t o s d e n o m i n a m - s e NP-completos, e b a s t a 

p r o v a r q u e u m p r o b l e m a N P - c o m p l e t o se e n c o n t r a 

e m P p a r a q u e P = N P . E x i s t e u m a p a n ó p l i a v a r i a d a d e 

p r o b l e m a s N P - c o m p l e t o s , u n s m a i s f a m o s o s q u e 

o u t r o s . C o o k [2] p r o v o u q u e o c o n j u n t o d a s f ó r m u l a s 

p r o p o s i c i o n a i s ( d e v i d a m e n t e c o d i f i c a d a s n o s 

n a t u r a i s ) sa t i s faz íveis , i s to é , p a r a as q u a i s existe u m a 

v a l o r a ç ã o q u e a sa t i s faz , é N P - c o m p l e t o . 

H á a r g u m e n t o s q u e i n d i c a m q u e a t écn ica d e 

d i a g o n a l i z a ç ã o n ã o será s u f i c i e n t e p a r a d e m o n s t r a r 

P ^ N P . M u i t a s tenta t ivas d e obter o r e s u l t a d o e s t ã o a 

ser fei tas r e d u z i n d o o p r o b l e m a a o u t r a s á reas d a 

m a t e m á t i c a , o n d e o c o n h e c i m e n t o este ja m a i s 

a v a n ç a d o . P a r e c e q u e h á m u i t o c a m i n h o p o r 

d e s b r a v a r , e, apesar d o o p t i m i s m o d e u n s , é m u i t o 

p r o v á v e l q u e a r e s p o s t a n ã o seja d a d a e m b r e v e . E m 

t o d o o caso, é u m p r o b l e m a a p a i x o n a n t e , q u e fará c o m 

cer teza s u a r as g e r a ç õ e s v i n d o u r a s . P a r a f i n a l i z a r , o 

l e i t o r m a i s i n t e r e s s a d o p o d e r á e n c o n t r a r u m a 

e x p o s i ç ã o d e g r a n d e q u a l i d a d e sobre o p r o b l e m a 

P ^ N P n o p o r t a l d o C l a y M a t h e m a t i c s Ins t i tute d a 

a u t o r i a d o p r ó p r i o S t e p h e n C o o k . 
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2 A razão de se utilizar a expressão "não determinístico" perde-se ao omitir as máquinas de Turing não determinísticas. Pode-
se interpretar o não determinismo como um programa M, utópico, que para uma certa entrada x gera todas as possíveis 
testemunhas de uma forma não determinada, e retorna 1 se para uma destas testemunhas w a execução do programa retorna 
fM(x,w) = 1 e 0 se para todas as testemunhas fM{x,w)=0. 
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