
Cores, Grafos e Resolução de Conflitos 
Uma das dificuldades com que nos confrontamos nas nossas aulas prende-se 
com o facto de muitos dos alunos não reconhecerem a utilidade e a 
importância que a matemática tem no nosso dia-a-dia. Neste artigo 
pretendemos ilustar o contributo que a matemática pode ter na tomada de 
decisões no nosso quotidiano, utilizando para tal a coloração de vértices de 
um grafo. 

Considerações iniciais 
C o m a nova reforma do ensino secundário surgiu 

u m a nova disciplina, optativa para o curso de 
Científicos Humanísticos de Ciências Sociais e 
Humanas, a Matemática Apl i cada às Ciências Sociais 
( M A C S ) . U m dos itens do programa denomina-se 
Modelos de Grafos e está previsto que seja leccionado 
no segundo ano daquela disciplina. O programa 
aponta claramente que conteúdos u m professor desta 
disciplina deve leccionar, mas, na nossa opinião, deixa 
de fora u m conteúdo muito importante, os problemas 
de coloração. Não concordamos com esta exclusão, 
pois este tipo de problemas revela-se muito útil na 
resolução de conflitos. A i n d a dentro desta temática, 
consideramos incontornável o teorema das quatro 
cores. Este teorema representa u m marco na história 
da matemática, pela riqueza da sua história, e por ter 
s i d o o p r i m e i r o t e o r e m a i m p o r t a n t e a ser 
demonstrado com recurso a meios informáticos. 

Neste nosso texto referimo-nos apenas a mapas 
planos, estilo mapa-múndi1; contudo poderíamos 
também pensar em mapas esféricos, que estão mais de 
acordo com a nossa ideia de globo. N o entanto, é 
equivalente estudar problemas de coloração no plano 
ou na esfera. Informalmente, basta pensar que 
podemos deformar suficientemente u m a esfera até 
esta se tornar n u m plano. 

Um pouco de história 
Tudo começou em 1852 quando Francis Guthrie 

tentava pintar os condados do Reino U n i d o , de forma 
que dois condados adjacentes não tivessem a mesma 
cor. Neste processo Guthrie apercebeu-se de que para 
pintar todos os condados conseguia usar apenas 
quatro cores. N a altura, Francis Guthrie perguntou ao 
seu i rmão F r e d e r i c k G u t h r i e , es tudante de 
matemática e aluno de De Morgan , se seria possível 
pintar qualquer mapa plano com apenas quatro cores. 
O irmão intrigado apresenta a questão a De Morgan 
que a estuda e, de alguma forma, ajuda a divulgar o 
que ficou conhecido como a conjectura das quatro 
cores: todo o mapa pode ser pintado com u m máximo 
de quatro cores sem que regiões vizinhas admitam a 
mesma cor. 

Estava lançado u m desafio que resistiu mais de 
u m século, tendo sido vencido em 1976 por A p p l e e 
Haken. A sua demonstração, no entanto, não foi bem 
aceite pela comunidade matemática, principalmente 
por dois motivos: parte da demonstração usa o 
computador e não pode ser verificada à mão e parte 
dos cálculos efectuados à mão são morosos e muito 
longos. Perante tanta controvérsia Robertson, 
Sanders, Seymour e Thomas tentaram melhorar a 
prova mas acabaram por desistir. Segundo estes 
autores, em 1993, para sua paz de espírito começaram 
a tentar provar por eles próprios a conjectura, tendo 
acabado por obter u m a prova mais simples, mas onde 
a i n d a a s s i m f o i necessár ia a ut i l ização do 
computador . Pelo caminho f o r a m publ icadas 
algumas "provas" que continham alguns erros, mas 

'É um mapa com representação de todo o globo terrestre, sendo os dois hemisférios projectados lado a lado. 
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mesmo com alguns problemas técnicos também elas 
ajudaram a impulsionar e a resolver a famosa 
conjectura. Destacamos a prova de A l f r e d Kempe 
(1879) que Heawood, onze anos depois, provou estar 
errada. N a mesma altura Heawood enunciou e 
provou o teorema das cinco cores. E m 1922, a 
conjectura foi provada para qualquer mapa com 25 
regiões. Este limite foi sendo melhorado até se atingir, 
em 1970,96 regiões. 

Temos então agora o teorema das quatro cores: 
Para colorir um mapa plano, de forma que em regiões 
vizinhas não se utilize a mesma cor, quatro cores são 
suficientes. 

Grafos Completos e Planares 
Neste ponto poderá o leitor perguntar: M a s de que 

forma é que p in tar mapas está l i g a d o c o m 
matemática? A resposta é simples, mas antes temos 
que introduzir algumas noções de Teoria dos Grafos. 

Figura 1 

U m grafo é u m par 2 ordenado G=(X,T) de 
conjuntos finitos, onde X é o conjunto de vértices e Té 
uma colecção de subconjuntos de X com dois 
elementos. T designa-se por conjunto de arestas. 
A s s i m , informalmente, u m grafo é u m conjunto de 
vértices com várias ligações (arestas) entre si. Dois 
vértices dizem-se adjacentes se existe uma aresta que 
os ligue. Para melhor percebermos o que foi dito, note-
se que associamos naturalmente à figura 1 o grafo tal 
que X={1,2,3,4,5} e T={{1,4},{1,5},{2,3},{2,5},{4,3}}. 
Dizemos que este é o grafo subjacente à figura, que 
por sua vez se denomina por representação do grafo. 

Vamos agora in t roduzi r a noção de grafo 
completo e grafo planar. U m grafo diz-se completo 
com n vértices, e designa-se por K^, se todos os vértices 
são adjacentes aos outros n-lvértices, isto é, cada 
vértice está ligado a todos os outros vértices. A 
seguinte figura representa o fC5. Este tem cinco vértices 
e cada u m deles está ligado a todos os outros 

U m grafo diz-se planar se existir a lguma 
representação sua no plano de forma que as suas 
arestas não se intersectem a não ser nos vértices. A s 
figuras 1 e 3 mostram duas representações do mesmo 
grafo, sendo apenas u m a planar (figura 3). 

Figura 3 

Centremos agora a nossa atenção nos grafos 
planares. Apesar de terem u m a formulação simples, 
nem sempre é fácil verificar se u m dado grafo é planar. 
Chamamos ciclo de u m grafo a u m a sequência 
circular de vértices distintos, tal que dois vértices 
consecutivos são adjacentes no grafo. Podemos então 
ver o ciclo como c=[V0, V,, . . . , V J , onde V^V^e de resto 
V^Vj se i ̂  ; , e {V, .„ Vt} é u m a aresta para i = 1,..., k. 
Estas são as k arestas do ciclo. 

Pelo teorema de Jordan (para polígonos), uma 
curva fechada simples, y, no plano divide-o em duas 
regiões, de tal modo que não se pode ligar u m ponto 
de u m a região por u m a curva sem que esta intersecte 
y. A s s i m , na figura 3, a representação planar do grafo, 
inteiramente constituído pelos vértices e arestas de 
u m ciclo, divide o plano em duas regiões, u m a interior 
à representação, delimitada por todas as arestas, e 
uma exterior, que não é l imitada. E m geral, há mais do 
que u m ciclo e mais do que u m a região. Cada uma 
destas regiões designa-se por face. O número de 
arestas que l imita u m a face designa-se por grau da 
face. Euler descobriu uma fórmula que relaciona o 
número de vértices n, o número de arestas m e o 
número de faces/de u m grafo conexo 3 planar: (1) Seja 
G um grafo conexo e planar com n vértices, m arestas ef 
faces. Então n-m+f=2. Caso a fórmula não seja satisfeita 

Figura 2 

2Por vezes incluem-se lacetes no conjunto das arestas. Um lacete é uma aresta com duas extremidades no mesmo vértice. Note 
ainda que é usual exigir-se que X * 
3Um grafo diz-se conexo se existir sempre um caminho entre quaisquer dois vértices pertencentes ao grafo. 
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