
Os Jogos da "Sobreposição" e da "Mudança" 
com Moedas Não-Equilibradas 

Quantas coincidências são de esperar no lançamento simultâneo de duas ou 
mais moedas não-equilibradas? E no lançamento consecutivo de uma moeda 
não-equilibrada, quantas mudanças de face ocorrerão e qual a sua 
distribuição de probabilidade? O artigo debruça-se sobre este tipo de 
questões e propõe respostas algo inesperadas. 

Suponha-se, a título de exemplo, que em certa escola existem 10 turmas com 20 alunos cada, dos quais 10 são 
rapazes e 10 são raparigas. E m cada turma, metade das raparigas tem olhos azuis e metade tem olhos negros; 
quanto aos rapazes, nada se sabe sobre o número (que pode variar de turma para turma) dos que têm olhos azuis 
e negros. 

Constituem-se aleatoriamente 10 pares (rapaz-rapariga) por turma e conta-se o número de casais com igual 
cor de olhos. 

Quantos destes casais existirão nas 10 turmas? 
Cerca de 50, isto é, metade do número de casais que se podem constituir 1. Esta estimativa, apesar da sua 

inevitável imprecisão, não deixa de ser algo surpreendente, tendo em conta que nada se sabe sobre o número de 
rapazes com olhos azuis ou negros em cada turma, e pode ser generalizada através do teorema que adiante 
enunciaremos. Para esse efeito, reformulemos o "Jogo da Sobreposição" no contexto de moedas não-
equilibradas. 

Lançam-se três moedas não-equilibradas, seis vezes consecutivas, e conta-se o número k de vezes, com 
fce {0,1,2,3,4,5,6}, em que as três moedas apresentam a mesma face (número de sobreposições ou coincidências), 
recebendo cada apostador k euros. Quanto deve u m casino cobrar por aposta para ter lucro? 

'Sublinhe-se que não é possível estimar o número de casais com olhos azuis e o número de casais com olhos negros em cada turma, a 
menos que se conheçam simultaneamente as probabilidades p t de os rapazes terem olhos azuis e p2 de as raparigas terem olhos 
azuis, tendo-se então, respectivamente, npj>2 e nÇl-pJÇl-pJ, onde n representa o número de rapazes da turma (igual ao número 
de raparigas). 
No entanto, no caso de p2 = 0,5, é possível estimar o número total de casais com olhos da mesma cor após o primeiro 

emparelhamento aleatório, ainda que se ignore o valor de p t: npj>2 + n (l - p1 )(l -p2 )= — 
Podemos imaginar a seguinte experiência: 
Se, retirados os casais entretanto formados, repetirmos sucessivamente o emparelhamento aleatório dos elementos que 
restam até que seja possível constituir novos casais, concluímos que, no total, se formarão em cada turma (considerando agora 
p2 qualquer): 
n;?! casais com olhos azuis e n(í-p2) casais com olhos negros quando p,^p2 e 
np2 casais com olhos azuis e n(l-pj casais com olhos negros quando pt>p2. 
Note-se que o valor limite deste processo de emparelhamentos aleatórios sucessivos coincide com o que seria obtido num 
único passo, se rapazes e raparigas utilizassem a percepção visual na escolha intencional e determinística de um companheiro 
com idêntica cor de olhos. 
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[Os Jogos da "Sobreposição" e da "Mudança"com Moedas Não-Equilibradas] 

Representemos por pv p 2 e p 3 as probabilidades de ocorrência de u m a determinada face das três moedas e seja 
X a variável aleatória que representa o valor k recebido pelo apostador. 

A função de probabilidade deXédadapor : 

í(.\ ( 3 3 \k í % % V '' 

P ( X = * ) = L • r i P y + I ld-Py) V-UPÍ-U^-PJ) 
7-1 7=1 ^ 7=1 7-1 

(1) 

tendo-se, como valor esperado, 

( 3 3 1 
E ( X ) = 6 - O P ) " 1 " ! ! ^ " P;') = 6 - ( l - P I - p 2 - P 3 + P 1 P 2 + P 1 P 3 + P 2 P 3 ) / pelo que, para ter lucro, o casino deve 

l 7-1 7-1 ) 

cobrar u m valor superior a £(X) . 
A s expressões precedentes podem ser generalizadas a qualquer número de moedas e de lançamentos 2. 
Tendo em conta os resultados apresentados em [1], se considerarmos equilibradas as três moedas, 

' 6^ 

obtemos P ( X = fc)= 
(comp 1=p 2=p 3=0,5): 

e, portanto, é esta a distribuição de probabilidade do valor recebido por jogo 

Valor 
recebido (k) 0 1 2 3 4 5 6 

Probabilidade 0,177979 0,355957 0,296631 0,131836 0,032959 0,004395 0,000244 

O correspondente valor esperado d e X é £ ( X ) = 6 • — = \5-

Que acontecerá se substituirmos u m a (e apenas uma) das moedas anteriores por u m a moeda não-
equilibrada? 

Suponhamos pl * 0,5 e p 2 = p 3 = 0,5. Após substituição em (1) e simplificação, obtém-se, como anteriormente, 

- , concluindo-se assim que a substituição de u m a moeda equilibrada por u m a não-P ( X = fc)= 

equilibrada em nada alterou a distribuição de probabilidade do valor recebido por jogo. O u seja, no "Jogo da 
Sobreposição" pode utilizar-se indiferentemente três moedas equilibradas ou apenas duas moedas equilibradas 
de entre essas três, sendo então irrelevante a natureza da terceira moeda! E até possível dar-se o caso de esta 
moeda apresentar sempre a mesma face, o que não significa, obviamente, que ela possa retirar-se do jogo, facto 
que se reconhece de imediato considerando u m jogo com duas moedas, u m a equilibrada e outra totalmente 
viciada, já que a eliminação da moeda viciada implicaria a impossibilidade de jogar. 

E se jogarmos agora com duas moedas não-equilibradas? 
Consideremos então p1 * 0,5 A p ^ 0,5 A p 3 = 0,5 e determinemos o valor esperado £(X) = 6(0,5 - 0,5^+p 2 ) + pj^). 

Poderá £(X) valer 1,5 com p t # 0,5 A p 2 # 0,5? 
Verifica-se que tal não é possível, u m a vez que, sendo p3= 0,5, £(X) = 1,5 <=> {j>1 = 0,5 A p 2 qualquer) v (p, 

qualquer A p 2=0,5). 

2Sejam pvp1,..., pm as probabilidades de ocorrência de determinada face em m moedas que se lançam simultaneamente n vezes 
consecutivas. Então: 

; - l 7-1 
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1-1 i-i 
(2) 

tendo-seE(x)=n- r i P í + f i a - p,) 
\ 7-1 7-1 

1 . 
Facilmente se verifica que estas equações são ainda válidas para moedas equilibradas, considerando para o efeito P ; = —, V; 
Obtêm-se, nesse caso, as expressões apresentadas em [1], 
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