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por Antonio Pereira Rosa
[Escola Maria Amélia Vaz de Carvalho]

Transformacodes de Graficos, Substituicoes
e Equacgoes do Terceiro Grau

O estudo das transformagdes dos graficos de fungdes no 10.2 ano de
escolaridade é aproveitado neste trabalho para classificar as fung¢Ges cabicas
por meio da sua redugdo a formas candnicas, bem como para a obtengado de
resultados nao triviais sobre os seus zeros. Tal redugao é um passo essencial
do método usado pelos algebristas italianos do século XVI para a resolugao
de equagOes do terceiro grau.

1. Introducio

A escrita deste trabalho foi inicialmente motivada pelo desejo de abordar o estudo das fungdes ctibicas no
programa de Matematica B do 10.2 ano sem cair na solugéo facil de tragar apenas uns tantos graficos com a
calculadora. Em nossa opinido, o problema do estudo de funcdes polinomiais de grau superior a dois sem
recorrer (quase...) exclusivamente a tecnologia grafica é muito mais dificil de resolver no 10.2 ano da
Matematica B do que na Matematica A; nesta tltima, ao menos, ainda se estudam a divisdo inteira e a
factorizagdo de polinémios. Quando tentdvamos arranjar solucdo para este problema, apercebemo-nos de que
era possivel fazer um estudo das solugbes de equagdes polinomiais utilizando ndo apenas instrumentos de tipo
algébrico, mas também argumentos relacionados com as transformagGes dos graficos de funcdes que os alunos
viram anteriormente (a partir do grafico ou da expressdo analitica de uma fungéo £, os alunos devem ser capazes
de esbocar os graficos das funcdes definidas por y=f(x)+a, y=f(x+a), y=f(ax) e y=af(x) com a positivo ou negativo); a
medida que estuddvamos o assunto, percebemos que este se prestava a interessantes desenvolvimentos
matematicos, muito para além do que se aprende no Ensino Secunddrio, bem como a diversas referéncias de
caracter histérico.

N&o se julgue que nos opomos cegamente ao uso da tecnologia; muitos dos argumentos que
apresentamos neste trabalho sdo de natureza grafica, pelo que a calculadora (ou, melhor, um computador com
um bom programa de tragado de graficos, como o Winplot ou o Nucalc') ser4 um recurso precioso; por outro
lado, um programa de calculo simbdlico (Maxima, Derive ou Mathematica, por exemplo) revela-se muito ttil
em certas partes do estudo.

Procurdmos manter a exposi¢do ao nivel elementar; s6 vamos considerar polinémios com coeficientes
em R e as suas raizes s@o, salvo aviso em contrario, apenas as reais.

2. Equacdes do segundo e do terceiro grau

Seja ax*+bx+c=0 uma equagao do segundo grau. Dividindo, se necessario, ambos os membros por 2, podemos
desde j& supor que ela é da forma x*+px+q=0. Fazendo a substituicio y=x+p/2, obtemos uma equacio do tipo
binomial

'Disponiveis em http://math.exeter.edu/rparris/default html e http://www.nucalc.com/Home.html, respectivamente; os

gréficos apresentados neste trabalho foram feitos com o primeiro programa.
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que é de resolugio imediata. A titulo de exemplo, consideremos a equagfio x+5x+6=0; fazendo y=x+5/2, obtemos
¥-1/4=0, que tem as solugdes y=1/2 v y=1/2. Desfazendo a mudanca de variavel, vemos que a equacio original
tem as solugbes x=-2 v x=-3. Para uma interpretagio geomeétrica, tracemos os graficos de
flx)=x"+5x+6 e g(x)=f(x-2.5) (ver figura 1; como se sabe, o gréfico de g obtém-se a partir do de f por meio de uma
translagdo nahorizontal de duas unidades e meia para a direita).

Figura 1

E de notar que se pode obter facilmente a conhecida férmula resolvente da equagio do segundo grau por
uma substitui¢io andloga & anterior; basta fazer y=x+b/2a na equacio ax*+bx+c=0.

Vejamos agora o que se passa com as equagoes do terceiro grau. Qualquer equagido moénica do terceiro grau,
*+px+gx+r=0, pode ser transformada numa equagdo do terceiro grau sem termo quadrético por meio da
substituigdo y=x+p/3, que alguns autores atribuem a Tartaglia; analogamente, a equagéo geral do terceiro grau,
ax’+bx’*+cx+d=0, pode ser transformada noutra equacio do terceiro grau sem termo quadratico por meio da
substituigdo y=x+b/3a. Estes resultados podem perfeitamente ser provados no 10.2 ano de escolaridade (veja-se,
por exemplo, a abordagem do desenvolvimento de (a+b)’ feita em [1]). Naturalmente, se soubermos resolver a
equagdo transformada, podemos obter imediatamente as solugbes da equagdo original por simples inversdo da
transformag@o utilizada. Deixamos ao cuidado do leitor a formulagéo e prova dos resultados andlogos para uma
equacdo de grau #; trata-se de um bom exercicio para alunos do 12.2 ano, que podem ver assim uma aplicacdo
menos usual da férmula do binémio. H4 no entanto uma diferenga fundamental entre a equagdo do segundo
grau e as de grau superior a dois: no caso do segundo grau, a equagéo transformada € de resoluggo trivial, o que
ndo sucede para graus maiores. Mesmo no caso simples da equacdo do terceiro grau, ax*+bx’+cx+d=0, a
substituigdo y=x+b/3a é apenas o primeiro passo da resolugéo pelos métodos dos algebristas italianos do século
XVI, como del Ferro, Tartaglia e Cardano. Para simplificar, consideremos uma equacdo moénica do terceiro grau,
*+px*+gx+r=0, e fagamos asubstituiciio y=x+p/3; ap6s simplificacdes, obtemos a nova equagio

2 3
y3+3q-3p y+2p - 92;;q+27r=0.
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Esta equacio s6 é de resolucio imediata se o coeficiente de y se anular (isto &, se 33-p°=0) ou se o termo
independente for nulo (isto é, se 2p’-9pg+27r=0); no caso extremo de se verificarem a0 mesmo tempo as
condigbes 34-p°=0 e 2p>-9pq+27r=0, a equagio transformada é °=0, pelo que, desfazendo a mudanga de varidvel,

podemos concluir que a equagdo original tem a raiz tripla - % ;

3.Uma classificacio das func¢des ctibicas

As considerages anteriores sugerem uma possivel classificagdo das fungGes ctibicas a partir dos seus
graficos. Consideremos definido no plano um referencial o.n. (0, 2,, &, ) e seja flix)=ax’+bx*+cx+d uma fungio
ctibica.

Podemos desde ja supor que® @>0; utilizando a substituigio anteriormente apresentada’ y=x+b/3a e pondo a
em evidéncia’, verificamos que basta estudar o caso em que fé da forma f(x)=x*+px+4. Recorrendo ao estudo do
sinal da derivada, vemos que f é estritamente crescente se p >0 (figura 2) e que admite um maximo e um minimo
com abcissas —/— p/3 e |— p/3 respectivamente, quandop <0 (figura 3).
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Figura 2 Figura 3

Por outro lado, se g=0, a funcao é impar, pelo que admite a origem como centro de simetria. Se 420, o gréfico
obtém-se do anterior por uma translagio na direcgdo vertical, com vector 4€,; o centro de simetria é neste caso o
ponto (0,4) que, como ¢€ facil de verificar recorrendo ao sinal da segunda derivada, é um ponto de inflexao.
Temos assim que o grafico de qualquer fungdo ctibica pode ser obtido por meio de translagbes e
contracgdes/dilatacGes a partir de um dos "protétipos” (primeira, segunda, terceira e quarta formas candnicas)
apresentados nasfiguras 2, 3, 4 e 5, respectivamente.
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’Se a <0, considerariamos a fungdio simétrica def, f;=; como se sabe, o gréfico de fobtém-se a partir do gréfico de f, por meio de
uma simetria de eixo Ox. b
*Repare-se que esta transformacdo corresponde a uma translagiona direcgio horizontal, de vector 3 €.

“A multiplicagdo por a corresponde a uma contracgdo/dilatagdo na vertical de centro O (uma aplicagio de R*em R’ que ao par
(x,y) faz corresponder o par (x,ay)); trata-se de uma contracgio se 0<a<1edeuma dilatagiosea>1.

e
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Vejamos um exemplo concreto: seja f,(x)=2x"-4x"-x+3.
Vamos remover o termo em x* por meio da substituicio y=x-2/3, obtendo’ assim a funcfio transformada

Em seguida, devemos considerar as fungdes f,(x)=x>-11x/6+31/54 e f,(x)=x’-11x/6, concluindo-se com esta
tltima o processo de reducéo a forma candnica; o grafico de f; é pois um exemplo do segundo tipo por nos
considerado, correspondendo a forma canénica exemplificada na figura 3. A sequéncia de graficos que a seguir
se apresenta ilustra as quatro funcbesf,, f,, f, e f, consideradas ao longo do processo de redugéo a forma canénica.

F(x)=2x11x/3+31/27=2(x-11x/6+31/54)

le
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Figura 6
: : : i ; : :

Figura 9

Figura 8
Se estivermos apenas interessados em ver qual a forma candnica correspondente a uma fungdo ctibica

fx)=ax’+bx*+cx+d sem obter toda a sequéncia de transformadas podemos proceder de modo mais expedito. Com
efeito, a classificacdo que fizemos baseia-se essencialmente na monotonia e extremos da funcio considerada,

pelo que pode ser feita recorrendo ao estudo do sinal de f(x)=3ax"+2bx*+c. Tem-se assim:
*Usamos x como variével independente, como é usual.
_
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1.Se f'nio tiver zeros ou se tiver um zero duplo, f é estritamente mondtona’, pelo que se trata da primeira
forma canénica se >0 (ver figura 3) e da terceira se a<0 (ver figura 5).

2.Se f'tiver dois zeros distintos, os extremos de f ocorrerdo na ordem mdximo-minimo se a>0 (entéo teremos a
segunda forma canénica; ver figura 4) e na ordem minimo-mdximo se a<0; tratar-se-a entdo da quarta forma
canonica; ver figura 6.

Terminaremos esta secgdo com algumas consideracOes sobre os zeros. Seja fuma fungéo ctibica. Verifica-se
sempre uma das seguintes alternativas:

1. f temtrés zerosreais distintos.

2.  f temum zeroreal simples e dois zeros complexos (conjugados).
3.  f temdois zeros reais distintos, um simples e um duplo.

4.  f temumzerorealtriplo.

Para justificar esta afirmacio basta reparar que ela decorre imediatamente de algumas propriedades bem
conhecidas:

1. Um polinémio de coeficientes reais e grau impar tem sempre pelo menos um zeroreal.
2. Seumnumero complexo z,é raiz de um polindmio de coeficientes reais, o seu conjugado Z, também o é.
3. Um polinémio do terceiro grau ndo pode ter mais de trés zeros.

Voltando & questio dos zeros, podemos supor que a fungéo é da forma f(x)=x"+px+q. Comecemos por provar
oseguinte resultado:

Teorema 1 Seja f(x)=x"+px-+q uma fungio cibica. Entdo, f tem trés zeros reais distintos se e s se f tem um méximo e um
minimo com sinais contrdrios.

Demonstragio: Se ftem trés zeros reais distintos, x,<x,<x,, segue-se do Teorema de Rolle que a sua derivada,
f,que éuma funggo quadratica, tem dois zeros, y,<y,, verificando-se a seguinte ordenagéo

x1<y 1<x2<y2<x3 *

Pelas propriedades da fungdo quadrética, os pontos criticos em causa sdo efectivamente extremantes. Se o
primeiro extremo f{(y,) for um maximo positivo, fanular-se-a em x,e terd em seguida um minimo negativo em y,;
os outros casos sdo andlogos.

Reciprocamente, se f tiver dois extremos com sinais contrarios, o resultado decorre imediatamente da
continuidade defedofactode lim, , , f(x)edelim, ., f(x)terem sinais opostos.

Continuando a supor que f(x)=x"+px+q tem trés zeros distintos, seja f(x)=3x"+p a sua derivada; paraf ter dois
extremos, ' tem de ter dois zeros reais distintos e portanto p tem de ser um nimero negativo. Neste caso, os dois

*Sabe-se que se f" for estritamente positiva ou negativa, f é estritamente monétona. Se se verificar somente que f'>0 ou f<0,
apenas se pode concluir, em geral, monotonia em sentido lato. No caso particular em estudo, podemos, no entanto, ir mais
além. Com efeito, suponhamos que f' >0 e que existiam x, x, com x<x, tais que fix,)= f(x,); dado xe[x, x], vem
S )Sx0)<f(x,)=f(x,), donde se conclui que fé constante no intervalo [x,, x,] e, portanto, a sua derivada, a fungdio quadratica f,
tem de ser identicamente nula no mesmo intervalo, o que é absurdo. O caso f'<0 resolve-se de forma andloga.

quinta-feira, 20 de Agosto de 2009 10:54:17




zerossdo a=+— p/3 e -a= —/— p/3 eacondicio do Teorema 1 escreve-se floa)xf(-0)) . Vem entdo

() xf-o)<0> (o™ +patq).(-o’-po+g)<0.
tpatq potq
Oracomo p=-3a’, segue-se que
0)xf(-0) <0 (-2 +g). (20" +4)<0.
q q
Finalmente, e tendo de novo em conta que p=-3c’, obtém-se
Aa)xf-0)<0e4p*+274°<0.

Reciprocamente, se 4p™+274°<0, entéio p<0 e f'tem dois zeros distintos, logo ftem dois extremos e conclui-se,
pelo Teorema 1, que ftem trés zeros reais distintos.

Analisemos agora o caso 4p™+27¢°=0; esta igualdade, apenas possivel se p<0, é equivalente a fla)xf(-o)=0 e
portanto tem de ser f(e)=0 ou f(-e))=0. Como f(a)=f(-c)=0, um dos valores a ou -o. tem de ser um zero duplo’
(pelomenos) def. Sep=0, segue-se que =0 e afungdoreduz-sea f{x)=x’, que tem o zero triplo. Reciprocamente,
éfécil de ver que, se existirum zero triplo, ele tem de ser’ 0 e p=q=0.

Consideremos agora o caso p<0; ja sabemos que vai haver um zero duplo B e um zero simplesy. Por defini¢do
de zero duplo, verifica-se que B*+pB+g=0 e 3p™+p=0; multiplicando a primeira igualdade por 3, a segunda por B e
subtraindo ordenadamente, vem 2pB+3¢g=0e portanto

—e
2p

Para o cdlculo do zero simples 7, escreva-se x™+px-+q=(x-y).(x-B)’, efectuem-se os calculos no segundo membro
e igualem-se os coeficientes das poténcias em x* em ambos os membros. Vem y=28, donde, tendo em conta a
expressdo anteriormente obtida para f, se conclui que

_3q
Y_p'

Finalmente, é Sbvio que o caso 4p™+274°>0 tem de corresponder a existéncia de um zero real simples e dois
zeros complexos conjugados.

As consideragdes anteriores podem resumir-se no seguinte teorema:

Teorema?2 Seja f(x)=x’+px+qumafuncio cibica. Entdo verifica-se que:

e Se 4p™+274°<0, afungiio f tem trés zeros reais distintos.

o Se 4p™+27¢=0ep=0, afungiio ftem o zero triplo 0.

o Se 4p°+27¢’=0e p#0, afungiio ftem o zero duplo -3p/2q e 0 zero simples 3p/q .

. Se 4p™+2747>0, a fungdo f tem um zero real simples e dois zeros complexos conjugados.

O material apresentado nas secgGes anteriores é elementar, podendo ser apresentado aos alunos de

Matematica A do Ensino Secundario, excepto a demonstragéo do Teorema 1, que recorre ao Teorema de Rolle.
Quanto a Matemadtica B, a situagdo é mais delicada, devido nédo s6 ao facto de ter um programa mais curto e

100
. ~ ~
4. Algumas consideracdes sobre a apresentacdo aos alunos .
75

’E fAcil provar que um niimero o é zero de multiplicidade k de um polinémiop se e s6 se p(o)=p’ (a)=...=p""l)(a)=0 e p(k)(a)#O. =
*Seja B esse zero triplo; tem entdo de ser p(B)=p’(B)=p"’(B)=0 ou, efectuando os calculos, B+pp+g=3p*p=6p=0, donde p=p=4-0.

]
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menos ambicioso, mas também ao facto de muitos alunos desta disciplina estarem, em principio, menos
motivados para um estudo mais tedrico e menos ligado as aplicagdes. Tendo isto em conta, apresentamos as
seguintes sugestOes:

1. O uso da substitui¢do y=x+b/2a para o estudo da equagdo do segundo grau deve ser feito no 10.° ano, tanto
em Matematica A como em Matematica B, quando se abordam as transformagdes de graficos de fungoes. Trata-
se de um tema interessante, visualmente rico, mas que muitos alunos consideram dificil, confuso e com poucas
aplicagbes praticas; demasiadas vezes acaba por se reduzir a resolugéo de questdes de escolha multipla com
alguns graficos. Presta-se também particularmente bem ao estudo com calculadora grafica/computador. Para
terminar, refira-se que o estudo desta substitui¢io serd para muitos alunos a tiltima oportunidade de verem uma
dedugdo da férmula resolvente da equagéo do segundo grau.

2. Curiosamente, o programa de Matematica B do 10.” ano d& maior atengéo ao estudo das fungdes ctibicas
do que o de Matematica A; assim, sugerimos que em Matematica B se aborde o problema da redugéo das fun¢Ges
ctibicas gerais as fungdes ctibicas sem termo quadratico e que se refira (sem demonstragio) a existéncia das
quatro formas candnicas, um estudo que podera ser facilitado pela calculadora grafica/computador. Alguns dos
assuntos mencionados no fim da secgdo 2 podem ser abordados quando do estudo de zeros de polinémios no
10.2ano de Matematica Aeno 11.° ano em Matematica B.

3. A parte final da secgdo 3 exige mais conhecimentos, nomeadamente derivadas e niimeros complexos.
Assim, recomendamos que seja apresentada apenas no 12.° ano, na disciplina de Matematica A, embora os
conhecimentos de derivadas necessérios fagam parte ja do programa do 11.° ano desta disciplina. A maioria do
material exposto (omitindo eventualmente algumas justificagdes, como a do Teorema 1) pode ser estudada no
tema 2 do 12.° ano; exceptuam-se naturalmente as referéncias aos niimeros complexos, que fazem parte do tema
3. Pensamos que nunca é demais sublinhar que os niimeros complexos surgiram nio devido a problemas com
equagdes quadraticas, mas sim devido a resolucdo da equacdo ctbica pela formula de Tartaglia. Quanto a
Matemadtica B, a situagdo é diferente; nio s6 os niimeros complexos ndo fazem parte do programa, mas também
o estudo das derivadas é feito apenas no final do Ultimo ano da disciplina, e numa perspectiva diferente.
Pensamos no entanto que se pode aproveitar algum do material exposto, quiga estudando apenas alguns
exemplos bem escolhidos de equagdes e fungdes ctibicas (um de cada forma canénica, por exemplo) e referindo
que os resultados se podem generalizar, omitindo-se as demonstragoes.[7|
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