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A Transformacao de Tschirnhaus

1. Introducio

O primeiro passo para a resolugio da equaciio do terceiro grau ax’+bx*+cx+d=0 é a eliminacéo do termo
quadratico por meio da substituicdo y=x+b/3a, que alguns autores atribuem a Tartaglia. Obtém-se uma equacio
da forma x™+px+p=0, que pode entdo ser resolvida por diversos métodos, como o processo original de del Ferro,
Tartaglia e Cardano, o método de Lagrange ou a famosa “substituicio milagrosa” de Viéte (veja-se [1], pagina
80). Neste trabalho vamos estudar um método, publicado em 1683, que se deve ao matemético germéanico
Ehrenfried Walter von Tschirnhaus (ou Tschirnhausen), que viveu de 1651 a 1708. De todas as tentativas
de resolucdo de equagbes polinomiais de grau arbitrario por meio de radicais, este método e as suas
generalizagbes foram os que mais se aproximaram do objectivo final (que, desde os trabalhos de Ruffini, Abel e
Galois, sabemos ser, em tiltima analise, inatingivel).

A ideia de Tschirnhaus é simples: j4 que se consegue suprimir o termo em x* por meio de uma mudanga
de variavel afim, talvez seja possivel desembaracar a equacio dos termos em x* e em x por meio de uma mudanga
de variavel quadratica y=x*+ax+p, com a e B coeficientes a determinar, obtendo-se uma equagdo binomial y’=k,
de resolucdo imediata’. Como vamos ver, a ideia estd correcta, mas a determinacio destes coeficientes
¢é extremamente morosa; sugerimos ao leitor interessado em refazer alguns dos nossos calculos a utilizacao
de software de célculo simbdlico adequado, como o Derive, 0 Mathematica ou o Maxima.

2. A substituic¢do de Tschirnhaus

E f4cil de ver que hd equagdes do terceiro grau que nio podem ser reduzidas 4 forma binomial por meio de
uma mudanga de variavel afim; a tentativa de fazer essa redugdo por meio de uma sequéncia finita de tais
transformagdes fracassa também, uma vez que a composta de duas transformacGes afins é ainda uma
transformac@o afim. Concentremo-nos entdo nas mudancas de varidveis quadraticas, comegando por recordar
alguns resultados que nos vao ser necessarios (apresentamos versdes adequadas as nossas necessidades; os dois

teoremas seguintes sio muito mais gerais).

Teorema 1 (Formulas de Viéte) Dado um polindmio p(x)=x’+ax’+ayx+a, de raizes’ x, x, e x, entdo
= )00 X XX 50K,
'Uma alternativa interessante é o uso de uma mudanga de vari4vel de tipo homogréfico ou de Mébius, conforme se pode ver

em[2].
*Reais ou complexas e tendo em conta as multiplicidades.
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Emparticular, se p(x)=x3+px+q, entdo tem-se que 0=-(x, 2, +3,), P=2, XX, X5 H2,X,€ =X, X, X,

Demostragdo Basta desenvolver o segundo membro da identidade ¥*+a,x*+ax+a,= (x-x,).(x-x,).(x-x,) e igualar
os coeficientes das poténcias do mesmo grau.

A . . 3k
Teorema 2 (Férmulas de Newton) Dadas as trés indeterminadas x,, x, e x,, sejam Sy = ZH Xe
C1=X + X+ X,
Gy = %X, T X X3 + X, X5
O3 = XX, X5-
Entio tem-se
51 =0y
.
s, =01 - 20,
s, =0, - 30,0,+30,
8, =50, 5,0, +50,
S5 = 5401~ 550, 15,03

Sg =550~ 5,0, +550 3.

Demonstra¢dio Nao vamos apresentd-la; oleitor interessado pode consultar a referéncia [3] .

Considerem-se entdo as equagdes

P +px+g=0 @
Y +r=0 2

em que (1) é aequacio dada e (2) é a sua transformada por meio da substituigdo y=x"+ox+B. Sejam ainda x,, x, e x;
asraizesde (1) ey, y, ey, asraizesde(2).
Escrevamos as expressdes dos s(j=1,2,3,4,5,6) para as raizes da equagdo (1). Pelas férmulas de Viete, tem-se

o1(%)=5/(x)=0

oy (x)=1p
o3(%)=-q
donde, atendendo a que o,(x,)=0, se segue das férmulas de Newton que

51(%) j 0 3)
s,(%)=-2p @)
53 (xx) =- 3q (5)
S4 (xi ) =2 p2 (6)
S5 (xi ) = 5pq (7)
se(%)=-2p"+34". 8)

Procedendo deigual forma para aequagio (2), temos

o.(y;)=5(y;)=0
o,(y:)=0
o3(y)=-r
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e
s:(y)=0
$,(%)=0
s3(y;)=-3r
54(y)=0
s5(;)=0
s¢(y,)=3r"
Por outro lado, como y=x+ax+B, vem
sil)=h* ¥t Ys
= (6 + ox, + B)+ (] + ax, + B)+ (x3 +ax, + B)
=(xf+x§+x32)+a(x1+x2+x3)+3l3
e

)=+
= (2 +o + B) + (2 +ox, + B) +(8B +ax, + B)
= (bt b+ xd ) 200+ 03+ D)+ @2+ 2PN + 13+ x3)+

+20B (x, +x, +x;3)+3B %

Tendo entdo em conta que s,(y,)=5,(y,)=0, obtemos o sistema

5 (x; )+ as(x)+3=0
54(%, )+ 208,(x;)+ @+ 2B)s; (x; )+ 2aP 5, (x; )+ 3p*=0

o qual, considerando as expressdes anteriormente obtidas para s,(x,), se pode escrever na forma

-2p+a-0+3p=0
2p® +20(- 34)+ (@ + 2B)- (- 2p)+ 20B-0+3p? =0

ou, ap6s simplificagdes 6bvias mas morosas,

B=2p/3
pa?+3qa - p*/3=0.

A dltima equacio deste sistema é do segundo grau em o; escolhendo uma qualquer’ das suas raizes, est4
concluida a determinagdo dos coeficientes da mudanga de varidvel. Falta, no entanto, obter a equagédo

transformada: ndo é, em principio, tarefa facil' eliminar x no sistema

{x3+px+q=0

y=2x> +ax+p.

Procederemos por via indirecta: dada a equagio transformada y*+=0, de raizes y, y, e y, tem-se

imediatamente y,>+y,+y,’=-3r. Atendendo a que y=x+ox+B, segue-se que

LB D, G o+
-3 _3

*Eindiferente qual delas se escolhe, como veremos.
“Veremos mais adiante que este problema se pode simplificar bastante recorrendo a resultante.
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Desenvolvendo os célculos de forma semelhante ao feito anteriormente’ para s,(y;), podemos determinar o
valor de . Uma vez resolvida a equacdio y*+=0, as suas trés solucdes y,, y, e y, permitem determinar seis’
possiveis solugdes para a equagio original, ji que y=x;+ax+B; por substitui¢io na equagdo original, eliminam-se
as solugdes estranhas.

3.Um exemplo
Nesta sec¢io vamos resolver a equagio x’+3x+5/6=0 pelo método de Tschirnhaus.
Tem-se p=3 e 4=5/6. Comecemos por determinar os coeficientes o e B da substituicdo. Obtém-se o sistema

2%x3
p 3

2
302+3x2a- 2 =0
6 3

cujasolucioé

p=2
a=-32va=2/3.
Escolhendo, por exemplo, a solugdo a=-3/2 e =2, a substituicdo é y=xz-%x+2. Para determinar r na

equagdo transformada, devemos comegar por obter s(x;) (=1,2,...,6). Substituindo p=3 e 4=5/6 nas equagGes
(3)-(8), temos que

51 (xi )= 0
5, (xi )= -6
s3(x; )= - 5/2
54 (xi )= 18
55 (x; )= 25/2
s6(x; )= - 623/12.
Efectuando os calculos naequagéo (9), vem
_ 8s¢ - 3655 +102s, - 1715, + 204s, +192
-3x8
Substituindo os valores de s(x) (7=1,2,...,6) e simplificando, chega-se finalmente a
2197

144
Temos pois de resolver a equagio y’=2197/144; as suas solucdes sdo

3/2197 3/2197 .(21:) [2197 .(41:)
¥ Ccis| — | e 3 cis| — |.
\ 144 144 3 144 3

Em seguida, devem resolver-se as trés equacgbes quadraticas

e B 31/2197 =0
2 144

x2-§x+2- 2197cis(2—nj=0
2 V144 3

¥ - Ex+2- 3/2197ci hii2 =0.
2 V144 3

°Nao vamos explicitar todos os cdlculos, uma vez que estes sio muito morosos; veja-se o exemplo da secgio seguinte
e as observagdes sobre a resultante.

‘Repare-se que, ao contrario das transformagdes vistas anteriormente, a transformagdo y=x+ox+B ndo é invertivel; 25
Tschirnhaus aparentemente nio se apercebeu deste problema.
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Finalmente, por substitui¢do na equagao original, eliminam-se as trés solugbes estranhas. Apresentamos
apenas o resultado final, obtido por meio do Derive.

Primeira solugdo (real)

3 gi/ 6877312 3887318 452929

4 1024 384 36864
Segunda solucio
Partereal:
13 23
- 373 \/\/15874>(3+1352x2m +299x 6% - % 13x2%3
+ —
12

Parte imaginaria:

13 23
- 32/3x\/\/15874x3+1352x2]/3 +299% 6% + %naxz%

12

Terceira solugdo

Trata-se, obviamente, do complexo conjugado da segunda solugéo.

Este exemplo mostra que o método de Tschirnhaus (como, em geral, todos os métodos ndo numéricos para a
resolucio de equagbes de grau superior ao segundo) tem um interesse prético reduzido’; ndo deixa de ser

elucidativo constatar que com uma simples calculadora se obtém as solugdes da equagdo x*+3x+5/6=0 com nove
casas decimais:

x, = -0,271133778
x, = 0135566889 +1,747894489i

%5 = 0,135566889 - 1,747894489i
A conhecida férmula de Tartaglia para a equagio x*+px+g=0,

2 _3 2 3
x=3_l+ q_+p_+3_1_ q_+p_
2 V4 27 2 V4 27
da também resultados muito mais satisfatdrios, obtendo-se, apds algumas simplificacGes triviais, a raiz ﬁ = dg

Comparando os resultados obtidos pelos métodos de Tschirnhaus e Tartaglia, obtém-se uma curiosa igualdade®
envolvendontmeros irracionais:

3 i/6877%—2 _ 3887318 452929 _ %P ) %ﬁ
3 V2

4 1024 384 36864

Antes de abordarmos as generalizagbes e algumas importantes consequéncias tedricas do método de
Tschirnhaus, veremos como se pode simplificar bastante a determinagéo da equagéo transformada recorrendo a

~ © =
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=)
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*Que seria certamente muito dificil de justificar de forma directa. ..
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resultante de dois polinémios’, uma ferramenta de que Tschirnhaus nio dispunha. Supondoji determinados ae
B, consideremos o sistema nas incognitasxey

{x3+px+q=0

¥ +ox+B- y=0.

Vamos eliminar x recorrendo a resultante. Tem-se

10 p q 0
01 0 14 q
Res, (X + px+q, x*+ax+B- y)=|1 o 2p/3-y 0 0
01 a 2p/3-y 0
00 1 a 2p/3-y

Ovalor deste determinante é

3 2,2

2
- y3+(%- a’p- 3wi]y+22%+2 Trapgrq*- g0

2

Igualando a zero” e tendo em conta que % - a’p- 304 = 0(¢ a equaciio que o deve verificar, como se viu

anteriormente), tem-se a equacao transformada

2p°  20°p®
« fe P L2 P +g%-g0®=0
y 27 3 apqTq -qa
que se pode escrever na forma
3 3
3= 9‘;20"_ 40;”7_,_827; +247 (10)

2
serepararmos que de % - a’p- 3aq =0 sededuzsucessivamente que

3ag

a2=P_
3 p

eque 5
i 9ou2] )
p

Por substituigdo dos valores de o, p e g na equacéo (10), obtém-se novamente a equacio transformada
¥=2197/144.

o
a3=%—q

4. Desenvolvimentos posteriores do método

Tschirnhaus tinha um objectivo muito mais ambicioso do que apresentar apenas um novo método para
resolver a equagdo ctibica”’; ele pretendia reduzir uma qualquer equagéo de grau n auma equagdo do tipoy™=k, o
que resolveria definitivamente o problema da determinagéio exacta” das raizes de polindmios. Para tanto,
comegou por observar que o método que desenvolvera para a equagao ctibica podia ser usado para eliminar os

’Para a defini¢io e para as propriedades basicas da resultante, veja-se o Apéndice.

Veja-se a Proposigio 4 do Apéndice.

"Ou a qudrtica: Tschimhaus abordou este tltimo problema reduzindo a equagdo geral do quarto grau a uma equagio
biquadrada por meio de uma substituicio quadritica conveniente, apresentando assim uma alternativa ao conhecido método
de Ferrari. E de referir que a equagio geral do quarto grau pode ser reduzida & forma binomial 3=k por meio de uma
substituiggo citbica; vejam-se [5] e [6].

Em principio, por meio de radicais, o tipo de resolugiio que 0s mateméticos da época procuravam.
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termos de grau n-1 e n-2 numa equacdo de grau #, o que estd correcto; em particular, a equacéo do quinto grau
Craxtax rax +ax+a=0 pode ser reduzida & chamada forma principal x’+bx+bx+b=0. O passo seguinte seria
remover o termo em x’, passando a uma equacdo do tipo x™+c,x+¢,=0, que é actualmente conhecida por forma de
Bring-Jerrard; aparentemente por analogia com as equagoes do terceiro grau, pensou que isso seria possivel por
meio de uma substituicdo ctibica, z=x*+ax™+Bx+y. Infelizmente, a tentativa falhou, pois a determinagdo dos
coeficientes o, p e y conduz a uma equagio do sexto grau (veja-se [7]). Em 1796, o matemdtico sueco Erland
Samuel Bring (1736-1798) foi bem sucedido onde Tschirnhaus falhara, conseguindo passar da equacéo geral do
quinto grau para a forma que tem o seu nome, recorrendo a uma substituigio qudrtics, z=x+ax™+px+yx+3, e a
uma série de artificios sumamente engenhosos. Este notavel trabalho passou, no entanto, despercebido. Os
resultados de Bring foram recuperados e generalizados de forma independente em 1835 pelo matematico inglés
George Birch Jerrard (1804-1863). Concretamente, Jerrard conseguiu por meio de uma substitui¢do conveniente
remover os termos de grau n-1, n-2 e n-3 na equacgao geral de grau n. Infelizmente, as suas esperangas de resolver
equacdes de grau arbitrario foram desfeitas pelo famoso matemadtico irlandés Sir William Rowan Hamilton
(1805-1865), que, no seu relatorio sobre os trabalhos de Jerrard, apontou uma série de limitagdes que
inviabilizavam essa ideia®. Jerrard néo ficou convencido com os argumentos de Hamilton e gerou-se uma longa
e acerba polémica que acabou por dar razdo a este ltimo e que teve como principal aspecto positivo contribuir
para desenvolver e tornar mais conhecidos os trabalhos de Abel e Galois sobre resolubilidade de equagGes
algébricas™.

Voltando a equagio quintica, os resultados referidos anteriormente mostram que se fosse possivel resolver
por meio de radicais as quinticas na forma de Bring-Jerrard, seria possivel resolver por meio de radicais
qualquer quintica, 0 que, como se sabe, é impossivel”. E, no entanto, fcil de ver que qualquer quintica naforma
de Bring-Jerrard pode ser escrita na forma 3’ +y-c=0, um tipo de equagho cujas raizes sdo conhecidas como
ultrarradicais ou radicais de Bring. Assim, podemos resumir os resultados anteriores dizendo que qualquer
quintica pode ser resolvida por meio de radicais e de ultrarradicais. As transformagdes anteriores foram
também essenciais em estudos posteriores da equagdo do quinto grau, como a sua resolugdo por Charles
Hermite (1822-1901) em termos de funges modulares elipticas ou a famosa resolugéo de Felix Klein (1849-1925)
por meio de fun¢bes hipergeométricas; refira-se que Hermite tinha grande admiragdo pelos resultados de
Jerrard, que considerava serem os maiores avangos no estudo da equacio do quinto grau desde os trabalhos de
Abel.
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Apéndice
Algumas propriedades da resultante

Neste apéndice vamos recordar a definicdo e algumas propriedades da resultante de dois polinémios,
indicar sem demonstracdo algumas das suas propriedades e apresentar algumas aplicagdes. Nao
procuraremos trabalhar com a maior generalidade possivel, antes apresentaremos apenas os resultados de
forma adequada as nossasnecessidades.

Dados os polinémios p(x)=a,x"+....a, e q(x)=bx’+....b, de coeficientes reais, com graus 7 e s, respectivamente
(logo a,by# 0), sejam a.,...,a, 0s zeros de p e B, ,...,B, 0s zeros de g no corpo C dos niimeros complexos”. A
resultante de p e g, que representaremos por Res(p,4), é ontimero definido por

n s
Res(p,q)= agbo"l;ll:!(ai -B)
E consequéncia imediata da definigdo a seguinte ]

Proposicdo 1 Dois polinémios p, q eR[x] tém um zero comum se e s6 se Res(p,q)=0.
Tem-se ainda a seguinte formula alternativa para a resultante:

Proposicio 2
Res(p,q)=ai] [4€:)

E de reparar que, em geral, Res(p,q)#Res(q,p): com as notagGes anteriores, resulta quase imediatamente
da defini¢do que Res(p,9)=(-1)" Res(q,p).

Se ndo houvesse outra maneira de calcular a resultante sem ser pelas formulas anteriores, o seu anulamento
seria obviamente um critério totalmente intitil para o estudo dos zeros comuns de dois polinémios®, ja que o seu
calculo pressupde o conhecimento dos zeros dos polinémios em causa. Tem-se, no entanto, o seguinte resultado:

Proposicio 3 Consideremos dois polindmios p(x)= ax'+ax"'+..+a, e q(x)= bx+bx"*+..+b, de graus n e s,
respectivamente. Entdo, Res(p,q) éigual ao valor do seguinte determinante:

ay, a4 ... 4,
a, a4 ... a,
4 4 a,
by b, ... b,
by b b,
by b b,

Neste determinante, subentende-se que os elementos correspondentes aos espacos em branco sdo iguais a zero e que nele
vdo surgir s linhas do tipo a, a,...a,en linhas do tipo b, b,...b,.

Exemplo
Seja p(x)=ax*+bx+c um polinémio de segundo grau, entdo p’(x)=2ax+b. Vamos calcular Res(p,p’). Vem

¥Oleitor interessado pode consultar [3] ou [10].

"Contados de acordo com a sua multiplicidade, em ambos os casos; no que se vai seguir, poderiamos trabalhar apenas
num corpo sobre o qual estes dois polinomios se decompusessem em factores lineares como, por exemplo, o corpo
de decomposicdode pg.

¥Estudo esse que, alids, se pode fazer por aplicacdo do algoritmo de Euclides em R[x].
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a b ¢
Res(pg)=Pa b 0 =-a(b*-4ac). Atendendo a que a=0 e a que uma raiz o de um polinémio p do segundo grau
0 22 b
édupla quando p’(2)=0, obtemos por aplicagdo da Proposig¢do 1 a conhecida regra para a existéncia de uma raiz
dupla na equagio ax*+bx+c=0: A=b*-4ac=0.

O nosso interesse na resultante estd relacionado com a sua aplicagdo a resolugdo de sistemas de duas
equagdes polinomiais com duas incognitas, tendo em vista a sua utilizagdo na determinagdo da equacdo
transformada no método de Tschirnhaus.

Sejam entdo p e g polindmios em duas indeterminadas x e y, que vamos escrever ordenados segundo
as poténcias decrescentes de x:
plxy)=a(y)x+a,(y)x .. a, (y)x+aly)

e
G0y)=by(y)x+b, (y)x+.. 4b,, (y)x+bay).

Estamos interessados na resolugdo do sistema
{%(y)x* +ay (gt (Yt (y)=0

by ()’ + by (ype"! +- + by Y+ by (y) =0

Vamos representar por Res,(p,q) a resultante dos polindmios p e ¢, considerados como polindmios na
indeterminada x. Tem-se o seguinte resultado correspondente & Proposigéo 1:

Proposicdo 4 Se x=0, y=B é uma solucio do sistema anterior, entdo B é um zero de Res (p,q), reciprocamente, se [ é
um zero de Res,(p,q) ou os polinémios p(x,B) e q(x,B) tém um zero comum ou os coeficientes dos seus termos de maior
grau sio nulos: a,(B)=by(B)=0.

Este resultado reduz a pesquisa das solu¢6es do sistema anterior a resolugéo de uma equacdo com uma s6
incégnita; diz-se que a incdgnita x foi eliminada do sistema. Uma das suas aplicagbes é precisamente justificar a
utiliza¢do da resultante no método de Tschirnhaus.
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