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As orientacdes metodoldgicas dos programas do ensino secundario actualmente em vigor, ao pretenderem dar um
papel preponderante a denominada “investigacdo” feita pelo aluno com base em situagées muito particulares e que
conduzem em muitos casos a falsas conjecturas, nao podem excluir, muito pelo contrario, obrigam a que, em devido
tempo, os conceitos e a compreensao da forma como eles se interligam sejam apresentados como definicdes e resultados
formulados de forma rigorosa e inequivoca, ultrapassando as nocdes intuitivas e a sua descricao em linguagem corrente.

A formulacao precisa dos conceitos é essencial ao desenvolvimento de um raciocinio matematico, por mais elementar
que ele seja. Usar simultaneamente diferentes formulacoes de um mesmo conceito pode dar origem a incoeréncias que
nem sempre sao evidentes. O conceito de ponto de inflexdo constitui um exemplo da necessidade de clarificacao da

definicao adoptada.

Sentido da concavidade

Matematicamente, a designacao inflexdo esta usualmente associada a uma mudanca do sentido da concavidade do
grafico de uma funcéao.

Assim, a primeira necessidade que surge para formular o conceito de ponto de inflexdao do grafico de uma funcao é
precisar o que se entende por sentido da concavidade do grafico.

A ideia de sentido da concavidade do grafico de uma funcao é geometricamente intuitiva.

Etimologicamente, a palavra concavidade esta associada a cavidade, a forma “cavada” ou "escavada” ou "concava”
de um objecto. A utilizacdo matematica do termo concavidade respeita o seu significado etimologico.

Quando se afirma, por exemplo, que a concavidade do grafico da parabola x2=y esta voltada para cima, esta-se a

dizer que o conjunto de pontos do plano @x,y) O/R:y< Xzé € cOncavo (ndao convexo), isto é que o conjunto

@x,y) O/mR*:y= xzéé convexo.
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foram determinantes para a redaccao deste artigo.



Genericamente:

Definicao 1.

0 grafico de uma funcdo f tem a concavidade voltada para cima num intervalo aberto | de IR se o conjunto
Af = @(X, WOR :xO/,y= /’(X)E € convexo, isto é, se dados quaisquer dois pontos em Af, o segmento de recta
que os une esta totalmente contido em Af.

0 grafico de uma funcao f tem a concavidade voltada para baixo num intervalo aberto / de IR se o grafico de —f

tem a concavidade voltada para cima em /.

Mas dizer que o conjunto A_ é convexo é equivalente a afirmar que para quaisquer pontos a e b pertencentes a / tais

f
que a < b, o grafico de f em [a,b] esta abaixo do grafico do segmento de extremos (a,f(a)) e (b,f(b)), isto é,
_ SO-Aa, 5
fAXN<nx,0x0/,emque nx) = fa)+ —p (x— a) e aequacao darecta que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)).

Com efeito:

Se A e B sao quaisquer dois pontos sobre o grafico de f com abcissas
aebese Af € um conjunto convexo, o segmento com extremos

A e B esta contido em A_, e assim qualquer ponto (x,f(x)) com x O

f)
[a,b] esta abaixo do segmento de extremos A e B.

Reciprocamente, tomem-se quaisquer dois pontos P e Q em Af, com abcissas a e b. Se todo o ponto (x,f(x)) com
x0O[a,b] esta abaixo do segmento de extremos A e B, o segmento de extremos A e B esta totalmente contido em Af, o]
mesmo se passando entdo com o segmento de extremos P e Q, ja que este esta acima do segmento de extremos A e B.

Assim, a definicao 1 é equivalente a:

Definigdo 1°.
0 grafico de uma funcao f tem a concavidade voltada para cima num intervalo aberto / de IR se para quaisquer

pontos a e b pertencentes a | tais que a<b, o grafico de f em [a,b] esta abaixo do segmento de recta de extremos

(a,f(a)) e (b,f(b)).

No Ensino Secundario o estudo do sentido da concavidade do grafico de uma funcao faz-se apenas para funcdes
diferenciaveis. Trata-se de um estudo intuitivo que associa a forma do grafico a variacdo do declive das tangentes em

pontos sucessivos do grafico: se o declive aumenta quando o ponto de tangéncia se desloca da esquerda para a direita,



o grafico tem a concavidade voltada para cima e se o declive diminui, o grafico tem a concavidade voltada para baixo.

Atendendo a que o aumento do declive esta associado ao crescimento da funcao derivada, tem-se:

Definicao 2.
0 grafico de uma funcao f , diferenciavel num intervalo aberto | de IR, tem a concavidade voltada para cima em

I se f’ é crescente em |I.

Se f é diferenciavel num intervalo aberto I de IR, as definicdes 1 e 2 sao equivalentes.

Com efeito:

Suponha-se que A, é convexo em | e sejam a, b O/ tais que a<b.

f
Considerem-se os pontos A(a,f(a)), B(b,f(b)) e seja P o ponto

sobre o segmento [AB] (de extremos A e B) com abcissa x.

Comparem-se os declives dos segmentos [AX], [AP], [PB] e [XB],

em que X é o ponto do grafico de f com abcissa x.

Tem-se:

declive de [AX]< declive de [AP] = declive de [PB]< declive de [XB], isto é,

fN-Aa AD-Aa f0-AH

X-a b-a x-b

Como f é diferenciavel em a e em b, passando ao limite quando x — a* e x - b™» conclui-se que

@<= 1D <y
-a

e assim, f’(a) < f’(b).

Reciprocamente, suponha-se que f’ é crescente no intervalo aberto /, tomem-se dois pontos a, b 0/ tais que a<b e
verifique-se que o grafico de f em [a, b] se encontra abaixo do segmento de extremos A(a,f(a)) e B(b,f(b)), isto é, Af é
convexo (definicao 1°).

Seja entdo r(x) = mx + p a equacao da recta AB e prove-se que, para todo o x em [a,b] se tem g(x)= r(x) - f(x)=0.

Como g é diferenciavel em [a,b] e g(a) = g(b) = 0, existe ¢ O ]a,b[ tal que g’(c) = 0 (pelo teorema de Rolle). Como,
por hipdtese, f’ é crescente e | e g’(x) = m - f’(x), ¢’ é decrescente em |.

Assim:

o x[l] a, c[ 0 ¢(x0=¢g(9g=00 g écrescenteem[a,c] O gx) = 2a) =0;

. x[l] c,b[ 0 ¢(x)<¢g(9=00 g édecrescente em [c,b] O g(x) = g(bH) =0.

Entdo g(x)=0, Dxl][a, b] e Af é convexo.



No caso da funcao f ser duas vezes diferenciavel num intervalo aberto /, resulta da definicao 2 a caracterizacao das

concavidades da funcédo a custa do sinal da segunda derivada:

Teorema 1
Seja f uma funcao duas vezes diferenciavel num intervalo aberto /. O grafico de f tem a concavidade voltada para

cimaem/seesdse f(x)=00x0/.

A demonstracao deste teorema resulta imediatamente da relacao bem conhecida entre o crescimento de uma funcao

diferenciavel num intervalo e o sinal da sua derivada.

Ponto de inflexao

Tal como se disse anteriormente, a designacao de ponto de inflexao esta usualmente associada a uma mudanca do
sentido da concavidade (para cima ou para baixo) do grafico de uma funcdo a esquerda e a direita desse ponto, isto &,
uma funcao f tem uma inflexao para x = a, ou no ponto (a,f(a)), se no ponto (a,f(a)) se verifica a mudanca do sentido de
concavidade do seu grafico.

Assim, a funcao f representada no grafico seguinte, tem uma inflexao para x = a:

A designacao de ponto de inflexao é geralmente reservada para pontos onde a funcéo é continua.

Mais precisamente:

Definigao 3:
Seja I intervalo aberto, a um ponto de /, e f uma funcao continua em /. A funcao tem um ponto de inflexao para
X = a, ou no ponto (a,f(a)), se existe ¢ >0 tal que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima (para baixo)

em] a-¢ a]l e voltada para baixo (para cima)em] a,a+¢][.



Nas figuras seguintes ilustram-se pontos de inflexao, de acordo com a definicao anterior:

(a,h(a))
(a.f(a))

(a,8(a))

(M @) 3)

Um grande nimero de autores (ver, por exemplo, [1], [4], [5], [6]) definem ponto de inflexao apenas para funcdes
com derivada (finita ou infinita) nesse ponto. Assim, ndao consideram que exista ponto de inflexao no caso (3).
Da observacdo dos exemplos (1) e (2) parece que a existéncia de inflexao esta associada a posicao relativa entre a

tangente no ponto (a tracejado na figura) e o grafico da funcao, a sua direita e a sua esquerda.

(a,f(a))

(a,8(a))

(1) (2)
Ponha-se entdo a seguinte definicao:

Definicao 4:

Seja/umintervalo abertode IR, a [Jl, f:/ - /R uma funcdo com derivada no ponto a. Designe-se por t a tangente
em (a,f(a)).

(i) Se f tem derivada finita em a, o ponto (a,f(a)) € um ponto de inflexao se em ]a ¢, a [ o grafico de f esta acima
(abaixo) de t e em ] a,a + € [ o grafico de f esta abaixo (acima) de t.

(ii) Se f tem derivada infinita em a, o ponto (a,f(a)) € um ponto de inflexdao se em Ja - ¢, a [ o grafico de f esta a

direita (a esquerda) de t e em ] a,a + ¢ [ o grafico de f esta a esquerda (a direita) de t.

Comparem-se as definicoes 3 e 4. A definicao 3 parece contemplar mais casos de ponto de inflexao, como o ilustrado
em (3). Sera que, no caso da funcao considerada ter derivada num ponto a, é equivalente afirmar que existe mudanca de
sentido de concavidade do grafico da funcao a esquerda e a direita de a e que o grafico da funcdo “atravessa” a tangente
em (a,f(a))?

A resposta € negativa.

Com efeito, considere-se a funcao definida em IR por
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A equacao da tangente ao grafico de f no ponto (0,0) é t(x) = 0. Tem-se f(x)> t(x) para x > 0 e f(x) < t(x) para x < 0.
Entao, de acordo com a definicao 4, (0,0) € um ponto de inflexao.
Uma analise precipitada das caracteristicas da funcao a partir de um seu grafico, como o ilustrado na figura seguinte

pode levar a concluir que também existe uma mudanca do sentido da concavidade em (0,0).

Mas a imagem seguinte, obtida para x 0[-0,01; 0,01], ja alerta para a possibilidade da nao conservacao do sentido da

concavidade em nenhum intervalo] -¢, 0 [ ou ]0,¢[ para¢<0,01:
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Analise-se a segunda derivada de f:
0x° %inD1 Ij+ 2D 8x% cosD1 o )(sin[I1 o se x£0
BHH Hxd " Exd

0
]
0
/‘"(X) =0
g) se x=0
a a
010 g 1 O < . - .
Observe-se que f'EzT <0 e f'G———0>0, com nLN, nao se podendo portanto dizer que f” seja positiva ou
”"E %ﬂ + Znn%
2
negativa em algum intervalo ]— £ ,0[ ou ]0, 5[ (para €<1/6), pelo que, de acordo com a definicao 3, nao existe inflexao
em (0,0).
Representa-se no grafico seguinte a funcao f”’ no intervalo [-0,01;0,01], que evidencia o facto de f”’ nao ser positiva

ou negativa em nenhum intervalo ]— £ ,O[ou ]0, e[, para €<0,01:

Observe-se que, no caso de a funcéo f ser diferenciavel em a, a definicdo 3 implica a definicao 4. Com efeito suponha-
se que f tem um ponto de inflexdo em (a,f(a)), de acordo com a definicao 3. Entao existe € > 0 tal que em ]a— £, a[ e
em ]a, a+e [o sentido das concavidades é diferente. Considere-se o caso em que em ]a— &, a[ a concavidade esta
voltada para baixo e em ] a a+e [ a concavidade esta voltada para cima (sendo a verificacao analoga no caso do sentido

das concavidades ser oposto).




Se o grafico de f tem a concavidade voltada para cima em ]a, a+e [, conforme ja se observou a proposito da

1D -Aa

equivaléncia das definicées 1 e 2 de sentido da concavidade, se b IZI] a a+e [, entdo f(a) = fy(a) < % e assim
fib) = fla)+ f(a(b-a), isto é o grafico de f esta, em ]a, a+e [, acima da tangente em (a,f(a)). Analogamente se
verifica que o grafico de f esta, em ]a— A a[, abaixo da tangente em (a,f(a)). Entdo, o ponto (a,f(a)) € um ponto de
inflexao de acordo com a definicao 3.

0 resultado seguinte da uma condicdo necessaria para a existéncia de ponto de inflexao, podendo a inflexao ser

entendida no sentido da definicao 3 ou da definicao 4:

Teorema 2:
Se a funcao f definida num intervalo aberto / de IR é duas vezes derivavel num ponto a [J/ e f tem um ponto de

inflexao em (a,f(a)), no sentido da definicao 3 ou da definicao 4, entao f (a) = 0.

Este resultado é apresentado por varios autores como uma aplicacdo da formula de Taylor (veja-se, por exemplo, [1],
[4], [6]).

A condicao expressa no teorema 2 nao é suficiente para a existéncia de ponto de inflexao. Com efeito, a funcao

f: /R - IR definida por A(x) = x* é tal que f'"(0) = 0 e f ndo tem um ponto de inflexao em (0,0).

Conclusao

Para as definicdes 3 e 4 encontram-se exemplos em que existe ponto de inflexdao de acordo com uma delas e nao
existe ponto de inflexao de acordo com a outra.

Das definicoes dadas nenhuma é “mais verdadeira” que a outra. Elas coincidem em algumas situacoes, mas sao
definicoes diferentes, pelo que a analise da existéncia de inflexdo, usando uma e outra, pode conduzir a conclusdes

diferentes. E pois essencial clarificar qual a definicio adoptada.
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