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 !"#$%!&'()$*$%!+,-+$+!%(+.%"/*$0"1'2$3!0#/!&!$44)$1*$#-/5$

644)$7(1(&!8"9*2$*$:&*/(##*$:!&!$&(#*8;(&$(<2!=>(#$'"*?!1%"-

nas a partir de um desenvolvimento semelhante a uma fração 

/*1%@12!$'($2+$1A+(&*5$B.$(+$CDED)$1*$8";&*$Álgebra, Rafael 

3*+,(88"$FCDGHIEGJ$2#!$(#%($%":*$'($?&!=K*$:!&!$!:&*L"+!&$&!-

ízes quadráticas (por exemplo M). Também Pietro Cataldi 

FCDNOICHGHJ$!:&(#(1%!$2+$'(#(1;*8;"+(1%*$:!&!$ . Contu-

do, nenhum dos dois aprofundou a generalização em fração 

contínua.

P$(+$CHQG)$($'(:*"#$'($R*&'$3&*21/S(&$FCHTGIONJ$%(&$!:&(-

sentado o desenvolvimento de M1 

em fração contínua, que surge pela primeira vez o termo, 

in%&*'29"'*$ :(8*$+!%(+.%"/*$ "178U#$ B*01$V!88"#$ FCHCHICETWJ$

no seu livro Opera Mathematica I2. Neste período, mais pre-

/"#!+(1%($ (+$ CHOD)$ *$ +!%(+.%"/*$ ($ !#%&X1*+*$ 0*8!1'U#$

Y0&"#%"!1$ Z2[7(1#$ FCHGQIQDJ$ !:&(#(1%!$ 2+!$ !:8"/!=K*$ '!#$

frações contínuas no cálculo da razão entre rodas dentadas 

:!&!$ !$ /*1#%&2=K*$'($2+$:8!1(%.&"*$+(/\1"/*5$ ]28(&$ FCETEI

OWJ$ (+$ CEWE)$ 1*$ 8";&*$De Fractionibus Continuis, provou que 

qualquer irracionalidade quadrática (uma raíz de um poli-

1X+"*$'*$#(721'*$7&!2$/*+$/*(^/"(1%(#$"1%("&*#J$-$(L:&(#-

#!$:*&$2+!$?&!=K*$/*1%@12!$ "1^1"%!$:(&"X'"/!)$ %(1'*$/&"!'*$

um método para encontrar as frações contínuas de raízes 

'($2+!$(<2!=K*$'*$Gº$7&!2$/*+$/*(^/"(1%(#$ "1%("&*#5$]28(&$

apresentou também a expressão para o número e em fração 

/*1%@12!5$B*0!1$R!+,(&%$FCEGOIEEJ$2#*2$*$%&!,!80*$'($]28(&$

para provar que se x fosse um racional diferente de 0, então ex  

e tan x$1K*$:*'"!+$#(&$&!/"*1!"#5$_2&!1%($*$#-/5$66)$!#$?&!=>(#$

contínuas foram aplicadas para deduzir algoritmos computa-

cionais, destacando-se o trabalho de Daniel Shanks que, em 

abril de 1954, descreve um método para calcular logaritmos 

a partir do desenvolvimento em frações contínuas, tirando 

partido da “rapidez” de cálculo dos computadores da altura. 

Também queremos evidenciar o trabalho de M. A. Morrison 

($B5$3&"880!&%$<2()$(+$CQED)$'(#(1;*8;(&!+$2+$!87*&"%+*$'($

fatorização prima, baseado no desenvolvimento em frações 

contínuas, o mais rápido até 1981, ano em que foi proposto o 

 -%*'*$'!$`('(a !80!$b2!'&.%"/!$:*&$Y!&8$c*+(&!1/(5$c*&$

^+)$;!8($!$:(1!$&(?(&"&$<2($1*$(#%2'*$'($#"#%(+!#$'"1\+"/*#$

Enquanto se estudam as sucessões no 11º ano podemos 

confrontar os alunos com uma interrogação: “Não haverá 

outro tipo de sucessões alternadas convergentes para além da-

quelas cujo termo geral apresente uma potência de base -1?”.

Uma possível resposta reside no estudo de um tipo de re-

presentação dos números reais, pouco conhecida mas muito 

interessante. Essa representação designa-se por Fração Contí-

nua e toma a forma de:

 

ou escrita de forma compacta, 

Há registos desde o séc. V do desenvolvimento em fração 

contínua de números. Em particular, o matemático hindu 

d&[!,0!%!$FNEH$'5Y5J$%(&.$2#!'*$2+$+-%*'*$#(+(80!1%($:!&!$

resolver equações diofantinas (encontrar as soluções inteiras 

de equações com uma ou mais incógnitas), assim designa-

das em homenagem ao matemático grego Diofanto de Ale-

L!1'&"!$FGDT$!5Y5J)$#(+$/*1%2'*$!:&(#(1%!&$2+$+-%*'*$7(&!85$

Atualmente a representação de números reais 

na notação decimal parece ser a mais óbvia, 

mas nem sempre foi assim. Uma outra forma 

de representar números reais, que recorre a 

uma sucessão de frações encaixadas umas 

nas outras, esteve em particular destaque nos 

+("*#$/"(1%@^/*#$(1%&($*#$#-/#5$6e44$($6465$

Embora menos conhecida, a representação em 

forma de fração contínua é ainda utilizada 

em estudos e trabalhos recentes. Neste 

artigo, fundamentando resumidamente do 

ponto de vista teórico as tarefas propostas, 

iremos apresentar uma forma de trabalhar 

com frações contínuas no ensino secundário 

em conexão com o estudo das sucessões 

alternadas convergentes.

1 A fracção contínua apresentada por Brouncker não tinha este formato  

e apresenta-se apenas como exemplo. 

2 Wallis e Brouncker foram co-fundadores da Royal Society.
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caóticos se tem recorrido a propriedades das frações contínu-

!#$:!&!$!1!8"#!&$/*+:*&%!+(1%*#$($f2#%"^/!&$&(#28%!'*#5

Sabe-se que qualquer número real pode ser representado 

por uma fração contínua. Para encontrar a fração contínua de 

um número real x , basta seguir o algoritmo seguinte:

1)  Se  #"7!$:!&!$G)$#($ $#"7!$:!&!$W$F*$:&*/('"-

mento é análogo para os reais negativos).

GJ$ $g2,%&!"!$!$x a sua parte inteira; se o resto for zero, o 

:&*/(##*$:.&!)$#($1K*)$#"7!$:!&!$W5

WJ$41;(&%!$*$1A+(&*$<2($#($*,%-+$($;*8%($!$C5

Os números inteiros que se vão obtendo ao longo do pro-

cesso formam a fração contínua correspondente.

Como exemplo, escreva-se a fração contínua para  .

 é a parte inteira de 

 é a parte inteira de 

 termina o processo.

Subtraíram-se ao longo da iteração do algoritmo os núme-

&*#$C$F'2!#$;(9(#J$($H)$:(8*$<2(

.

Proposta 1: Y*1^&+($<2($(#%!$"72!8'!'($#($;(&"^/!5

Proposta 2: Escreva as frações contínuas dos números (use a 

calculadora para os irracionais):

a)       b)       c) 

Como provavelmente reparou, há enormes diferenças en-

tre o primeiro e os restantes números. Euler esclareceu-nos 

esta questão por completo quando provou o seguinte teorema.

Teorema: Um número real é racional se e só se for repre-

#(1%!'*$:*&$2+!$?&!=K*$/*1%@12!$^1"%!5

Este teorema permite concluir que os números irracionais 

são necessariamente escritos na forma de uma fração contí-

12!$"1^1"%!5

Que a qualquer número real x se pode associar uma fração 

/*1%@12!$1K*$*?(&(/($<2!8<2(&$'A;"'!)$,!#%!$;(&"^/!&$*$!87*-

ritmo já apresentado.

No que se segue mostraremos que essa fração represen-

ta, num sentido técnico bem preciso que será esclarecido a  

seguir, esse número real x. Mas antes disso, provaremos que 

qualquer fração contínua representa, sempre no sentido que 

será abaixo precisado, um número real (e é aqui que se in-

troduzem as sucessões alternadas). Juntando os dois factos, 

^/!&.$(#%!,(8(/"'!$2+!$,"f(=K*$(1%&($1A+(&*#$&(!"#$($?&!=>(#$

contínuas.

Observe-se um conceito fundamental para este estudo.

Se uma fração contínua for truncada a partir de certa 

*&'(+)$*,%-+I#($2+!$*2%&!$?&!=K*$/*1%@12!)$<2($:*&$#(&$^-

nita corresponde necessariamente a um número racional e, 

como tal, se representa por um número fracionário. As fra-

ções obtidas por esta via são designadas por frações reduzidas. 

Se truncarmos a fração a partir de certa ordem k, obtemos

Por exemplo,  tem como frações reduzidas 

 

 

e  . 

Como vemos, a última reduzida coincide com a fração ini-

/"!8)$ ($ "#%*$*/*&&($#(+:&($<2($!$ ?&!=K*$/*1%@12!$-$^1"%!)$*2$

seja, que representa um número racional.

g($!$ ?&!=K*$/*1%@12!$ ?*&$ "1^1"%!$ %(&(+*#$2+!$ "1^1"'!'($

de reduzidas. A título de exemplo, apresentam-se as três pri-

meiras reduzidas de 

 

 

e
   

Uma observação: é notável que a fração  tenha sido  

usada como aproximação de  por Arquimedes, não é conhe-

cida a razão pela qual o sábio grego terá utilizado este valor, 

mas, recorrendo à teoria das frações contínuas, será possível 

compreender que esta aproximação é de um nível de exatidão 

impossível de obter com uma outra fração com denominador 

igual ou inferior ao desta. É usual referir-se que se trata de 

2+!$!:&*L"+!=K*$;!1%!f*#!5$h!$:!&%($^1!8$'*$!&%"7*)$(L:8"-

/!&I#(I.$(#%!$!^&+!=K*$/*+$*2%&*$:*&+(1*&5

Da construção das frações reduzidas pode estabelecer-

-se uma regra geral de cálculo do numerador e do de-

nominador de cada fração. Por recorrência tem-se que:
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e  

Esta relação de recorrência prova-se facilmente por indu-

ção, bastando para tal ter em atenção que para se obter a fra-

ção reduzida de ordem , substitui-se  na anterior por 

M.

A partir daqui pode construir-se um quadro geral que fa-

cilita o cálculo de cada uma das reduzidas:

No que se segue, provaremos que a sucessão das reduzi-

das é uma sucessão convergente. Começamos por observar 

<2()$/*+:!&!1'*$'2!#$&('29"'!#$/*1#(/2%";!#)$#($;(&"^/!$!$

seguinte relação:

                    

            

               

Logo,  

sendo por construção 

Também daqui resulta a propriedade fundamental das re-

duzidas

               (ii)

Proposta 3: Calcule as cinco primeiras reduzidas de 

.

Proposta 4: Represente num referencial ortogonal, para 

cada um dos valores anteriores, os pontos de coordenadas 

 . O que é que observa? 

Proposta 5: Represente em cada referencial ortogonal, 

construído na proposta anterior, a equação  sendo 

  ou , respetivamente. (Usando um software de 

geometria, como o GeoGebra, poderá obter resultados como 

os seguintes)

Continuando com a prova da convergência das frações 

reduzidas de uma dada fração contínua, comparamos duas 

frações reduzidas consecutivas com a mesma paridade:

                    

                    

(iii)

esta última igualdade resulta de (ii).

Denotando , conclui-se que 

    
e    

ou seja, 

Generalizando,

isto porque da igualdade (iii) é possível constatar que a sub-

sucessão de reduzidas de ordem par é crescente e a de ordem 

ímpar é decrescente. Também de (ii) se conclui que as de or-

SUCESSÕES E FRAÇÕES CONTÍNUAS João Carreira Paixão
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dem par representam números menores do que as adjacentes 

de ordem ímpar.

Tendo em conta que já provámos que a diferença entre re-

duzidas consecutivas tende para zero, recorrendo ao Axioma 

dos Intervalos Encaixados de Cantor (na reta real para cada su-

cessão de intervalos fechados encaixados e cujo comprimento 

tenda para zero, existe um e um só ponto que pertença a to-

dos os intervalos), prova-se que a sucessão das reduzidas de 

uma qualquer fração contínua tende para um número real. 

Neste sentido, dizemos que qualquer fração contínua repre-

senta um número real. Contudo, é ainda necessário esclare-

cer se a fração contínua obtida a partir de um número real 

^L!'*$  , usando o algoritmo apresentado acima, representa 

mesmo o número que lhe deu origem. Para provar que é esse 

o caso, comparemos duas reduzidas adjacentes

   

 

e  

 

    

com o número real  escrito de uma forma oportuna. Mais 

precisamente, vamos escrever  na forma 

   

onde  é o inverso da parte decimal depois da k-ésima itera-

ção do algoritmo para desenvolver a em fração contínua. Por 

exemplo, temos que:

   ou

 

Conforme se pode notar, as três expressões de   

 têm em comum  e diferem nos termos 

, respetivamente.
 

É agora possível concluir que  é o limite da sucessão. 

Com efeito, por construção,

  com , donde .  

Mas por outro lado, também 

, com
  

e assim,
 

, 

pelo que    .

Obtém-se o enquadramento , que apli-

cando nos termos referidos anteriormente, resulta, 

Desta forma, conclui-se que,  ou 

Tendo em conta a propriedade, (i) concluímos que 

o limite das reduzidas é mesmo . Vale a pena obser-

var que um simples cálculo mostra que ,  

pois , ao mesmo tempo, 

, com
 

Como as frações reduzidas de ordem par representam 

sempre um número inferior ao representado pelas de ordem 

ímpar, conclui-se que , explicando rigorosa-

mente o seu comportamento estudado nas propostas 4 e 5.

Antes de terminar, gostaríamos apenas de esclarecer o 

conceito enunciado anteriormente de vantagem de uma apro-

ximação. Diz-se que uma aproximação de um número real 

por um número fracionário é vantajosa se não for possível 

melhorar o erro da aproximação sem aumentar consideravel-

mente o denominador da fração. De facto, para se melhorar o 

erro da aproximação de  usada por Arquimedes, ter-se-ia de 

!2+(1%!&$*$'(1*+"1!'*&$'!$?&!=K*$:!&!$GD5

`(:!&(I#($<2($^L!'*$2+$1A+(&*$ &(!8$  , se p e q forem 

inteiros tais que 

então o menor erro  de uma aproximação de um  por 

um número fracionário com denominador q vai satisfazer 
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CONVERSA COM...

  

Com efeito, tem-se ou 

      ou      

Contudo, utilizando um enquadramento com duas redu-

zidas adjacentes da fração contínua associada a , obtém-se

 
, 

por construção .

Compreende-se assim que o erro dado pela aproximação 

de   por  seja inferior a  e por outra fração de denomi-

1!'*&$E$*$(&&*$#(&"!$!:(1!#$"1?(&"*&$! .

Proposta 6: Experimente aproximar   pelas frações de 

'(1*+"1!'*&$E$($12+(&!'*&$(1%&($GC$($GO5$b2!8$*$(&&*$/*-

metido?

As implicações desta teoria nos diferentes domínios da ma-

%(+.%"/!$($/"U1/"!#$!^1#$#K*$"1A+(&!#$($1K*$:!&!+$'($1*#$

surpreender, ao mesmo tempo a sua relativa simplicidade 

permite a sua exploração no âmbito dos diversos conteúdos 

'*$Wº ciclo e secundário com vantagens para a compreensão 

das diferentes conexões que podem estabelecer-se entre di-

ferentes objetos matemáticos que os alunos tendem a com-

partimentar e a separar.

Agradecimentos: Ao professor Alessando Margheri pelas opiniões 

e correções propostas.
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