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Enquanto se estudam as sucessdes no 11° ano podemos
confrontar os alunos com uma interrogagao: “Né&o haverd
outro tipo de sucessdes alternadas convergentes para além da-
quelas cujo termo geral apresente uma poténcia de base -1?”.
Uma possivel resposta reside no estudo de um tipo de re-
presentagdo dos niimeros reais, pouco conhecida mas muito
interessante. Essa representagdo designa-se por Fragdo Conti-

nua e toma a forma de:

ag + 1 ,ondeay € Zea; € N,Vie N
Mt 1
a3+ —

ou escrita de forma compacta, [a0; 41,42, 43, . - . ].

Ha4 registos desde o séc. V do desenvolvimento em fragdo
continua de niimeros. Em particular, o matemdtico hindu
Aryabhata (476 d.C.) terd usado um método semelhante para
resolver equagdes diofantinas (encontrar as solu¢des inteiras
de equagdes com uma ou mais incégnitas), assim designa-
das em homenagem ao matemdtico grego Diofanto de Ale-

xandria (250 a.C.), sem contudo apresentar um método geral.

Mais tarde, o também matematico hindu Bahscara II, no séc.
XII, generalizou o processo para resolver equagdes diofanti-
nas a partir de um desenvolvimento semelhante a uma fragédo
continua de um nimero. Jd em 1575, no livro Algebm, Rafael
Bombelli (1526-72) usa este tipo de fragdo para aproximar ra-
izes quadréticas (por exemplo v/13). Também Pietro Cataldi
(1548-1626) apresenta um desenvolvimento para \/E Contu-
do, nenhum dos dois aprofundou a generalizagdo em fragdo
continua.

E em 1692, e depois de Lord Brouncker (1602-84) ter apre-
sentado o desenvolvimento de % =11,3,1,1,1,15,2,...]
em fragdo continua, que surge pela primeira vez o termo,
introduzido pelo matemadtico inglés John Wallis (1616-1703)
no seu livro Opera Mathematica I’. Neste periodo, mais pre-
cisamente em 1685, o matemadtico e astrénomo holandés
Christian Huygens (1629-95) apresenta uma aplicacdo das
fragdes continuas no célculo da razédo entre rodas dentadas
para a constru¢do de um planetdrio mecanico. Euler (1707-
83) em 1737, no livro De Fractionibus Continuis, provou que
qualquer irracionalidade quadrdtica (uma raiz de um poli-
némio do segundo grau com coeficientes inteiros) é expres-
sa por uma fragdo continua infinita periddica, tendo criado
um método para encontrar as fragdes continuas de raizes
de uma equacdo do 2° grau com coeficientes inteiros. Euler
apresentou também a expressdo para o niimero e em fragdo
continua. Johan Lambert (1728-77) usou o trabalho de Euler
para provar que se x fosse um racional diferente de 0, entdo e*
e tan x ndo podiam ser racionais. Durante o séc. XX, as fragdes
continuas foram aplicadas para deduzir algoritmos computa-
cionais, destacando-se o trabalho de Daniel Shanks que, em
abril de 1954, descreve um método para calcular logaritmos
a partir do desenvolvimento em fra¢des continuas, tirando
partido da “rapidez” de cédlculo dos computadores da altura.
Também queremos evidenciar o trabalho de M. A. Morrison
e J. Brillhart que, em 1975, desenvolveram um algoritmo de
fatorizagdo prima, baseado no desenvolvimento em fragdes
continuas, o mais rdpido até 1981, ano em que foi proposto o
Método da Rede/Malha Quadrética por Carl Pomerance. Por

fim, vale a pena referir que no estudo de sistemas dindmicos

A fraccdo continua apresentada por Brouncker n3o tinha este formato
e apresenta-se apenas como exemplo.

Wallis e Brouncker foram co-fundadores da Royal Society.
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cadticos se tem recorrido a propriedades das fragdes continu-

as para analisar comportamentos e justificar resultados.
Sabe-se que qualquer niimero real pode ser representado

por uma fragdo continua. Para encontrar a fragdo continua de

um nimero real x , basta seguir o algoritmo seguinte:
1) Se x > 1siga para2, se0 < x < 1siga para 3 (o procedi-

mento é andlogo para os reais negativos).

2) Subtraia a x a sua parte inteira; se o resto for zero, o

processo pdra, se ndo, siga para 3.

3) Inverta o nimero que se obtém e volte a 1.

Os ntimeros inteiros que se véo obtendo ao longo do pro-
cesso formam a fragdo continua correspondente.

Como exemplo, escreva-se a fragdo continua para - -

13 6 ) - 3
-~ 1= §,a0 = 1é a parte inteira de 7
7 1= 1 a1 = 1é a parte inteira de ~
6 - 6/ 1— p 6

6 — 6 = 0,a; = 6 termina o processo.
Subtrairam-se ao longo da iteracdo do algoritmo os ntime-
ros 1 (duas vezes) e 6, pelo que

13 1
= =1+ T
7 1+¢

Proposta 1: Confirme que esta igualdade se verifica.

Proposta 2: Escreva as fragdes continuas dos niimeros (use a
calculadora para os irracionais):

35
a) IR b)v/2 o

Como provavelmente reparou, hd enormes diferencas en-
tre o primeiro e os restantes nimeros. Euler esclareceu-nos
esta questdo por completo quando provou o seguinte teorema.

Teorema: Um ndmero real é racional se e s6 se for repre-
sentado por uma fragdo continua finita.

Este teorema permite concluir que os niimeros irracionais
sdo necessariamente escritos na forma de uma fragdo conti-
nua infinita.

Que a qualquer niimero real x se pode associar uma fragao
continua ndo oferece qualquer divida, basta verificar o algo-
ritmo ja apresentado.

No que se segue mostraremos que essa fragdo represen-
ta, num sentido técnico bem preciso que serd esclarecido a

seguir, esse nimero real x. Mas antes disso, provaremos que
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qualquer fragdo continua representa, sempre no sentido que
serd abaixo precisado, um nimero real (e é aqui que se in-
troduzem as sucessdes alternadas). Juntando os dois factos,
ficard estabelecida uma bijegdo entre niimeros reais e fragdes
continuas.

Observe-se um conceito fundamental para este estudo.

Se uma fragdo continua for truncada a partir de certa
ordem, obtém-se uma outra fragdo continua, que por ser fi-
nita corresponde necessariamente a um nimero racional e,
como tal, se representa por um niimero fraciondrio. As fra-
¢Oes obtidas por esta via sdo designadas por fracdes reduzidas.
Se truncarmos a fracdo a partir de certa ordem k, obtemos
Cr = lag; a1,a2,...,ar],k € N,ar € N(k #0),a9 € Z.

Por exemplo, — tem como fragdes reduzidas

Co=1,

1
Cr=2=1+1
eCZZE:1+ 1

7 143
Como vemos, a dltima reduzida coincide com a fragdo ini-
cial, e isto ocorre sempre que a fragdo continua é finita, ou
seja, que representa um ntimero racional.
Se a fracdo continua for infinita teremos uma infinidade

de reduzidas. A titulo de exemplo, apresentam-se as trés pri-

meiras reduzidas de

7'(:C0=3,
22 1
1
ey = 3B _

T 106 +7+%

Uma observagdo: é notdvel que a fragdo % tenha sido
usada como aproximacéo de 77 por Arquimedes, ndo é conhe-
cida a razdo pela qual o sdbio grego terd utilizado este valor,
mas, recorrendo a teoria das fragdes continuas, sera possivel
compreender que esta aproximacao é de um nivel de exatiddo
impossivel de obter com uma outra fragdo com denominador
igual ou inferior ao desta. E usual referir-se que se trata de
uma aproximacao vantajosa. Na parte final do artigo, expli-
car-se-d esta afirmagdo com outro pormenor.

Da construcdo das fra¢des reduzidas pode estabelecer-
-se uma regra geral de cédlculo do numerador e do de-

nominador de cada fragdo. Por recorréncia tem-se que:



Cozm,C1:ﬂ: aga; +1
q0 q m

e Vk>1,keN,C, = Pk — Pio1%t P2
Tk k-1 + qk—2

Esta relagdo de recorréncia prova-se facilmente por indu-
¢do, bastando para tal ter em atengdo que para se obter a fra-
¢do reduzida de ordem k + 1, substitui-se a; na anterior por

ag+ —.
Ag+1

A partir daqui pode construir-se um quadro geral que fa-

cilita o cdlculo de cada uma das reduzidas:

ap a a e Ay
pi | ao apgay +1 p1a2 + po Pk—14k + Pk—2
4| 1 ai q1a2 + 9o k-1 + Jk—2

No que se segue, provaremos que a sucessao das reduzi-
das é uma sucessdo convergente. Comegamos por observar
que, comparando duas reduzidas consecutivas, se verifica a

seguinte relagao:

Pk+1 _ Pk _ Pk+19k — Pk9k+1

dk+1 Gk Tk+19k
_ Pr%19k + Pr-19k — PrkBk+1 — Pkk—1
Tk+19k
_ P19k — Prk—1 _ _ Pkqk—1 — Pk—19k
Tk+14k qk + 14y
_ (q)k Do Pod (=D
Tk-+19k k+19k
Logo, lim Prst PRl Jim =0 (i)
k=teo | qkt1 Gk | k—=too Jkt1qk

sendo por construgdo 0 < go < - -+ < gk < gx4+1, Vk € N.

Também daqui resulta a propriedade fundamental das re-

duzidas
Pr1dk — Q1 = (—1DF (i)
Proposta 3: Calcule as cinco primeiras reduzidas de
V2e e

Proposta 4: Represente num referencial ortogonal, para
cada um dos valores anteriores, os pontos de coordenadas

(k, %) . O que é que observa?

Proposta 5: Represente em cada referencial ortogonal,
construido na proposta anterior, a equagdo y = «, sendo

x=+2 oun=_¢ respetivamente. (Usando um software de

geometria, como o GeoGebra, podera obter resultados como

0s seguintes)
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Continuando com a prova da convergéncia das fragoes
reduzidas de uma dada fragdo continua, comparamos duas

fragdes reduzidas consecutivas com a mesma paridade:

Pk+2 _ Pk _ Pk+29k — Pk9k+2

Te+2 4k Tic+24k
_ Pr+1%+29k + Prk — Prk+1%+2 — Pkqk _
Ti+24k
_ M (PrnaGk — Prdern) _ aka(=1F

Tk+29k Jk+24k
(iii)

esta tltima igualdade resulta de (ii).

Denotando Cy = %, conclui-se que
k
C1—Cp>0C—-Ci <0 e CG—Cy>0,

ou seja, Co < G2 < Cy.

Generalizando,
Co<Cr<Cy< - <Cop<--<Cpp1<--<C5<C3<Cy,
isto porque da igualdade (iii) é possivel constatar que a sub-
sucessdo de reduzidas de ordem par € crescente e a de ordem

impar é decrescente. Também de (ii) se conclui que as de or-
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dem par representam ntimeros menores do que as adjacentes
de ordem impar.

Tendo em conta que jd provdmos que a diferenga entre re-
duzidas consecutivas tende para zero, recorrendo ao Axioma
dos Intervalos Encaixados de Cantor (na reta real para cada su-
cessdo de intervalos fechados encaixados e cujo comprimento
tenda para zero, existe um e um sé ponto que pertenga a to-
dos os intervalos), prova-se que a sucessdo das reduzidas de
uma qualquer fracdo continua tende para um ntimero real.
Neste sentido, dizemos que qualquer fracdo continua repre-
senta um numero real. Contudo, é ainda necessdrio esclare-
cer se a fracdo continua obtida a partir de um nimero real
fixado «a , usando o algoritmo apresentado acima, representa
mesmo o niamero que lhe deu origem. Para provar que é esse

o caso, comparemos duas reduzidas adjacentes

Cx = lag;a1, ..., a1, ar] =

1
=4ay —+ 1
a +
. 1
4 — T
ko
e Cpi1 = [ag;a1, ..., k1, g, Og11] =
1
=ap+ 1 ,
a1 +
. 1
" .
g1+
ag + —
Ak+1

com o ndmero real a escrito de uma forma oportuna. Mais

precisamente, vamos escrever « na forma

o =lag;ay,..., a5 1,05 =
1

=ay+ ,ar € RT.

ay +

. 1

. .
uk_1+a—k

onde «a é o inverso da parte decimal depois da k-ésima itera-

¢do do algoritmo para desenvolver 2 em fragdo continua. Por

exemplo, temos que:

1
a=ay+ — ou
1

a = agy+ oua =ay+

a1+£ a1+71

, etc.
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Conforme se pode notar, as trés expressdes de Ci, a,

Ck+1 ttm em comum [a0;a1,...,a;_1] e diferem nos termos
1 1
—,—ea
g g

+ , Tespetivamente.
a +1

E agora possivel concluir que & é o limite da sucessao.

Com efeito, por construgéo,

ap = a; + ,com &gy € RT, donde & > 4.
k1
Mas por outro lado, também
n 1 R+ ) 1 - 1
Ry = Apyq , COM & S eassim, — < ——,
" * X2 k2 k1 Af+1
1
pelo que ay < ap + —.
k41
Obtém-se o enquadramento a; < a < a5 + o que apli-
k+1
cando nos termos referidos anteriormente, resulta,
1 1 1
« a’
ag + —— k k
A1

Desta forma, Ck <a<Cgy1 ou

conclui-se  que,

Tendo em conta a propriedade, (i) concluimos que
o limite das reduzidas é mesmo a. Vale a pena obser-
var que um simples cdlculo mostra que Cp <a <Cj,
pois Cy = ap < &, a0 mesmo tempo,

1 1
Ci=ag+— >ap+ — =a,coma; € RT.
a;i &1

Como as fragdes reduzidas de ordem par representam
sempre um niimero inferior ao representado pelas de ordem
impar, conclui-se que Co < & < Cyr1, explicando rigorosa-
mente o seu comportamento estudado nas propostas 4 e 5.

Antes de terminar, gostarfamos apenas de esclarecer o
conceito enunciado anteriormente de vantagem de uma apro-
ximagdo. Diz-se que uma aproximag¢do de um ndmero real
por um numero fraciondrio é vantajosa se nado for possivel
melhorar o erro da aproximag&o sem aumentar consideravel-
mente o denominador da fragdo. De facto, para se melhorar o
erro da aproximacéo de 7t usada por Arquimedes, ter-se-ia de
aumentar o denominador da fragdo para 25.

Repare-se que fixado um ntimero real a , se p e g forem
inteiros tais que

we } p=1p [
9 49

entdo o menor erro ¢ de uma aproximagdo de um «& por

um ndmero fraciondrio com denominador g vai satisfazer



e < 1
_2q'
Com efeito, tem-se ou
1% 1 p—1 1
Y g S
’a q“Zq ot ’“ q "211

Contudo, utilizando um enquadramento com duas redu-
zidas adjacentes da fragdo continua associada a &, obtém-se

(-D*

Tk-+19k

1
7

'a_ﬂ’<‘l’k+1_ﬂ
Tk Tk+1 Gk

por construcao g1 > qk.
Compreende-se assim que o erro dado pela aproximagao

1
de 7t por ? seja inferior a 19 € Por outra fragdo de denomi-

nador 7 o erro seria apenas inferior a 1
Proposta 6: Experimente aproximar 77 pelas fracdes de
denominador 7 e numerador entre 21 e 28. Qual o erro co-

metido?

As implicagbes desta teoria nos diferentes dominios da ma-
temadtica e ciéncias afins sdo intimeras e ndo param de nos
surpreender, a0 mesmo tempo a sua relativa simplicidade
permite a sua exploragdo no dmbito dos diversos contetidos
do 3° ciclo e secundério com vantagens para a compreensao
das diferentes conexdes que podem estabelecer-se entre di-
ferentes objetos matemdticos que os alunos tendem a com-

partimentar e a separar.
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