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Civilizagoes muito antigas como a Egipcia, a Babildnica,
a Chinesa e a Indiana defrontaram-se nos seus primordios
com a necessidade de determinar a area de uma gleba
produtiva e de conhecer o volume de um celeiro onde guar-
davam cereais como a cevada e o trigo. Citemos dois exem-

plos classicos:

Exemplo 1: Babildnios, Egipcios e Chineses avaliavam
a area de uma gleba em forma de quadrilatero convexo
tomando o produto das médias aritméticas dos lados
opostos do quadrilatero. Assim, se a, b, ¢ e d sao,

ciclicamente, as medidas dos lados de um quadrilatero

a+c b+d
2 2
Nenhuma informacao era dada sobre o facto de que

convexo, a area era dada por

essa avaliacao, em geral, conduz a uma sobre-estima-

cao do valor real da area [1], [2].

Exemplo 2: Em O que aconteceu na Historia, de Gordon
Childe [3], no capitulo V intitulado A revolugdo urbana
da Mesopotdmia, podemos ler sobre o conhecimento
dos agricultores da antiga Suméria, pequena regiao so-

et

bre o delta do Tigre e do Eufrates: “... documentos
datados de 2.500 a.C. indicam que o rendimento médio
de um campo de cevada equivalia a oitenta e seis vezes

a semeadura.”

Além de conhecermos a excepcional produtividade

da regiao naquela época, constatamos também que os
sumérios sabiam avaliar volumes.

0 volume de um tronco de piramide de base qua-
drada ja era do conhecimento dos egipcios ha 4.000
anos. E o problema nimero 14 descrito no documento
conhecido por Papiro de Moscou [1]. E curioso notar
que o volume de um tronco de piramide foi conhecido

muito antes do volume da propria piramide.

Num livro recente Perspectivas em Aritmética e Alge-
bra para o séc. XXI [4] dos autores Romulo Campos Lins e
Joaquim Gimenez podemos ler que, em nosso pais, agri-
cultores do Movimento Sem-Terra avaliam a area de uma
gleba quadrangular elevando ao quadrado a média aritmé-
tica das medidas dos lados do quadrilatero. Também aqui,
conforme veremos, temos uma sobre-estimacao da area.

Nossa curiosidade sobre esse caso comecou quando
consideramos as possiveis implicacoes que essa avaliacao
poderia ter. Nao é dificil imaginar, levando-se em conta os
insumos da producao agricola, quao fundamental deve ser
uma boa avaliacao da area de uma gleba para a optimizacao
da producao, mesmo que pensemos em pequena escala.

No que segue vamos procurar entender melhor essas
avaliacoes. Notemos, desde ja, que a formula usada pelos
antigos é certa se o quadrilatero for um rectangulo e a
formula usada pelos Sem-Terra é certa para um quadrado.

Consideremos um quadrilatero convexo cujos lados

medem, ciclicamente, a, b, c e d. E claro que um quadri-



latero convexo nao fica determinado apenas pelas medidas de seus lados. Para defini-lo precisamos conhecer, além dos
lados, a medida de um dos angulos internos ou a medida de uma de suas diagonais.

Vejamos, primeiramente, a questao da sobre-estimacao da area. Seja ABCD um quadrilatero convexo:

a e B sao as medidas dos angulos opostos BAD e BED, respectivamente, e t é a medida da diagonal BD.

A area do quadrilatero ABCD é dada por:
1 1
A=—ad.sena +—bh.c.senB.
2 2

Vamos multiplicar essa expressao, membro a membro, por 4 e elevar ao quadrado ambos os termos da igualdade (a seguir

ficara justificado esse procedimento).

16A2=4a%d*sen’a + 4bzczsen2B + 8abcd sena.senf (1)

0 teorema dos cosenos aplicado aos triangulos ABD e BCD nos fornece:
a* +d* -2adcosa = b* + & - 2bccosp » daqui temos
a* +d? - b* - & =2adcosa - 2bccosP » €levando ao quadrado os dois termos:

(@* +d? - 6% = A)? = 4a*d? cos? a + 4% 2 cos? B - 8abcd cosa.cosP (2)

Somando membro a membro (1) e (2) vem:

1642 +(a2 +d* - pt - cz)2 = 4g%d* + 4p* 2 —8abcdcos(a +3), ou

4 :%'\54472042 +4023 ~(d* +d* - b - &)? ~Babedcos(a + ) ©)

formula essa que explicita a dependéncia da area com as medidas dos lados do quadrilatero e com os angulos opostos o

e B. Fica claro que o valor maximo para a area ocorre quando a + 3 = 180°, isto &, quando o quadrilatero é inscritivel

a+b+c+d

numa circunferéncia. Nesse caso, pondo-se p= 5

e com mais trabalho algébrico obtemos a expressao

Apix = J(p—a)(p—b)(p—c)(p—d), a qual é a famosa formula devida ao matematico indiano do século VII d.C.
Brahmagupta [5].

Com esse resultado estamos em condicdes de provar nossas afirmacdes anteriores.



a+c b+d
2 2

(1) Vamos provar que: A<

De facto, podemos escrever:

Amix = (D= A (p-B(p- (P~

= J(p-a(p-9\(p-B(p-9

(p-at(p-9 (p-H+(p-4d
- 2 ' 2

b+d a+c

2 2

a+c b+d

2 2
Como A< Améx’ esta provado o pretendido.

Teremos igualdade se, e somente se, p-a=p-cep-b=
p—dousejaa=ceb=d, isto & para um rectangulo, ja
que deve ser um paralelogramo inscrito. Além disso fica
estabelecido que o rectangulo é o Unico quadrilatero con-
vexo cuja area é dada pelo produto das médias aritméti-
cas dos lados opostos. Em todos os outros casos temos uma

sobre-estimacao da area.

2) V. A<|:Ia+b+c+a’D2
(2) Vamos provar agora que A< WE .
Podemos escrever:

{(p-a(p-H(p-9(p-a

(p-ar(p-H+(p-9+(p-a
B 4
elevando ao quadrado membro a membro resulta:

Uag+ b+ c+ a’Dz

H 4 H

Ay = (D= D(p-B(p- (p- ) <

Esta provado.

Teremos igualdade se, e somente se, p—-a=p-b=p-c
=p-d ou a=b=c=d, ou seja, um quadrilatero inscritivel
com os quatro lados congruentes, isto é, um quadrado.

A esta altura é interessante indagar qual das duas so-
bre-estimacdes é mais proxima do valor real da area. Ve-

remos que a avaliacao dos povos antigos é mais precisa.

De facto estudemos a diferenca entre elas:

Da+b+c+dDz_(a+c) (b+a)
4 H 2 2

Poupando o leitor de acompanhar o desenvolvimen-

to algébrico, essa diferenca ¢ igual a:

[(a+9-(b+ ]
16 )

Denotando a primeira parcela por A e a segun-

sem-terra

da por A podemos escrever:

_la+rg-+al® o

Asem-terra ~ Aeg/pc/os - 16

egipcios

ocorrendo igualdade se, e somente se, a + ¢ = b + d. Muito
curioso. Para um quadrilatero circunscrito as duas sobre-
-estimacoes coincidem.

Vejamos num exemplo os resultados da sobre-esti-
macao dada pela formula usada pelos Sem-Terra. Con-
sideremos uma gleba quadrangular de dimensoes: 300m,
400m, 500m e 600 m, ciclicamente. Aplicando a férmula
Asﬁ,m_terra obtemos para a area da gleba o valor
202.500m2. A area maxima dada pela formula de
Brahmagupta é 189.736,65m2. Assim a diferenca entre o
valor maximo possivel e a sobre-estimacao é 12.763,35m?.

Admitindo que as dimensoes da gleba do exemplo sao
pertinentes para um grupo de pequenos agricultores, nos
parece que o resultado da sobre-estimacao ¢ inadmissivel.
Na pratica isso traria problemas econémicos bastante
relevantes. Primeiro o sobre-dimensionamento dos insumos
gerando eventuais desperdicios. Em segundo lugar teria-
mos uma falsa previsao da producao também por sobre-
-estimacao. A situacao se agrava ainda mais se considerar-
mos que, na maioria das vezes, a producao agricola é fi-
nanciada em Bancos que cobram juros de seus emprésti-
mos.

Chegamos assim a um impasse interessante gerado por
uma simples formula matematica para a area de um qua-

drilatero.



Conjecturar como esse impasse é resolvido na pratica
nao nos parece a melhor orientacao a seguir. O melhor a
fazer é planear uma pesquisa de campo mais abrangente
junto aos Sem-Terra e procurar entender em detalhe todo
0 processo produtivo, desde o planeamento inicial onde a
referida formula de area deve ser usada até o resultado
final com a comercializacao dos produtos agricolas.

Nosso propdsito presente é apenas levantar a impro-
priedade dessa forma de calcular a area de uma gleba.
Alias impropriedade essa com profundas raizes historicas.
Babilonios, Egipcios e Chineses calculavam a area de qual-
quer quadrilatero como se fosse um rectangulo. Os Sem-

Terra de nossos dias calculam como se fosse um quadrado.
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