
Em tempos antigos, muito antes de a escola nos ter metido nas cabeças métodos pe-
nosos de contagem "um, dois, três, ... mil trezentos e dezasseis, ...", etc., pastores que 
queriam saber se o número de carneiros que tinham era igual ao das ovelhas, "casa-
ram" cada carneiro com uma ovelha. A resposta era sim, se e só se não sobrassem nem 
ovelhas nem carneiros. De forma algo semelhante, um carpinteiro, que não sabe usar 
fórmulas para calcular áreas, pode decidir se uma dada folha poligonal de ouro dá ou 
não para dourar a parede extravagante de um arquiteto do cubismo.

As primeiras páginas de um livro de história de mate-
mática como [1] convencem-nos de que os conceitos 

de comprimento, área, volume, são dos mais intuitivos, mais 
antigos e mais básicos de toda a matemática: "os registos mos-
tram que todos os povos antigos que consideramos sabiam 

-
lume de uma pirâmide em termos de área de base e altura.

Na  verdade,  ao  longo  de  toda  a  história  da  matemática  
o  cálculo  de  áreas  e  volumes  atraiu  a  atenção.  Já  os  gregos,  

por linhas curvas por um método a que chamaram "exaus-
-

Estes autores ainda não tinham uma boa teoria dos números 
-
-

de limites usando raciocínio por absurdo: "se esta área fosse 
-
-

-
-

quantidades. Para resumir uma história complexa: as últimas 

acabam apenas  depois  da  construção  de  uma teoria  satisfa-
-

Devidamente interpretado todo este processo é exemplo de 
um dictum -

ideias." Se olharmos mais de perto para o desenvolvimento do 
conceito de área, vemos outro exemplo.

Temos uma intuição de área adquirida em criança, fazemos 



"áreas" enquanto alunos, e só o homem que faz da matemática 
a sua vida aprende que pensadores anteriores cristalizaram 
o conceito numa ideia abstrata axiomatizando a "área" como 
sendo uma aplicação A 

 tal que são válidas as 
seguintes propriedades:

A tem uma área não negativa: 

b) Se A e B
  

c) Se -
A, então 

. 

Q é um quadrado de lado 1, então .

Quando examina minuciosamente as subtilezas das proprie-
dades propostas, o homo mathematicus vê para seu espanto que 

-

-
das por arcos, são precisos tipicamente números e processos que 
transcendem métodos elementares.

área de dois polígonos sem ter de aprender primeiro estas pesa-
das teorias de integrais, reais, limites?

Bolyai, amigo de Gauss e pai do posterior co-fundador da geo-
-

Por um poliedro (plano) en-

-

-
xa e ter "buracos". Este tipo de 
poliedro é por vezes chamado 

abordagem presente é impor-

dizem-se equidecomponíveis
poliedros 

 e  permitam tanto compor P como  sem 

que quaisquer dois dos  tenham  pontos  interiores  em  co-

e em vez do símbolo  utiliza-se o símbolo  para o efeito. 
Assim, temos  (ou ) 
e . Se P e  são equidecomponíveis, então 
escreve-se .

Através de uma série de exercícios e alguns lemas vamos 
mostrar o seguinte teorema.

Teorema (Bolyai-Gerwien). 

-
plica que têm a mesma área: isto é consequência dos axiomas 
b) e c). O resto do ensaio é dedicado à demonstração de que 
dois poliedros da mesma área são equidecomponíveis.

Exercício 1. Um qualquer poliedro pode ser decomposto 
em triângulos.

Exercícios mesmo sem o habitual "mostre que ..." ou algo 
semelhante são convites ao leitor para que demonstre o enun-

-
tices.

Lema 2.

Prova. -

  em poliedros  
e  tal  que  certos  movimentos  de  
dão P, e certos movimentos de  dão . Ora em  

  ). Após um mo-

um lado ser movidas e recompostas de modo a obtermos P, e 
por outro lado tal que obtemos  como 
queríamos.                



  

 Logo 
 ao longo 

-

partindo do retângulo [AB'C'D'] um quadrado [ABCD]. 
A  solução  do  exercício  seguinte  acaba  a  prova  do  lema.

Exercício 5. Demonstre detalhadamente as congruências 
usadas na prova e diga em que componentes devemos se-
gundo o argumento anterior decompor o retângulo [AB'C'D'] 
para obter o quadrado [ABCD].                        

O seguinte exercício sugere uma prova do teorema de Pi-
tágoras.

Exercício 6. -
veis com um único quadrado.

-
dica dois quadrados de lados 
outro. O ponto U é escolhido de modo a dividir o segmento 
horizontal inferior na razão b : a. Os dois segmentos trace-

Porque é que este paralelograma é na verdade um quadra-
do, e porque é que é equidecomponível com o poliedro ori-

Corolário 7.

Prova. P o poliedro dado. Pelo exercício 1 podemos 

um dos triângulos é equidecomponível com um retângulo. 

Exercício 3. Para todo o triângulo T existe um retângulo T R
que tem com T um lado comum e é equidecomponível com ele.T

Pista: a decomposição mais natural dá a fórmula: 
  "área de um triângulo = (base × altura)/2."

Lema 4.

Prova.  os lados do retângulo dado. 
Se  não precisamos de fazer nada. Suponhamos agora 

 e s.p.d.g.  que o lado comprido a é horizontal. Divida-
-se o retângulo em dois iguais através de um corte vertical 
que passa pelos pontos médios dos lados horizontais infe-
rior e superior. Ponha-se um destes retângulos no topo do 
outro. Obtemos um retângulo de lados  e . 
Diminuímos assim a razão entre os lados do retângulo por 
um fator 4: . Aplicando este processo repetidas 
vezes chegamos a um retângulo em que a mencionada razão 
está compreendida entre 1 e 4.                      

O seguinte lema é a parte central do argumento.
Lema 5.

Prova.
 em sobreposição  com um re-

tângulo [AB'C'D'] de lados  Num 
sistema  cartesiano  com  origem  no  vértice  comum  A  das  

xx contendo o lado [AB'] do retângulo, 
a equação da reta que passa por D e B'  é . 
Em particular passa pelo ponto  Como 

, temos 
o ponto I está dentro do retângulo. Portanto, a diagonal está  I

sobressai do retângulo forma, ela mesma, um retângulo de la-
dos verticais .



E pelo lema 4 cada um destes retângulos é equidecomponível 
com um retângulo em que os lados têm razão compreendida 

-
componíveis com quadrados. Aplicando o exercício 6 repeti-
das vezes, a família de quadrados obtida é equidecomponível 
com um único quadrado. Como, pelo lema 2, a equidecom-

-
-Gerwien, pois se  são dois polígonos com a mesma área 
A, então são ambos equidecomponíveis com um quadrado Q 
de lado . E assim  dá-nos , como querí-
amos mostrar.

Mencionemos ainda dois desenvolvimentos posteriores, 
-

discípulo Gerling que a prova do teorema de que pirâmides 
triangulares da mesma altura e da mesma base têm o mesmo 
volume depende do método da exaustão. Esta observação foi 
mencionada por Hilbert na sua famosa palestra "Problemas 

-
volvimento da matemática do século XX. No seu terceiro pro-
blema diz:  "Parece-me que  uma prova  deste  tipo  [dado  por  
Bolyai e Gerwien para poliedros planos] não é possível para 

-
-se assim o primeiro resolvido. Provas muito mais simples 
e transparentes do que a de Dehn foram desenvolvidas por 

-
mente legível é dada no livro [2].

com interiores não-vazios são equidecomponíveis. Estas de-

-
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