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UM PROBLEMA DE MATRIZES COM FAVOS DE MEL

Aquilo que parecia ser um pequeno problema de matrizes veio a revelar-se uma fonte de

inesperadas e profundas ligacoes entre diversas dreas da matemadtica.

Ao contrdrio dos textos anteriores desta coluna, este
terd necessidade de um conceito que em geral apenas
se aprende no primeiro ano de um curso universitdrio: o
conceito de valor préprio de uma matriz quadrada. Relem-
brando entdo, se A for uma matriz real ou complexa, com n
linhas e n colunas, x for uma matriz coluna, ndo nula, com
n entradas, e A um nimero complexo ou real, entdo A diz-
-se um valor préprio de A com vetor préprio x se Ax = Ax.
De um ponto de vista geométrico, se considerarmos as ma-
trizes coluna como vetores complexos, entdo A induz uma
transformacgdo de C" em C" através da férmula x — Ax,
chamada uma transformagcéo linear. Deste ponto de vista,
um vetor préprio é apenas um vetor que estd numa dire-
¢do invariante para esta transformagdo, é um vetor sobre o
qual a agdo de A é a de uma homotetia de razéo A.

Ha vérias transformagdes do plano e do espago que estdo
associadas a matrizes, tais como rota¢des em torno da ori-
gem, homotetias com centro na origem ou projegdes sobre
retas ou planos. Neste artigo vamos examinar um tipo de
matrizes, interessantes quer para fisicos quer para matema-
ticos, chamadas matrizes hermiticas, que sdo matrizes quadra-
das complexas que satisfazem A = AT, Estas matrizes tém
uma propriedade crucial: fodos os seus valores proprios sdo reais,
0 que permite, por exemplo, ordend-los.

Um problema famoso, e natural, acerca de matrizes her-

miticas, colocado por H. Weyl em 1912, é o de saber quais
sd0 os valores préprios da soma de duas matrizes hermiticas,
sabendo os valores préprios das parcelas. Mais exatamen-
te, se nos forem dadas trés listas de niimeros reais A, j e v;
M2 2A, 41> > e vy > ... > Vg, que condigdes
devem estas listas satisfazer para que existam matrizes her-
miticas A e B de modo a que A sejam os valores préprios de A,
posdeBevosdeA+B.

Uma condicdo simples obtém-se calculando o trago de am-
bas as matrizes e sabendo que esse trago ¢ a soma dos valores

proprios:
n 1

Y = ;(/\1‘ + i)

i=1

Além desta relagdo imediata, sdo conhecidas relagdes clds-
sicas, devidas a Weyl (1912), que exigem que vij 1 < Aj + pi;
parai+j—1 < n. No caso de matrizes 2 x 2, estas desigual-
dades resolvem o problema, mas em geral ndo sdo suficientes.
Algumas décadas mais tarde, foram descobertas as seguintes
desigualdades, devidas respetivamente a Ky Fan (1949)e V. B.
Liskii (1950): paral <k < n,

k k k
Z v; < Z/\,’ + Z Ui
i=1 i=1 =1

e, generalizando as anteriores, para todo o I C {1,...,n},

|I| =k,
ZV,‘ < 2&4»2%.
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Vérias outras desigualdades foram depois descobertas, to-

das elas com o seguinte aspeto:

Youi<Y Ait) M

ieK i€l i€]
para conjuntos I, |, K € {1,...,n} com a mesma cardinalida-
de. Entdo, em 1962, Alfred Horn apresentou em [1], uma con-
jetura que descrevia completamente os conjuntos LJ,K que
dariam desigualdades suficientes para resolver o problema.
A construgdo é feita por indugéo na cardinalidade e é bastan-
te intrincada.

Até este ponto, algumas das demonstragoes das férmulas
ja tinham usado matemdtica exterior a teoria de matrizes —
por exemplo, a demonstracdo original das desigualdades
de Liskii foi feita dentro da teoria de grupos de Lie. O resto
da histéria deste problema viria a confirmar esta tendéncia.
A prépria caracterizagdo de Horn torna-se mais simples
quando se usam conceitos profundos de geometria algébrica,
do chamado célculo de Schubert. A demonstragédo final da
conjetura de Horn foi feita usando esta teoria, por Klyachko,
[2] e Knutson e Tao [3].

Neste dltimo artigo de Knutson e Tao, ¢ apresentada a
nogdo de honeycomb, uma estrutura no plano, que faz uma
descri¢do combinatéria do problema a custa de linhas que
produzem figuras semelhantes as paredes de um cortigo (ver,
por exemplo, [4]). Os valores préprios sdo codificados pelas
coordenadas das linhas que se prolongam no fim do padrao,
nos sentidos sul, nordeste e noroeste. O padrao é obtido a cus-
ta de uma condigdo de equilibrio nos pontos de interseccao

(na imagem, vy, ..., V5 sdo os valores préprios de — (A + B)).
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Foram igualmente descobertas por Klyachko, Knutson e
Tao relagdes destas desigualdades com a teoria da representa-
¢ao — mais especificamente na descri¢do da decomposigao de
produtos tensoriais de representagdes irredutiveis de GL, (V).

Assim, aquilo que parecia ser um pequeno problema de
matrizes veio a revelar-se uma fonte de inesperadas e profun-
das ligacoes entre diversas dreas da matemética. Para mais
informacgdo, recomendamos a leitura dos excelentes artigos
(5], [6] e [4].
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