
O Teorema de Gauss-Bonnet



Qual a relação entre a geome-
tria de uma superfície fecha-

da e a sua topologia? Neste artigo 
descreveremos o Teorema de Gauss-
-Bonnet, que pode ser visto como o 
precursor dos grandes teoremas da 
geometria do século XX.

o defeito angular de um vértice, e provamos um teorema de 
Descartes que relaciona a soma dos defeitos angulares com a 
característica de Euler. Este teorema é usado na secção 4 para 
intuir o teorema de Gauss-Bonnet: a soma dos excessos angu-
lares de qualquer decomposição de uma superfície fechada 
em polígonos geodésicos depende apenas da sua caracterís-
tica de Euler.

A  fórmula  de  Euler  para  poliedros  convexos  [1]  é  bem co-
nhecida:

onde V é o número de vértices, A é o número de arestas e F é 
o número de faces.

Exercício 2.1. 

1)

2)

Um primeiro passo é reduzir o problema ao caso em que to-
das as faces são triângulos. De facto, se uma dada face é um 
polígono com n lados podemos sempre decompô-la em n tri-
ângulos acrescentando um vértice no seu interior. Desta for-
ma aumentámos V em uma unidade (porque acrescentámos 
um vértice), aumentámos A em n unidades (porque acres- 
centámos uma aresta por cada um dos n vértices do polígono) 
e aumentámos F em n n 
faces). A variação de  foi então de

e, portanto,  tem o mesmo valor para o novo poliedro.
Assumindo então que todas as faces são triângulos, ima-

ginemos  que  vamos  retirando  as  faces  uma  a  uma.  Quan-
do retiramos a primeira face reduzimos F em uma unidade 
mantendo V e A inalterados. Portanto,  reduz-se 
em uma unidade. A partir deste momento existem faces com 

Não distinguimos superfícies que têm a mesma forma, ou ge-
ometria. Assim, uma superfície esférica numa dada posição 

-
mo raio noutra posição qualquer do espaço, mas não com a 
superfície de um elipsóide. Para estudar a geometria de uma 
superfície usam-se conceitos como comprimentos, ângulos, 
geodésicas (curvas de comprimento mínimo) e polígonos ge-

Como passo inicial para descrever as superfícies classi-

em que certos aspetos da sua geometria, como comprimentos 
e ângulos, são ignorados. Mais precisamente, dizemos que 
duas superfícies têm a mesma topologia se é possível defor-
mar uma na outra continuamente (isto é, sem rasgar nem co-
lar). Por exemplo, a superfície de uma esfera tem a mesma 
topologia que a superfície de um elipsóide. No estudo da to-
pologia de uma superfície usam-se certas quantidades, como, 
por exemplo, a característica de Euler, que são invariantes por 

Neste artigo descrevemos de forma elementar o teorema 
de Gauss-Bonnet,  que relaciona a geometria de uma super-
fície  fechada  com a  sua  topologia.  Na  secção  2  recordamos  

característica de Euler de uma superfície fechada qualquer. 
-



, que 
é possível ir retirando faces com arestas livres de forma a que 
em cada passo as arestas livres formem uma linha fechada 

uma aresta livre, diminuímos F em uma unidade e A em uma 
unidade, mantendo V constante. Logo, V  mantém-
-se constante. Se retirarmos uma face com duas arestas livres 
diminuímos F em uma unidade, A em duas unidades e V
em uma unidade. Portanto, também neste caso  se 
mantém constante.  Quando retiramos  todas  as  faces  até  só  
restar um triângulo, temos  Logo, 

 para o poliedro inicial.
A superfície de qualquer poliedro convexo tem a mesma 

topologia que a superfície da esfera. Um poliedro com faces 
triangulares induz então uma triangulação da superfície da 

com a topologia de triângulos, que se intersetam ao longo de 
arestas comuns. A demonstração acima pode ser facilmente 
adaptada para mostrar que qualquer triangulação da super-
fície  da  esfera  com  F triângulos, A arestas  e  V vértices saV -
tisfaz . Note-se que isto não tem de ser (e não 

exemplo, a superfície de um donut (toro). Continua no entanto 
a ser verdade que para qualquer superfície fechada S o nú-
mero inteiro

não  depende  da  triangulação  usada  para  o  calcular,  e  é  o  
mesmo para todas as superfícies com essa topologia. Este nú-
mero chama-se a característica de Euler da superfície.

Exercício 2.2.

Exercício 2.3.

Para a fórmula de Euler,  a geometria exata da superfície do 
poliedro é irrelevante. Por exemplo, qualquer pirâmide trian-
gular corresponde essencialmente à mesma triangulação da 
superfície da esfera, independentemente de as suas faces se-
rem triângulos equiláteros, retângulos ou de outro tipo qual-
quer. No que se segue, iremos olhar cuidadosamente para a 

Na  geometria  habitual  do  plano,  temos  o  conceito  fun-
damental de segmento de reta. Um segmento de reta tem 
a propriedade de ser a linha de comprimento mínimo que 
une os seus dois extremos. Para a superfície de um poliedro 

um conceito análogo, a que chamaremos arco minimizante. 
O arco minimizante entre dois pontos é a linha desenhada 
sobre a superfície do poliedro que une os dois pontos e tem 
comprimento mínimo (pode existir mais do que um arco mi-
nimizante unindo dois pontos, mas ele é único se os pontos 

-
maremos arco de geodésica a qualquer linha que coincida 
com o arco minimizante entre quaisquer dois dos seus pon-

-
tersecção de um arco de geodésica com cada face do poliedro 
é um segmento de reta (porque senão seria possível diminuir 
o seu comprimento), e que se o arco de geodésica cruza uma 
aresta então os ângulos opostos entre o arco e a aresta devem 

-
gura 1). Consideraremos apenas arcos de geodésica que não 
contêm vértices do poliedro.



O facto de as arestas poderem “desdobrar-se” mostra que 
estas, por si só, não introduzem qualquer diferença em rela-
ção à geometria do plano. Por exemplo, os ângulos internos 
de um triângulo geodésico (isto é, uma região do poliedro 

geodésica) que não contenha nenhum vértice do poliedro no 
seu interior somam sempre , mesmo que o triângulo inter-
sete arestas. As diferenças entre a geometria da superfície de 
um poliedro e a geometria do plano estão concentradas nos 
vértices: em geral, os ângulos internos de um triângulo geo-

 
-

 .
Chamaremos excesso angular de um triângulo geodésico 

exemplo, o excesso angular do triângulo geodésico represenexemplo, o excesso angular do triângulo geodésico represen-
 Chamaremos ainda defeito angular 

ângulos  do  poliedro  no  vértice  em questão.  Por  exemplo,  o  
defeito angular do vértice contido no interior do triângulo 

 Este facto não é uma 

coincidência: o excesso angular de qualquer triângulo geodé-
sico contendo um único vértice no seu interior é sempre igual 
ao defeito angular desse vértice. De facto, unindo o vértice do 
poliedro aos vértices do triângulo geodésico, como se mostra 

-
gulos euclidianos (basta “desdobrar” as arestas apropriadas). 
Os ângulos internos destes três triângulos euclidianos so-

internos do triângulo geodésico mais a soma dos ângulos do 
poliedro no vértice. Por outras palavras, se  é o excesso an-
gular e  é a soma dos ângulos do poliedro no vértice, temos

Exercício 3.1.

Descartes [4] provou o seguinte teorema:

Teorema 3.2. (Descartes)

Demonstração. Por um lado, a soma dos defeitos angulares 
é  igual  a  2  menos  a  soma de  todos  os  ângulos  do  polie-
dro. Por outro lado, a soma de todos os ângulos do poliedro 
é igual à soma dos ângulos de todas as suas faces. A soma 
dos ângulos de uma só face é igual a  vezes o número de 
arestas dessa face menos
cada aresta pertence a duas faces distintas, temos então que 
a  soma de  todos  os  ângulos  do  poliedro  é  também igual  a  

. Portanto, a soma dos defeitos angulares é
                 

Exercício 3.3.

Alternativamente, o teorema de Descartes pode ser formu-
lado em termos da soma dos excessos angulares de uma de-
composição do poliedro em triângulos geodésicos contendo 



no máximo um vértice no seu interior. Esta versão pode ser 

geodésicos quaisquer contendo um número arbitrário de vér-

um polígono geodésico com n lados como a diferença entre a 
soma dos seus ângulos internos 

Teorema 3.4. (Descartes) 

Demonstração.

Exercício 3.5. 

Exercício 3.6.

de geodésica. O teorema de Descartes pode então ser genera-
lizado para estas superfícies, aproximando-as por superfícies 
de poliedros

Teorema 4.1. (Gauss-Bonnet) 

círculo máximo na superfície da esfe-
ra  é  a  interseção  desta  com um plano  que  passa  pelo  centro  
da esfera, como, por exemplo, o equador ou um meridiano. 
Os arcos de geodésica da superfície da esfera são precisamente 

a esfera em 8 triângulos geodésicos como o que se mostra na 
. 

O excesso angular total é portanto  em conformi-
dade com o teorema de Gauss-Bonnet. 

Exercício 4.2.

Exercício 4.3. 

soma dos excessos angulares reduz-se ao integral de superfície

onde K é o excesso angular por unidade de área, dito a K cur-
vatura da superfície. O teorema de Gauss- Bonnet escreve-se 
então [8]

Exercício 4.4.



Exercício 4.5.

Exercício 4.6.

O teorema de Gauss-Bonnet relaciona uma propriedade 
geométrica local (curvatura) com uma propriedade topológi-

-
ram-se extraordinariamente férteis, tendo inspirado não só 

vão da teoria das classes características ao teorema do índice 
de Atiyah-Singer, mas, indiretamente, muita da geometria 
do século XX.
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