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Num tridgngulo plano AABC, a igualdade entre os dngulos /B = ZA é equivalente a uma relagdo simples

entre os dois lados opostos a esses dngulos, | AC1=IBCI. E se /B =n/A para algum natural n?

sta foi a questdo que Euler considerou em 1765 no arti-
Ego [2]. Euler comega por tratar alguns casos particulares,
den=1an=>5, apercebendo-se de que hd um padréo nas equa-
¢Oes que vai obtendo, mas resume a apresentacao aos valores de
n até 13 e algumas afirmagOes que faz requerem uma justifica-
¢do. Por isso, vale a pena regressar a este problema.

Dado um tridngulo AABC, com vértices A, B, C, designe-
mos por 4, b e ¢ os comprimentos dos lados opostos a A, B e
C, respetivamente. Comecemos por supor que ZB = ZA e tra-
cemos o segmento CP perpendicular a reta que contém o lado
AB, construindo desse modo dois tridngulos, AAPC e ABPC,
que sdo rectangulos e semelhantes. Além disso, tém em comum
o lado CP, que se corresponde pela semelhanga. E, portanto,
sdo triangulos congruentes, com a = b. Reciprocamente, se a = b,
consideremos o ponto médio M do lado AB (figura 1) e o seg-
mento que o une a C. Os tridngulos AAMC e ABMC sao con-

gruentes, logo, em particular, /B = ZA.

Figura 1

Analisemos agora os triangulos AABC (figura 2) tais que
/B =2 /A. Se bissectarmos o angulo ZB e considerarmos

o ponto Q de interseccdo dessa bissectriz com o lado AC, en-

Figura 2

tdo os triangulos AABC e ABQC sédo semelhantes. Pelo Teo-

de Tal |AC| _ |AB| _ |BC]| b ¢ _ _a_
rema de lales, W = m = m/ ou seja, ; — \BQ\ - \CQ\ e,
2 2z .
consequentemente, [BQ| = % e |CQ| = . Além disso, por

construcdo, |AC| = |AQ| +|CQ), isto é, |AQ| = b — %. E, no
triangulo AABQ, tem-se /B=/A,logo| AQ| = |BQ)|. Substituin-

. . 2
do nesta igualdade os valores anteriores, obtemos b — % = ”—bc,

ou seja, b? — 42

= ac. Reciprocamente, suponhamos que no
tridangulo AABC, de lados correspondentes 4, b e ¢, vale a igual-
dade b2 — 4?2 = ac. Entao b > a e, portanto, no lado AC pode-
mos fixar um ponto Q tal que o dngulo ZQBC éigual a ZA. Desse
modo, criamos um tridngulo ABQC semelhante a AABC, logo,
como vimos, |BQ| = %, [CQ| = % e|AQ| = b— % Além
disso, como por hipétese b — % = % isto & |AQ| = [BQ),
sabemos que o tridngulo AAQB é is6sceles, com /ABQ = ZA.
Daqui resulta que, no tridangulo AABC, se tem /B =2 /A. Com
esta caracterizagdo dos tridngulos em que um angulo é o dobro
de outro, podemos, por exemplo, provar que existe exatamente

um destes tridangulos cujos comprimentos dos lados sdo inteiros
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consecutivos'’: é o que verifican =4, b = 6 e c = 5. Ou determinar
expressoes gerais para o seno e o cosseno de um angulo duplo.

Por processo analogo, usando o que jd sabemos para n = 2,
podemos explicitar uma relagdo entre os comprimentos dos la-

dos de um tridangulo em que um dos angulos € triplo de outro.

c Figura 3

Seja AABC (figura 3) um tal tridngulo com /B =3 ZA. Se tris-
setarmos o angulo ZB e considerarmos o ponto Q do lado AC tal
que o angulo ZQBC é igual a ZA, entdo, de novo, os tridngulos
AABC e ABQC sdo semelhantes, sendo |BQ| = 5, [CQ| = %
e|AQ|=0b— % Por construcdo, no triangulo AABQ, tem-se
/B=2/A, e portanto| AQ|? — |[BQJ? = |AB||BQ, ou seja,

(-5) ()= (5)e
2 —ac*(a+b) = Oe, cancelando

0 que é equivalente a (b — a?)
a+ b, omesmo que (b> — a? + ¢?)(b —a)— bc? = 0.

Quanto a implicagdo reciproca, voltemos a referéncia
[2]. Euler afirma que, se num tridngulo AABC, de lados cor-
respondentes a, b, ¢, vale a igualdade (b*> —a? + c2)(b —a)
— bc? =0 entdo /B = 3 ZA. A figura com que Euler preten-
de ilustrar esta afirmagdo s6 é possivel se b > a. Esta é uma
condicdo necessdria para que o angulo no vértice B seja
triplo do do vértice A, mas ndo é consequéncia da hipéte-
se(b? —a® +c2)(b — a) — bc? = 0.Se, por exemplo,a=3,c=2e
b é a solugio da equagio (b> — 5)(b — 3) = 4bem]1,+/5], entdo
a, b e ¢ sdo os comprimentos dos lados de um triangulo AABC,
opostos aos vértices A, B, C, respetivamente, que verifica a con-
digdo (b* — a® + ¢?)(b — a) — bc* = 0 mas em que /B # 3 LA.
Se, contudo, admitirmos que no triangulo AABC, deladosa, b, c,
se tem (b —a? + c2)(b —a) — bc?> = 0eb > a4, entdo podemos
fixar no lado AC um ponto Q tal que o angulo ZQBC é igual a
ZA.Desse modo, o tridngulo ABQC é semelhante a AABC, com
lados|BQ| = 4, [CQ| = %e, portanto, |AQ| = b — ”—;.Além
disso, como por hipétese (b - %) — (%)2 = %c, ou seja,
|AQ|?> — |BQJ?> = |ABJ|CQ)|, concluimos, pelo caso 1 = 2, que,

no tridngulo original AABQ, o angulo ZABQ é igual a 2ZQAB.
Daqui resulta que, no tridngulo AABC, se tem /B = 3/A.

O argumento geométrico anterior pode repetir-se para os
outros valores de n. Designemos por F,(a,b,c) = 0 a relagdo
entre os lados, com comprimentos 4, b e ¢, de um tridngulo
AABC em que /B = n/A. Entdo, uma vez obtidas as expressoes
de F;paral < j < 4, a férmula de recorréncia que resulta deste

processo indutivo é, para todo o natural 7 > 4, dada por

F,11(a,b,c) == (b2 —a® + C2) F,_1(a,b,c) — b*c® F,_3(a,b,c).

Reciprocamente, seb > ae F,(a,b,c) = 0, entdo ZB = nZA.

Fixado P > 0, na familia de todos os tridngulos com pe-
rimetro P, hd um que se destaca: o equildtero com esse peri-
metro, por ser aquele que engloba maior drea. Para n > 1,
designemos por ¥, o conjunto de triangulos AABC tais que
/B = nZA. Quando n > 2, o tridngulo equildtero ndo per-
tence a T, e até s6 hd dois triangulos isdsceles neste con-
junto: um com angulos 75, 75, 4z € outro de angulos
ﬁ, %, o7 Qual € a solugdo, se existe, do problema iso-
perimétrico em ¥,;? Pela Lei dos Senos, em ¥, a drea de um
tridangulo com perimetro P é dada por

A(LA) = ’P_2 sin(ZA) sin(nZA) sin((n+1)ZA)
2 [sin(ZA) +sin(nZA) +sin((n +1)ZA)]?

onde ZA €]0, ;77| Observe-se que os pontos criticos de
A nao dependem do valor de P e que o denominador de A
é positivo em |0, ;75 [. Além disso, sin((n +1) ;77) =0 e
lim,_,o A(x) = 0, e portanto a fungéo A estende-se continu-
amente a [0, 7] se definirmos A(;7) = A(0) = 0, embora
estes casos extremos correspondam a tridngulos degenerados.
Sendo A continua e valendo 0 nos extremos do dominio, tem
méximo global atingido no interior do intervalo|[0, ;7] Com a
pdgina de webMathematica [1], podemos desenhar os graficos da
fungdo drea e da respetiva derivada para algumas escolhas de

n. Por exemplo, para n = 2, eles permitem-nos prever que sé um

Area BAC = 743

Figura 4
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tridngulo maximiza a drea e que ndo € isésceles: tem angulo
LA ~ 41 graus, valor que, em radianos, se situa estritamente
entre % e % . Para o confirmar, é mais simples usar a férmula
de Héron [3] que exprime A em fungdo dos comprimentos dos
lados e do perimetro fixado P, e utilizar multiplicadores de
Lagrange, beneficiando da caracterizagdo F, = 0 descrita an-

teriormente.

Figura 5

Fixado P,
Ala,b) = /S (S—a) (S—b) (a+b—38), onde S =75
noconjunto{ (a,b) € (]RJF)2 . gla,b) = b> —2a8S +ab = 0}.

Como as duas componentes do gradiente de g, isto é

queremos  maximizar a  fungdo

g—‘g =-2S8+be g—‘g = 2b + anio se anulam em %5, basta encon-
trar os elementos (4, b) onde os gradientes de f = %i e de g sdo
colineares. Esta dependéncia linear dos gradientes significa que
o tridngulo de drea mdxima que procuramos corresponde a um
ponto de tangéncia de uma curva de nivel de f com a curva de
nivel ¢ = 0.

Analisemos o sistema de equagdes V f = AVg, com trés in-

cognitas, a, b e A, sujeito a restricdo g=0:

(S-b)@25-2a-b) | _ %
(S —a)(28 —2b —a) %
g(a,b) =0.
Como, pela desigualdade triangular, temos

S = LZH > # = a e analogamente, & > b, das
duas primeiras equagdes podemos desde ja concluir que
28 —2a—b = 0se e s6se 28 —2b—a =0, uma vez que 0s

coeficientes de A ndo se anulam. Mas o tridngulo equildtero

Figura 6

(correspondente a 28 —2a —b=0=25—-2b—a =0) ndo
pertence a %2. Logo nenhuma das alternativas 28 —2a —b
ou 28 —2b — a = 0, que descrevem, em separado, os tridngu-
los isésceles de T, serve para maximizar a drea. O sistema tem

(S=)(25-2b-a)
2b+a

uma Unica solugdo, sendo A = e(a, b) o par que

satisfaz as equagoes

(S—b)(28—2a—b) _ (S—a)(2S—2b—a)
—2S+b = 2ta

b? — 248 +ab = 0.
No enderego http:/fwww.atractor.pt/mat/triang_multis estdo
vdrios applets que permitem, variando P ou 1, conjecturar sobre
a resposta no caso geral, além de uma versdo mais detalhada

deste texto.
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