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ATRACTOR Cortesia em jogo

CORTESIA EM JOGO

 num conjunto 

de dados diferentes, qual é o melhor?      

E -

tão matematicamente interessante que tem uma respos-

-

temática Viva"1

um comportamento aparentemente estranho.

entendemos por um dado ser melhor do que outro. Os da-

dos normais

número diferente de pintas, entre um e seis. Nenhum dado é 

-

nhar, podendo ainda empatar. Se em vez de considerarmos 

dois dados normais, admitirmos que em cada face de cada um 

há um número de pintas entre 0 e 6, podendo duas ou mais 

os dois dados podem ser diferentes entre si e as probabilida-

probabilidade de empate pode ser 0. O dado A é considerado 

melhor do que o dado B, se a probabilidade de A B 

for maior do que a de B A

faces de A tiverem, respectivamente, 1, 1, 1, 3, 3, 3 pintas e as 

de B -

bilidade de A B 

A e 

B -

babilidade de A e B A e B forem 

Figura 1

1  A exposição “Matemática Viva”, que esteve patente no Pavilhão do Conheci-
mento, em Lisboa, entre novembro de 2000 e agosto de 2010, foi concebida 
e criada pelo Atractor.

pintas, a probabilidade de empate é 1 e, portanto, a probabili-
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A 

tem duas faces sem pintas e 

quatro com 4 pintas, o que con-

vencionamos descrever por   

A = (0, 0, 4, 4, 4, 4) e, com no-

 

B = (3, 3, 3, 3, 3, 3). Em cada 

par de lançamentos (de A 

B

-

mente prováveis) de faces 

possíveis (em cada par de lan-

çamentos), mas os pares de 

números obtidos são apenas 

B e 

A. Ora, 

dos 36 casos possíveis, 12 cor-

respondem a (0, 3) e 24 a (4, 

de B

de A

B -

ceiro dado C = (2, 2, 2, 2, 6, 6), 

também nunca há empate, B 

C em 24 dos 36 casos 

e C B nos outros 12: 

podemos traduzir a situação, 

dizendo que B é duas vezes 

 melhor do que C -

mando como quarto dado D = (1, 1, 1, 5, 5, 5), C é duas vezes 

melhor do que D

feitas, parece que, relativamente à questão formulada no início 

A, B, C, 

D A é o melhor dos 

quatro, uma vez que é melhor do que B, este é melhor do que 

C e C é melhor do que D -

escolher o dado que preferem (entre A, B, C e D), parece que o 

A.

-

-

 

A e D A 

-

pondentes a (4,1), perdendo 

nos restantes 24 (= 6 + 6 + 12) correspondentes a (0,1), (0,5) 

e (4,5). Quer dizer: o dado D, que devia ser muito (? 8 vezes) 

pior do que A, é na verdade duas vezes melhor do que ele... 

Voltemos à conjectura: subjacente à sua formulação estava a 

 

O quadro ao lado representa bem o ciclo de 

dados que se considerou: em cada coluna 

estão indicados os números de pintas das 

seis faces e em cima a probabilidade de esse 

-

Na situação atrás referida, se, realmente, o 

A D, para ter 

-

-

colher o precedente (na seriação A, B, C, D) para ter uma proba-

-

sem-

pre um dado melhor do que todos os restantes (pelo menos 

num sentido lato). Ora isso não acontece, como o comprova o 

composição A, B, C, D

-

Figura 2

Figura3

Figura 4
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zes com o seu vizinho da direita e anotava o resultado, depois 

-

2

havia nenhum dado melhor do que todos os outros3.

Um ciclo de quatro dados como (A, B, C, D) atrás con-

siderado diz-se não-transitivo

questão de saber se haveria outras escolhas possíveis para 

os números de pintas nas faces dos seis dados, escolhas 

-

quatro dados de forma a que, tal como acontece naqueles 

dois deles, teremos de os escolher de modo a que nenhuma 

face de cada um deles tenha o mesmo número de pintas de 

qualquer face do outro. Ora, se permitirmos de 0 a 6 pintas, 

-

tro dados tenham dois tipos de faces (  alterna-

tivas), portanto, pelo menos um dado terá necessariamente 

todas as faces com o mesmo número de pintas. Usando um 

Mathematica com esse propósito, sele-

cionámos todos os ciclos não-transitivos, isto é, em que as 

(ver [1]), dos quais os 12 primeiros estão representados na 

Calculando, para cada ciclo, o mínimo das probabilidades 

-

 

E essa pequena diferença torna a escolha desinteressante: 

-

-

é uma boa escolha. Em conclusão: o ciclo da “Matemática 

de vários ciclos não-transitivos diferentes, todos ótimos (no 

sentido de a probabilidade mínima ser a maior possível4). 

Isso não é viável para dados com 0 a 6 pintas nas faces, pois 

já vimos que só há um ciclo ótimo, o acima indicado. Mas 

recorrendo a dados com faces podendo ter maior número de 

pintas e mantendo as outras características (em particular, �
 Suponhamos que, para cada par de jogadores, há um lançamento dos dois 

dados, não apenas uma vez, mas sim um número n (ímpar) de vezes. Se se 
considerar ganhador aquele que mais vezes obtiver um número maior do que 
o do oponente, então a probabilidade de A ganhar a B neste jogo aumenta 
relativamente à de A ganhar a B com apenas um lançamento de A e outro 
de B (suposta > 0.5). É esta a razão pela qual se preconizava no módulo da 
“Matemática Viva” que os visitantes repetissem várias vezes os lançamentos. 
O leitor pode veri'car que essa probabilidade é dada pela seguinte fórmula 

, em que  e
 

.

Os primeiros vinte valores, para n=1,3,...,39 são aproximadamente: 0.667, 
0.741, 0.790, 0.827, 0.855, 0.878, 0.896, 0.912, 0.925, 0.935, 0.944, 0.952, 0.958, 
0.964, 0.969, 0.973, 0.977, 0.980, 0.982, 0.984.�
 Re'ra-se como curiosidade que, se B jogasse com D, a probabilidade de lhe 

ganhar seria 1 / 2, e, se A jogasse com C, a probabilidade de A ganhar seria 4 / 9.�
 Trybula e Steinhaus provaram que essa probabilidade mínima não pode ex-

ceder o valor encontrado naquele ciclo: 2 / 3. Ver [2] e [3].

Figura5
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é possível obter mais ciclos ótimos. Com o Mathematica foi 

possível localizar 13 ciclos ótimos

5

Se, em vez de ciclos de quatro dados, nos limitarmos a 

interessante a referir? Vamos desistir da impossibilidade de 

ocorrerem empates, mas acordamos que, quando num par de 

-

to é repetido até à vitória de um dos lados. 

Mathe-

matica

diferentes e com eles podemos construir 40666 ciclos não-

desde dois dados ({1,1,2,2,2,4} e {3,5,5,5,6,6}) que aparecem, 

cada um, em apenas um ciclo, respetivamente {{1, 1, 1, 2, 4, 

4}, {1, 1, 1, 3, 3, 4}, {1, 1, 2, 2, 2, 4}} e {{3, 3, 5, 6, 6, 6}, {3, 5, 5, 

Figura 6

Figura 7

5, 6, 6}, {3, 4, 4, 6, 6, 6}}, até dois outros dados ({1,1,1,5,6,6} e 

-

cada uma com os números de pintas das faces do dado. E os 

dados de cada par, que aparecem, pois, ambos com a mes-

 

( ) são os números de pintas das fa-

ces de um dado, os números das pintas das faces do outro 

dado são ( ), sendo, para cada  

 . No site [1] há mais informação sobre 

a relação entre os 3-ciclos não-transitivos em que cada dado 

do par intervém.

Os valores dos mínimos das probabilidades dos ciclos não-
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Figura 9

Figura 10
�
 Ver mais informações no site do Atractor [1].

Figura 8

-

-

-

mo das probabilidades para cada ciclo 

não-transitivo mas também do pró-

prio terno das probabilidades (de cada 

ternos. Note-se que, para cada ciclo, 

associar-lhe um terno de probabilida-

-

 

-
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