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1. INTRODUÇÃO

-

“Numa coelheira há 20 coelhos sendo 5 brancos e 15 pretos. 

Abre-se a porta da coelheira e deixa-se sair os coelhos um a um. 

Qual a probabilidade de que saiam, pelo menos, 2 coelhos brancos 

seguidos?”

-

-

so seguido para a obter 1

 não

Este tipo de problema de contagem surge com alguma fre-

2, de com-

primento n, com m

-

-

lacionado com um conhecido problema de lotarias, a saber, 

-

to com bolas numeradas de 1 a n -

m bolas. Esta aborda-

2. RESOLUÇÕES DIRETAS DO PROBLEMA 

DOS COELHOS

-

-

tos de 16
A5

16
A5 × 15!

-

bilidade de não
16

A5 × 15!/20! = 91/323

1 − 91/323 = 232/323. 

16
A5 × 15!/20! por 15! × 5!, a probabilidade pode ser escrita 

na forma 16
C5/20

C5

-

Um problema de cálculo 

 

 

 

 1 No mesmo livro (página 178) surge um outro problema semelhante a este, 

referente à disposição de livros numa prateleira de uma estante, apresentan-

do-se de novo apenas a solução 11/13. 

2 Sequências de zeros e uns.
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m -

cia binária de comprimento n
n−m+1

Cm/n
Cm

n
Cm

n−m+1
Cm

Teorema 1: Há n−m+1
Cm -

to n, compreendendo m zeros (e, logo, n − m uns) sem zeros 

Demonstração: n − m

m -

-

n − m + 1

m
n−m+1

Cm maneiras, concluindo-

-

20−5+1
C5/20

C5 =
16

C5/20
C5.

3

4 

3. O PROBLEMA DA LOTARIA

n 

bolas, numeradas de 1 a n m bolas 

n = 49 e m = 6

-

-

k > 0  

k = 2 -

-

sante. Tal como sucede com o problema dos coelhos, a parte 

-
n
Cm.

-
49

C6 = 13983816

-

-

-

-

-

entre o conjunto A -

B

-

Card(A) = Card(B)

Card(A) =44 C6 Card(B) =44 C6  e a probabilidade 
44

C6/49
C6 ≈ 0, 5048.

teorema:

Teorema 2: n ≥ 1 e m ≥ 0

, e não há em X nú-

Gn
m = {X ⊆ {1, 2, ...n + 1−m} : Card(X) = m}.

Demonstração:

conjuntos.

{a1, . . . , am} ∈ F
n
m  

 ai < ai+1 para cada i ∈ {1, . . . , m− 1}. bk = ak + 1 − k, 

1 ≤ b1 < b2 < . . . < bn ≤ n + 1−m

b1 ≥ 1 e 

bm = am −m + 1 ≤ n−m + 1 = n + 1−m;

ai+1 − ai ≥ 2

bi+1 − bi = ai+1 − ai − 1 ≥ 1 e  

portanto, bi+1 > bi . 
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-

do a cada {a1, . . . , am} ∈ F
n
m (supondo os elementos de A es-

critos por ordem crescente) o conjunto B = {b1, . . . , bm}, com 

bk = ak + 1 − k

B ∈ G
n
m

F
n
m

, digamos 

{a1, . . . , am} e {a
∗

1
, . . . , a

∗

m
}

ak + 1 − k = a∗
k
+ 1 − k para cada k ∈ {1, . . . , m} e, por-

tanto, ak = a∗
k
 para todo o k ∈ {1, . . . , m} -

B = {b1, . . . , bm} ∈ Gn
m, basta considerar 

os elementos a1, . . . , am ak = bk + k − 1 para  

cada k ∈ {1, . . . , m}

 B = {b1, . . . , bm} ∈ Gn
m

{a1, . . . , am} ∈ F
n
m

-

siderada. 

Corolário: Card (Fn
m) =

n−m+1Cm.

Demonstração: decorre imediatamente do teorema e do  

facto de Gn
m ter precisamente n−m+1

Cm elementos. 

B  pode re-

N -

n B n 

N .

n B

n não N .
 

-

-

ria de comprimento n k

k elemen-

tos de {1, 2, · · · , n}

-

-

O Teorema anterior fornece a base para um curioso jogo 

n m -

-

-

(= 1× 0, 5048− 1× (1− 0, 5048)), 

-

ma 2.

Teorema 3: O número de maneiras distintas fk(m, n) de es-

colher m números em {1, 2, . . . , n} -

k > 0

fk(m, n) =n−(k−1)(m−1) Cm, com n > m > 1, k ≥ 1

k = 2).

Demonstração: -

-

Corolário: 

n m

inferior a k

 pk(m, n) = 1 −
n−(k−1)(m−1)Cm

nCm
.

Demonstração: 

-

r números distintos,

 a1, a2, . . . , ar ∈ Xn = {1, 2, . . . , n}, 

ordenados por ordem crescente. Um grupo 

a1, a2, . . . , ar

(i) um conjunto singular formado por um desses números, 

for superior a 1.

ou

3 Abraham de Moivre (1667-1754), matemático inglês de origem francesa.

4 William Allen Whitworth (1840-1905), matemático e sacerdote anglicano.
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(ii) um subconjunto de dois ou mais destes números, con-

não do subconjunto) for superior a 1.

-

g d ao 

número de diferentes tipos de grupos (números isolados, pa-

-

gi(i = 1, 2, . . . , d) ao número de grupos de tipo i

g1 + g2 + . . . + gd = g. 

g d

 g1 + g2 = 2 + 1 + 1 = 4 = g.

Teorema 4: Xn = {1, 2, . . . , n} -

cias de r números distintos a1, a2, . . . , ar Xn. -

N g grupos, de d tipos 

diferentes, com gi(i = 1, 2, . . . , d) grupos de tipo i

N =
g!

g1!× g2!× . . .× gd!
×

n−r+1 Cg.

Tipo de Chave

Núm. de 
tipos de 
grupos 

(d)

Núm. de cada tipo 
de grupo (g i)

Núm. 
total de 
grupos 

(g)

N

1 g1 = 6

2 g1 = 4, g2 = 1 

2 g
=

3, g2 = 1

2 g1 = 1, g2 = 1

2 g1 = 1, g2 = 1 2

1 g1 = 1 1

2 g1 = 2, g2 = 2

1 g1 = 3, 

g1 = 1, g2 = 1

g3 = 1

2 g1 = 1, g2 = 1 2

1 g1 = 2 2

Tabela 1

Demonstração: É semelhante à do Teorema 2. O número 

a1, a2, . . . , ar  

Xn e com g n−r+1Cg, se ignorarmos as 

-

g 

grupos de d
g!

g1!×g2!×...×gd !  possibilidades, pela 

N =
g!

g1!×g2!×...×gd !
×

n−r+1 Cg, como 

Xn = {1, 2, . . . , 30} e considerarmos 

elemento, um grupo com dois elementos e um grupo 

3!

2!×1!×1!
×

30−7+1
C3 = 6072

n 

r

13983816 =
49

C6,
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4. RESOLUÇÕES DIRETAS DO PROBLEMA DE 

CONTAGEM DOS NATURAIS NÃO CONSECUTIVOS

de selecionar m objetos de entre n objetos numerados de 1 a n 

maneiras5

6

elementar do famoso Problème des Ménages de Édouard Lucas 

estudar. 

Teorema 5 (primeiro lema de Kaplansky): O número 

f (n, m) de maneiras de escolher m objetos dentre n obje-

f (n, m) =n−m+1 Cm.

Demonstração: f (n, 1) = n =n−1+1 C1

f (n, n) = 0 =n−n+1 Cn, se n > 1.

m 1 < m < n.

-

gundo objeto e são em número de f (n − 2, m − 1)

segundas, são em número de f (n − 1, m).

o número f (n, m)

 f (n, m) = f (n − 2, m − 1) + f (n − 1, m).               (1)

f (n, m) =n−m+1 Cm por 

n > m > 1,

f (3, 2) = 1 =3−2+1 C2. 

f (n − 1, m) =n−m Cm e f (n − 2, m − 1) =n−m Cm−.1; 

f (n, m) =n−m Cm +n−m Cm−1 =n−m+1 Cm, 

Teorema 6 (segundo lema de Kaplansky): O número g(n, m) 

de maneiras de escolher m objetos dentre n objetos dispostos 

dado por g(n, m) = n
n−m

n−mCm, para n > m.

5. UMA RELAÇÃO COM OS NÚMEROS DE FIBONACCI

-

-

5 Veja-se, por exemplo, [13]. O autor da solução aí apresentada, Thomas Muir 

(1884 -1934), foi um especialista em determinantes; uma outra solução, recor-

rendo a uma equação diofantina, aparece em [3], página 37.

6 Irving Kaplansky (1917-2006), matemático canadiano. 

Figura 1

Teorema 7: O número total de maneiras de selecionar nú-

meros dentre os n

igual a fn+2, o (n

Demonstração:

an

tantos elementos de {1, 2. . . . , n} -

1) O número n está entre os escolhidos.

ou 

2) O número n não está entre os escolhidos.
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an−1 se-

{1, 2, . . . , n − 1} n − 1 não faz certamente parte da 

uma das an−2

de elementos de {1, 2, . . . , n − 2}

-

n -

n an−2 

e, portanto, an = an−1 + an−2

a1 = 2 e a2 = 3 e a sucessão (an)

sendo assim an = fn+2, o (n

 

n 

-

do Teorema 2:

1) Neste caso, n m n−m+1
Cm =

5
C0 = 1

2) Neste caso, n m=1 e n−m+1
Cm =

4
C1 = 4

n m=2 e n−m+1
Cm =

3
C2 = 3

e a igualdade acima pode ser escrita como
5C0 +

4 C1 +
3 C2 = f6, 

-

 O caso geral pode ser tratado da mesma maneira, chegan-

n -

n -

nacci. Este resultado pode ser interpretado apenas como uma 

f (n, m) do primeiro lema 

pode fazer um estudo semelhante para os números g(n, m) do 

números de Lucas7  
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