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1. TEMPERAMENTO IGUAL

-

-

-

-

rias ondas sinusoidais (os harmónicos do som produzido) com 

frequência dominante (ou na-

tural) da corda.

nota musical um som associado a uma 

única onda sinusoidal – -

la , o lá central do pia-

ω0, então a oitava acima -

2ω0

-

zem-no (bom, pensemos em cantores minimamente talento-

-

-

entre essas notas podemos selecionar algumas e organizá-las 

-

remos por escalas

escala cromática -

� �, mi, fá, fá�, sol, sol�, lá, lá�, si.

shrutis 

Estabelecidas 12 notas, coloca-se o problema, diga-se 

temperamento da 

-

iguais, o temperamento igual -

τ =

12
√

2 , um número irracio-

ω0, as 12 notas 

ωk = τ
k
ω0, 

com k = 0, 1, . . . , 11 quinta pitagó-

rica 3

2
ω0) ocorre para k = 7: 

ω7 ≈ 1.4983ω0.

-

no temperamento igual podem ser bem mais delicados de 

musicais, como o piano e a guitarra.

2. CONJUNTO DAS NOTAS MUSICAIS 

NO TEMPERAMENTO IGUAL

do

ω0 M o conjunto das 

notas musicais do temperamento igual, ordenadas de acor-

ωn = τ
n
ω0, 

com n ∈ Z F : M → Z  

T 

as notas musicais recorrentemente 

utilizadas por músicos e compositores. 

subconjunto discreto da espiral 
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. . . , F(si
2) = −1, F(do

3) = 0, F(do�3) = 1, F(re3) = 2, . . . K
′
= {Z4, Z7, Z12}, ou seja, todas as 

notas de K′ são iguais às de K

baixo, passou a ser a nota Z4.

-

Cânone a 2 “Quaeren-

do Invenietis”

Figura 1. Escala cromática.

Os pares ordenados (X, Y) ∈ M×M serão designados 

por intervalos musicais amplitude 

J : M×M→ Z J  ( X, Y )  =  F  ( X )  –  F ( Y ). -

um tom são os 

pares (X, Y J(X, Y) = ±2 meio-

-tom são os pares (X, Y J(X, Y) = ±1 -

plo, J(mi2, re3) = F(mi2)− F(re3) = −10,

uma sétima menor inferior

3. TRANSPOSIÇÕES E INVERSÕES

k, a transposição musical por k

Tk : M → M k meios-tons a to-

Tk(Zn) = Zn+k , onde 

Zn n  :  F(Zn) = n

lado, as inversões musicais M 

inteiros i e j, com 0 ≤ |j− i| ≤ 1 Ii,j : M → M -

Ii,j(Zn) = Zi+j−n Ii,j = Ij,i

i = j Ii = Ii,i, a inversão de M relativamente 

a Zi. Neste caso, Ii(Zi) = Zi.

-

conjunto K = {Z0, Z4, Z7} -

bitualmente designado por Dó Maior, resulta no conjunto 

T7(K) = {Z7, Z11, Z14} (acorde de Sol Maior

Z1 = do�3 resulta 

no acorde I1(K) = {Z2, Z
−2, Z

−5} (acorde de Sol Menor).

Observação. Em teoria musical, o termo inversão pode ter di-

-

linhas de baixo dos acordes. Neste se-

gundo sentido, a primeira inversão do acorde K = {Z0, Z4, Z7}, 

Figura 2. Cânone por inversão.

-

I−5 = T
−10 ◦ I0

k meios-tons, seguida de uma outra 

k
′

k + k′

Tk ◦ Tk′ = Tk+k′ Ii,j ◦ Ip,l = Ti+j−l−p

Tk ◦ Ii,j = Ii+ k/2!,j+"k/2# Ii,j ◦ Tk = Ii−"k/2#,j− k/2!,

onde i ≤ j, �k/2 n n ≤ k/2 e �k/2 

menor inteiro m k/2 ≤ m.  

-

mite uma estrutura natural de grupo não abeliano

(G, ◦) G

◦ diz-se um grupo

(1) Associatividade. 

x, y, z ∈ G, (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z);

(2) Existência de identidade. 
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Figura 4. Inversão em relação a uma circunferência.

e ∈ G, a identidade

x ∈ G, x ◦ e = e ◦ x = x;

Existência de inverso. 

x ∈ G x
′
∈ G, o inverso de x,

x ◦ x
′
= x

′
◦ x = e.

O grupo diz-se abeliano se x ◦ y = y ◦ x para todos os elemen-

tos x, y ∈ G -

Tk T
−k,

T0.

-

GM, -

tas da escala cromática Z0, Z1, . . . , Z11

-

pondem a elementos do grupo de simetria do dodecágono, o 

grupo diedral D12. No entanto, este modelo não distingue notas 

-

tamos um modelo para o conjunto M das notas musicais no 

-

GM.

4. AS TRANSFORMAÇÕES DE MÖBIUS

Uma transformação de Möbius

z �→
az + b

cz + d
,

                                       
(1)

onde a, b, c e d -

ad − bc  = 0

-

Mob, o 

grupo de Möbius

z �→
dz− b

−cz + a
.

(1) Translação. b = b1 + ib2, 

onde 
�

z �→ z + b 

�b = (b1, b2).

(2) Rotação. a ∈ C com |a| = 1, a transforma-

z �→ az

-

das polares de a = e
iθ0 e z = |z|eiθ, temos az = |z|ei(θ+θ0), 

θ0 (tomando como sentido positi-

Homotetia. a ∈ R, z �→ az representa uma 

homotetia no plano centrada na origem e de razão a.

-

C de raio r centrada em O e um ponto P dife-

rente de O P
′ de P C

ponto sobre a semirreta OP |OP||OP
′| = r

2
. 

P = z e C

unitária centrada na origem, então P′
=

z

|z|2
.

Figura 3. Rotação de ângulo θ0.

Figura 5. Re!exão em relação ao eixo real.

z �→ z̄
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5. A ESPIRAL LOGARÍTMICA 

E O TEMPERAMENTO IGUAL

-

Jacob Bernoulli designou-a por Spira Mirabilis.

-

das polares (ρ, θ), ρ = ρ0eθb, com ρ0 > 0 e b cons-

tantes reais. Esta espiral pode ainda ser caracterizada pela 

seguinte propriedade: o ângulo β formado pela tangente à 

espiral no ponto (ρ, θ) -

tante, mais precisamente, β = arctg 1
b
.

S ρ = e
θ ln 2

2π  e MS ⊂ Mob o 

MS = { f ∈ Mob : f (S) = S}.

z �→ α0z e 

z �→
β0

z
,  com α0, β0 ∈ S .

f (z) =
az + b

cz + d

S, então f

f (0) = 0 e f (∞) = ∞ f (0) = ∞ e f (∞) = 0. 

No primeiro caso teremos b = 0 e c = 0; logo,  f (z) = a
d z; 

1 ∈ S , o seu transformado, f (1),

estar em S, logo, α0 =
a

d
∈ S .

caso, teremos f (z) = b
c

1
z , com β0 =

b

c
∈ S .

S0 ⊂ S  a imagem de Z

n ∈ Z  → zn = e

n

12
ln 2

e
i

2πn

12 ∈ S .

z �→
1

z
=

z̄

|z|2
 repre-

-

g(z) = z + d
c

d

c
h(z) = 1

z
 

m(z) = −

ad−bc

c2
z

s(z) = z + a

c

a

c

az + b

cz + d
= s ◦ m ◦ h ◦ g(z).

Observação. Uma transformação conforme -

intersetam num certo ponto P segundo um ângulo α são 

transformado de P segundo o mesmo ângulo α.

-

z �→
az+b

cz+d

C um ponto ∞

S
2 com o plano completo 

C ∪ {∞} por meio de uma 

-

z �→
az+b

cz+d

conforme em S2, fazendo ∞ �→
a

c
 e − d

c
 → ∞

conformes de S2

Figura 6. Projeção estereográ�ca.

Figura 7. Espiral logarítmica.
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Figura 8. Representação em espiral do conjunto M.

Z e o conjunto M esta-

belecida por F -

junto das notas musicais do sistema de temperamento igual, 

Zn ∈ M zn. -

F(do3) = 0, 

ω0 = 1, Zi,

ωi = τ
i
, com 

τ =

12
√

2, ou seja, ωi = |zi|.

MS0
⊂ MS o subgrupo de 

simetria de S0. z �→ α0z e z �→
β0

z
 estão 

em MS0 α0 e β0 S0. Assim, o sub-

grupo MS0

z �→ ziz; z �→
zi

z
.

ângulo 2πi

12
 em torno da origem seguida de uma homotetia 

centrada na origem de razão τi
; transforma zk em zi+k, logo 

Ti.

-

zk em zi−k, correspondendo deste 

I�i/2 ,!i/2".

6. CONCLUSÃO

M das notas musicais do siste-

ma temperado com o subconjunto discreto 

S0 = {e

n

12
ln 2

e
i

2πn

12 : n ∈ N} 

S

por ρ = e
θ ln 2

2π , o grupo GM

-
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