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Neste artigo pretendemos divulgar algumas propriedades interessantes dos chama-
dos nimeros poligonais, especialmente dos nimeros triangulares.

Tais propriedades serdo todas ou quase todas conhecidas de quem trabalha em
Matematica; mas a verdade é que nogdes relativas a niimeros poligonais nio siao habi-
tualmente incluidas em livros de Matemaética adoptados no ensino pré-universitdrio;
mesmo no ensino universitario, ou nao tém sido incluidas ou té-lo-ao sido raramente,
apesar de tais nogoes serem ja muito antigas.

Vejamos o que, a este respeito, nos dizem Pierre Dedron (Inspector Geral da Ins-
trugao Piblica) e Jean Itard (Professor Agregado do Liceu Henri IV), no seu livro in-
titulado Mathématiques et Mathématiciens, Editions Magnard, Boulevard Saint Ger-
main, Paris VI¢ (1959), pp. 32-33:

“A nog¢dao de nimero figurado é completamente estranha a iradicao eu-
clidiana. FEntre os gregos, ela é exposta pelo neopitagirico Nicémaco de
Gerasa, na sua Introdugdo a Aritmética.™)

[...] Se é dificil atribuir a Pitdgoras a teoria completa dos niimeros figu-
rados, é, no entanto, razodvel atribuir, quer a ele quer aos seus primeiros
discipulos, as nogdes mais simples ligadas a tais nimeros. Pontos dis-
postos em linha recta formam um nimero linear. Assim, todo o inteiro é
linear. Disponhamos os nimeros em triangulo, pondo sobre linhas hori-
zontais consecutivas um ponto, depois dois, trés, elc.

Formamos assim os nimeros triangulares 1,3, 6, 10, ete.”
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1 Introducao

Consideremos as seguintes progressoes aritméticas de nmimeros inteiros positivos:

Ay L2y 3l B 8y v oy e

Ag 1" 308 Ty 9y A0y eme 2=
Aj 1, 4, 7, 10, 13, 16, ---, 3r — 2,
Ay 1, 5,9, 13, 17, 21, ---, 4r—3,
Asp 1, 6, 11, 16, 21, 26, -+-, 6r — 4,

Ap:r 1, 14t 1+2¢, 14+3¢, 1+4t, --- 14+ (r—1)¢,

cujas razoes sao, respectivamente, 1, 2, 3, 4, 5, -+, t, --- e cujos termos gerais sao
respectivamente r, 2r — 1, 3r — 2, 4r — 3, 5r—4, -+, 1+ (r—1)t, ---

Para cada sucessao A;, consideremos a sucessao B;, que se obtém de A; do modo
seguinte: o primeiro termo de B; é 1 e o termo de ordem r é a soma dos r primeiros
termos da sucessao A;. (Recordemos que a soma dos s primeiros termos de uma

progressao aritmética de razado r, ay, as, az, ---, ag, --- € precisamente

aj] +ag

Ts,
e, ja agora, recordemos também que a soma dos s primeiros termos de uma progressao
geométrica by, bs, bz, ---, bs, --+ de razdo r é precisamente 3’1“75:5).

As sucessoes B; sio as seguintes:

By: 1,3,6,10, 15 -, ir(r+1), -

By: 1, 4,9, 16, 25, --+, r2, ---

By: 1,5, 12, 22, 35, -+, 3r(3r—1), ---
Ba: 1,6, 15, 28, 45, ---, r(2r —1), ---
Bs: 1,7, 18, 34, 55, -+, 3r(5r —3), ---

By: 1,2+t 343, 446t, 54+10t, -, 3r[2+4 (r—1)t], -+

Os numeros da sucessao B; dizem-se nimeros triangulares, os da sucessao Bo
dizem-se nimeros quadrangulares ou nimeros quadrados; os das sucessoes seguintes
dizem-se, respectivamente, nimeros pentagonais, heragonais, heptagonais, octogo-
nais, etc. Os nimeros que figuram em alguma das sequéncias By, B, ---, B;, sdo
genericamente designados por nimeros poligonais ou niimeros figurados planos ou
simplesmente nimeros figurados®.

Ponhamos m = 2+¢. Entao os elementos da sucessao B; podem ser representados
como

1, m, 3m —3, 6m —8, 10m —05, ---, %1‘[2 + (r—1)(m —2)], ---

e sao designados como nimeros m-gonais.
O ntimero m-gonal de ordem r é frequentemente representado como

pim = %r{z +(r = 1)(m —2)).
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Em particular, o niimero triangular de ordem r é representado por
2 1 1
pf_‘i) = E'F[Q +(r—1)(3-2)] = §r('r + 1).

Como, neste trabalho, lidaremos sobretudo com mimeros triangulares, representare-
mos o nimero triangular de ordem r simplesmente por

P = %‘r('r-i-l)-

o1, mais simplesmente ainda, por
1
To= 51'(1' +1)

A propésito de mimeros figurados, Eric Temple Bell, professor do Instituto
de Tecnologia da Califérnia, escreveu o seguinte no seu livro The Development of
Mathematics, 2"¢ ed. (1945), p. 50:

“Pelas suas repercussoes na arvitmética superior de Fermat e de outros,
nos séculos XVIII-XX, os nimeros figurados dos pitagdricos (séculos VI
e V a.C.) podem recordar-se como wma das contribuicdes mais sugestivas
da aritmética @ moderna aritmética superior. Estes nimeros alcan¢aram
também wm certo prestigio na ciéncia de Platao, como, por eremplo, no
sen Timeu. Os nimeros triangulares, em particular, quando introduzidos
na quimica de Empédocles, dos quatro “elementos” - terra, ar, fogo e
dgua - foram em parte responsdveis pela singular conclusdo metafisica de

-

que toda a matéria é essencialmente triangulo.” ™

2 Propriedades dos niimeros triangulares

Teorema 2.1 A soma de dois niimeros triangulares consecutivos € wm inteiro quadra-
do maior que 1 e, inversamente, todo o inteiro quadrado maior que 1 é soma de dois
niumeros triangulares consecutivos.

Dem. Sejam T, e T,4+; dois mimeros triangulares consecutivos. Entao tem-se

1 »
T+ Tos = ge(r+1)+5(r+ 1) +2)

= %(r +1)(2r +2)

= (r+ 1)2.

Inversamente, seja a® um mimero inteiro quadrado, com a € ZZ7, e consideremos

os numeros triangulares consecutivos T,_, e T,. Tem-se, evidentemente,

1 1
Ta-atTa = 5(9 —1)a + ia(a + 1)

= —a-2a

= (J.2 N
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o que completa a demonstracao do teorema.
Teorema 2.2 Todo o nimero hexagonal é triangular.

Dem. Com efeito, seja « um nimero hexagonal de ordem r. Entdo, como vimos
anteriormente, tem-se
a = r(2r—1);
mas i
r(2r—1) = 5(21‘ - 1((2r—1)+1) = Tor_1,

0 que prova o teorema.

Teorema 2.3 A diferenga dos quadrados de dois nimeros triangulares consecutivos
€ o cubo de um inteiro maior que 1 e, inversamente, o cubo de wm inteiro maior que
1 ¢ a diferenga dos quadrados de dois niimeros triangulares consecutivos.

Dem. Seja n um nimero inteiro positivo qualquer. Entao tem-se
2

2
(Tng1)? = (T0)2 [%(n + 1)(n + 2)] — [%n(n - o 1]]

= %(n. +1)? [(n +2) = n?]

= %(n. +1)2[(2n +2)2]
= (n+ 1]3,

0 que prova a primeira parte do teorema 2.3.

Inversamente, como o cubo de qualquer mimero inteiro maior que 1 pode ser
representado por (n + 1), as igualdades anteriores lidas a partir da dltima para a
primeira, mostram que (n + 1)% = (Tha1)? — (Tw)2, o que completa a demonstragao
do teorema.

Note-se que, como o teorema anterior vale para todo o inteiro positivo n, resulta
que: :

60 = (TP = T3
(n—1)°* = (Ty-1)®=(Tn-2)?
(“ = 2)3 = (Tn—2)2 - (Tn—3)2

3 = (T3)? - (T2)?

22 = (T2)2—(Th)?

12 e TR

Somando membro a membro estas ignaldades, resulta a seguinte igualdade encontrada
por Claude Gaspard Bachet (1581-1683)):

2
B4+2 43+ 4 (n—103+n% = (1) = Bn(n+1)] :

i.e., é vilido o seguinte
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Coroldrio 1 A soma dos cubos dos primeiros n niimeros inteiros (positivos) € igual
ao quadrado do nimero triangular de ordem n.

-

Teorema 2.4 A soma dos quadrados de dois nimeros triangulares consecutivos é
igual ao nimero triangular cuja ordem é o quadrado da maior das ordens dos miimeros
triangulares considerados.

Dem. Pretende-se demonstrar que, para todo o inteiro r > 1, se tem

(T - {Tr=1) = T,

I:%r(r % 1)]2 4 [;i(’r = 1]'."]2

1 1
= Z(fz *r)* 4 Z(f“z =r)?

Ora

(Tr)? + (Tr-1)?

1
= 2(21'4 -+ 21'2]
= l?‘2(1'2 + 1)
2
= T,

como se pretendia mostrar.

3 Um teorema de Plutarco e sua generalizagao por
Diofanto

A muito extensa obra de Plutarco (~50-~120) contém o importante teorema
seguinte:

Teorema 3.1 A soma do inteiro 1 com o produto de 8 por um nimero triangular é
wm niimero quadrado.

Dem. Com efeito, para todo o niimero inteiro positivo r, tem-se

8T-+1

8X%r(‘r‘+1)+l

4r? +4r +1
(2r + 1),

0 que prova o teorema de Plutarco.

Observando que, se s é inteiro positivo impar maior que 1, existe algum inteiro
positivo v tal que s = 2r + 1, a leitura na ordem inversa da ultima sequéncia de
equacgoes demonstra o seguinte reciproco do teorema anterior, i.e.

Teorema 3.2 Para todo o inteiro positive impar s > 1, existe um nimero triangular
T, tal que 8T, + 1 = §2,
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Conforme é mencionado por Leonard Eugene Dickson, no vol. 11, p.3, da sua obra
History of the Theory of Numbers, este teorema de Plutarco foi generalizado por
Diofanto cerca do ano 250 da nossa era. De facto, Diofanto mostrou que

8(m — 2)p£.m) + (m — 4]2 = [(m —2)(2r —1) + 2]2, (1)
onde pf-m) = %r[Z + (r — 1)(m — 2)], designa o mimero, m-gonal de ordem r.

Note-se que, para m = 3, a igualdade (1) se reduz a
1
8x orl2+ (r—1) x 1]+ (3-4)2 = [(2r — 1) +2]%

ou seja,

1
8x Sr(r+1)+1 = (2r +1)2,

que equivale a

8T, +1 = (2r +1)%, (2)

o que mostra que a igualdade (2), que figura no teorema de Plutarco, é um caso
particular da igualdade (1), obtida por Diofanto.
Vejamos que, de facto, a igualdade (1) vale para todos os inteiros m > 3 e r > 3.

Atendendo ao significado de pf‘m), tem-se:

8(m — 2)p£.m) +(m—4)?% = 8(m-— 2)%1’[2 + (r = 1)(m —2)] + (m — 4)2

= 4m—-2)r24 (m —2)r —m + 2]+ (m — 4)2
16(m — 2)r + 4(m — 2)*r% — dmr(m — 1)
+(m — 4)2
= am?r? — 4m*r — 16mr? + 16r% + m? + 24mr
—8m — 32r + 16.

Fazendo os cdlculos indicados no segundo membro de (1) encontra-se precisamente
a expressao que encontramos quando fizemos os cilculos indicados no primeiro mem-
bro da mesma equacao.

Sao conhecidas muitas ontras propriedades de mimeros triangulares. Na pdgina 5
do livro History of the Theory of Numbers de L. E. Dickson, ja citado, mencionam-
-se vdrias propriedades publicadas por C. G. Bachet e cuja demonstragao é muito
simples.

Uma propriedade interessante vem mencionada na pagina 92 do livro de David
Wells intitulado The Penguin Dictionary of Curious and Interesting Numbers; diz o
seguinte:

“Para todo o nimero iriangular, Ty, hd umna infinidade de outros nimeros
triangulares, T, tais que o produto Ty, - Ty, € um quadrado.”
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Néo é dada a demonstracio, mas apresenta-se como exemplo T3 - Tag = 302. Trata-se
de um lapso, pois Ty - Toy = % X 3xdx -% x 24 x 25 = 1800, que nao é um quadrado.
Exemplos:

Py~ Ty = %x3x4x—21»x48x49=842
1
Ty -Tay = %x3x4§x24x25=302.

Vamos mostrar que ha uma infinidade de mimeros triangulares, T,,, tais que 757,
é um quadrado; por outras palavras, vamos mostrar que ha uma infinidade de pares
de inteiros positivos (u,m) tais que

ToTm = u’, (3)

ou seja,

1 1
3 x2x3x am(m +1) =2,

i.e., 3m? + 3m = 2u?, donde resulta que 3 divide u, i.e. u = 3v, para algum inteiro v.
: q p g
Logo m? + m — 602 = 0 ou seja,

(2m +1)%2 — 2402 = 1.
Ponhamos 2m + 1 = z. Tem-se entao
22 —24p% =1,

e uma solugio desta equagao é z = 5, v = 1, a que corresponde m = 2 e tem-se
evidentemente ToT5 = 9 = 32,

Esta solugido aparentemente nao tem grande interesse, mas vamos mostrar que, a
partir de cada solugio (21, v1), inteira e positiva, da equagio z% —24v2 = 1, é possivel
encontrar uma outra solugao, (z2,vsz), inteira e positiva, com z3 > z; e va > v, 0 que
prova a existéncia de numa infinidade de solugdes inteiras e positivas.

Ponhamos z; = 5 e v; = 1 e consideremos o sistema

9 az; + by
{ vp = e¢z1+dv (4)

Vamos ver que existem inteiros positivos a, b, e, d tais que (z2,wv2) € solugao da
e " a 2 4 55 .
equacao considerada,z® — 24v* = 1 e, para a, b, ¢, d positivos, tem-se evidentemente
29 > Z1 € vg > vUl.
Para que (z2,v2) seja solugdo, é necessirio e basta que seja:

Il

(azy + bvy)% — 24(ez1 + dvy)? =1,

ie.,
(a? — 24¢2) 2% + (b2 — 24d%)v + (2ab — 48¢d)z1v; = 1
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Determinemos inteiros positivoes a, b, ¢, d, tais que

a? — 2402 = 1
022402 = -—24 (5)
20b — 48cd = 0

A 1% equagao é satisfeita para a = 5, ¢ = 1; a 2% equagao, para ser satisfeita,

exige que 24|b?, e, para isso, que 12|b%; seja b = 12B; substituindo na 2° equagio,
vem 144B2 — 24d? = —24, ou seja, 6B2 — d®> = —1, equagio equivalente a

d? —6B%=1.

Uma solugao inteira positiva desta 1iltima equagao é d = 5, B = 2; daqui resulta que
b= 24, d =5 é uma solucio da 2% equacio do sistema, pois b% —4d? = 576 — 24 x 25 =
—24.

Além disso, tem-se 2ab— 48cd = 2x 5 x24—-48x 1 x 5 = 0, quer dizer,a = 5, b=
24, ¢ =1, d = 5 é uma solugdo inteira e positiva do sistema (5). Representando por
(z1,v1) a solugao (5, 1), da equagio z? — 24v? = 1, conclui-se que

5+24x1 = 49
i)

+ox1 = 10;

zo = H-z14+24v; = H
e = 1l-z345-v; = 1

assim, (zg,v2) constitui uma solugéo da equagio z? — 24v? = 1, pois 49? — 24 x 100 =
2401 — 2400 = 1 e, como 2m + 1 = z, tem-se m=24; consequentemente,

1
TQTm:%x2x3x52‘4x25:900=302

A partir da solugao (z2,v2) = (49, 10), obtém-se uma outra solugao, tomando

z3 = D-z90424-vp = 485
V3 l-z945-v2a = 99;

Il

atendendo a que 2m + 1 = 485, vem m = 242 e
Tng:%x2x3x%x242x243:2972

Repetindo o processo, encontrivamos para cada repetigdo, uma solugdo maior que a
anterior.

Notas finais

’ ; 3 : stori . Gt =3

(1) Dirk J. Struik, no seu livro Histéria Concisa das Matemdticas, considera a
Introdug¢do a Aritmética de Nicédmaco como “a exposi¢do mais completa existente da
aritmética pitagdrica’.

Timeu, natural de Locros (cidade da Magna Grécia) foi um filésofo que viveu no
século V ou IV a.C.. Conforme se pode ler no verbete de Sebastiao T. de Pinho,
da Eneciclopédia Luso-Brasileira de Cultura, nas doutrinas divulgadas por Timeu de
Locros,
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“encontrou Platao assunto para o didlogo em que o principal interlocutor
¢ a figura de Timeu, que deu o nome a mesma obra. Além de um Tratado
de Matemdtica e uma Vida de Pitdgoras gue Suidas lhe atribui, passou
como sendo também de Timeu wm tratado em dialecto dérico, Acerca da
alma, do mundo e da natureza.”

Suidas (ver Suda)- nome de um léxico grego (também conhecido pela designagao
menos correcta de Suidas), compilado no final do século X. Segundo a afirmacao
de M. H. Rocha Pereira, Professora da Faculdade de Letras da Universidade de
Coimbra, tal léxico “it embora nem sempre fidedigno, é uma fonte de informagao
riquissima sobre a Grécia antiga, em muitos casos com base no acesso a textos que se
perderam.”

(Informagdes colhidas em verbetes da Enciclopédia Luso-Brasileira de Cultura)

(2) Além dos niimeros figurados planos, hd outros nimeros figurados nao planos.

() Empédocles filésofo grego pré-socritico (~ 483-430, a.C.). Filho de uma
famnilia rica, obteve, diz-se, uma vitéria olimpica. Tornou-se chefe do partido democritico,
legislador, poeta, médico, profeta, taumaturgo. Subsistem quatrocentos versos do seu
poema sobre O mundo fisico. Sua teoria dos quatro elementos (dgua, ar, terra, fogo)
continuou em vigor até & epoca da quimica moderna.

(1) Bachet de Méziriac nasceu em Bourg-en-Bresse, de uma familia nobre. Foi
educado pelos Jesuitas e terd sido professor das escolas jesuitas de Come ou de Milao.
Foi eleito, em 1635, membro da Academia Francesa.



