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Ponto A I I 

N. B.: Justifique com atenção todos 
os raciocínios, Uma justificação omissa 
ou errada pode anular uma afirmação 
correcta. 

I 
1. Diga, justificando, se é verdadei-

ra ou falsa a seguinte afirmação: 
Toda a função contínua transforma, 

conjuntos limitados em conjuntos limi-
tados o conjuntos iècfiados em conjun-
tos fechados. 

2. Dada a sucessão de termo geral 
IÍ„ = n3. mostre, usando o método de 
indução, que 

U] +ÍÍ2-! ("1*71 = 
ri2 (n + l ) '2 

, V « £ N. 

4. Determine os seguintes limites, 
justificando os cálculos: 

u- íni lY < a) hm — ( « » V na J 
£ R + ) : 

b ) Hm ^ 1 ( p e N ) . 
i—i a: — 1 

5. Diga quais os valores de x que 
tornam a série 

1>U 

simplesmente convergente, absoluta-
mente convergente, divergente, 

I I I 

3. Considere a sucessão ( « „ ) defini-
da por 

rii = 1/2 ; an+i = an + 
+ 1 ' 

Mostre que é convergente. 

6. Defina ponto fronteiro a um con-
junto. Mostre, usando a definição dada, 
que: 

Sc a e K é fronteiro a X: A' Ç R, 
então existe em X ínnti sucessão (:r„). 
convergente para a. 
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7, Seja p(x) um polinómio de gr mu 
ímpar. 

a) Mostre que p(x) tem uma raiz 
real. 

b) Sendo / definida em R por 

1 
m = 

determine /(R). 

2 + \p(x)Y 

Ponto B I I 

N. B.: Justifique com atenção todos 
os raciocínios. Uma justificação omissa 
ou errada pode anular uma afirmação 
correcta. 

I 

1. Diga. justificando, se é verdadei-
ra ou falsa a seguinte afirmação: 

Toda a função contínua, trims forma 
sucessões cie Caucby em sucessões de 
Cãuchy. 

2. Dados « í é I tais que a. a + b 6 
R + , mostre, usando o método de in-
dução. que 

(a + b)" > « " + na"-1!). Vn € N. 

3. Considere a série absolutamente 
convergente 

Est.ude a natureza de 

E aTí _ 

1 - a„ 

4. Determine os seguinte limites, 
justificando os cálculos: 

a) Um - ^ (a € R + ) ; 

s m ( . r " - l ) )) lim 
1 X - 1 

(p e N). 

5. Determine a t R de forma a que 
a série 

En " ~ ' 
„ n + 1 

h > o 

seja convergente no ponto x = —3 e di-
vergente no ponto x = 3. 

I I I 

6. Defina ponto de acumulação de 
um conjunto. Mostre, usando a defi-
nição dada, que: 

Um conjunto finito não tom pontos 
de acumulação. 

7. Seja g : [0,1] —* R uma função 
contínua e (o,,) uma sucessão em [0. 1], 
tal que f j (an ) —> 0. 

a) Mostre que (a.„) tem mu sublimi-
té em [0, 1], 

b) Mostre que 7 tem um zero em 
[0,f. 
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Resolução 
questões'' 

de a l gumas 

Exercício 3A. 
obtém-se; 

Da definição de («,,) 

M = 7í 

1 y ( - i ) ^ 1 

2 ' Ê í v ^ + 1 

A série 

h->l 

é convergente- Com efeito, irata-sc de 
lima série alternada cujo termo geral, 
em módulo, tende para zero a decrescer: 
pelo critério de Lelbniz a série converge 
e. portanto, a sucessão (</„) é também 
convergente. 

Exercício 4A b) . Fazendo a mudança 
de variável x = y>\ obtém-se 

lim 

Como 

V" - 1 

y - i 

então 

V J - 1 
« x — 1 

= lim y- i 
v-i yP - 1 

= J/"' + yp y + 1 

lim 
O—1 

yl' - 1 

y - 1 

donde se conclui que 

f i - 1 lim 
• I x - 1 

= P 

1 

V 

Exercício íiA. 

(x + « ) " 
£ 
n >Ü 

1 - / x + a \ " 

Como >-T;)' 
é uma série geométrica de razão 
ela converge absolutamente se 

X + a 

e diverge se 

x + a 

(i. 

< 1 

> I 

A j) ri moira condição equivale a x 4- a | < 
|o| e, portanto, se a > 0 equivale a 
x t ] — 2a, 0[ e se a < 0 equivale a 
x e]Ò. -2a[. 

Conclusão: se u > 0 a série ejn 
questão converge absolutamente no in-
tervalo ] — 2a. 0[ e diverge no seu com-
plementar; se a < 0 a série converge 
absolutamente em ]G, — 2«[ e diverge no 
complementar. 

Exercício 7A a). Seja p(x) = ffo.r" + 
«t:E™ , + ••* -f an_ix + au, ao £ 0. 
Suponhamos «n > 0 (se UQ < 0 o ra-
ciocínio é análogo). Como n é ímpar e 

Vx jt 0 p(x) 

tem-se 

lim ;>(.!') = +oo 
j:—+-+-OC 

lim p(x) = — oc 
X—— ÜC 

Como consequência das definições de li-
mite em R, existem .r<> < Xi tais que 
]>{.r0) < 0 e p (x j ) > 0. Como p é uma 
função contínua, o Teorema de Bolzano 
garante a existência de um zero de p em 
j.r0,.Ti[. 

Exercício 1D. A afirmação é falsa. 
Existem funções coutínuas que transfor-
mam sucessões de Cauchv em sucessões 

: N R: A a',:', oi . ' d o s e x a m M apresentou resoluções t o d o s os probLemas. A reicollin dns reso-
luções publicadas de seguida é i In inteira responsabilidade dog editores. 
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que não são sucessões fie Cauchy. Por 
exemplo, a Função / :](). li —» K, de-
finida por f ( x ) = l/x, é contínua em 
]0. 1]: a sucessão x.n — l/n, n — 1 .2 , . . . 
é uma sucessão de Cauchy pois conver-
ge para zero.18 No entanto, a sucessão 
f ( x n ) = lï = 1,2... . não é de Cau-
chy pois não é convergente em R. 

Exercício 2B. Seja S = {n G N : 
(« + 6)" > an + f iü" _1 í j } . O conjun-
to S é indutivo: 

l) 1 e S : {a.+h)' > ttl+l$s0â = ci + íi; 
ii) n € 5 =>• n + 1 € S: 
S e n € S então (a + b)" > a" + 

nan~íb, Como a 4- b > 0 

(n + fO^á + 6) > (ti" +7if/"-1i){ft + b) 

e, portanto, 

+ > on+1 +na"b + a"b + 

4-na"-1!? 

= + (n 4- 1)Ü"Í> + 

Como a > 0. nan~lb2 > 0: de onde 

( « 4- 6) " + 1 > a n + 1 4- (n + l)a"í>. 

Como S é indutivo e 5 Ç Fí, tem-se 
S = R 

Exercício GB. Dado X C R. a e R 
diz-se ponto de acumulação de X se 

Ví>p / ( « , á ) n ( X \ { « } ) í 0 

Seja A* = { « ; . ... .ti.,,} um conjun-
to finito: X £ 0 ê X # {a } . 1 9 Uma 
vez que todo o conjunto finito, não va-
zio. tem mínimo, seja e = m in { « , — ci| : 
a i / a, l < i < 7i.}. 

Vejamos que /(«, s) n (A'\{ í i } ) = 0: 
se x £ /(a,£) n (À '\ {a } ) então ter-se-
ia — < £, x ^ a, x = ak) para 
certo ük € A* (1 < k < n)t ou seja 
|tifc — ü| < e < |«n- — a| o que é absurdo. 

Do que foi dito deduz-se que, para 
qualquer a € R. existe e > 0 tal que 
/((j,c) n (A '\ { f i } ) - 0, ou seja. X não 
tem pontos de acumulação. 

" l i m a sucessão real é rle Cauchy em E se e só SE é convergente em R. 
15 Sc X = O ou X = {u } fiitfio A"\{ n} = 0 c a conclusão é imediata. 


