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I 

1. Prove que ( R , d) é semigrupo, sendo 
R algebrizado pela operação 9 definida 
por affb = a • |fc| (* multiplicação usual 
em R ) . 

2. Averigue se o semigrupo referido em 
1. é comutativo. 

3. Sendo A = {x e R : \x2 - 3| > 3} 
e B o conjunto dos termos da sucessão de 
termo geral = tg(4 n + l ) * , determine 
o conjunto dos pontos fronteiros de A u B 

II 

1, Designando por ~z o conjugado do 
numero complexo z, represente grafica-
mente (diagrama de Argand) o conjunto 
definido pela condição 

| . n | jr 3 jt 
z z < cia — A — < arg z < . 141 4 4 

2. Considere o número complexo z = 
eis a , com o; e ]0, ff]. Mostre que 

| z - l | = 2 s e n | . 

n i 
Calcule 

n— + 00 V n + 3 / 

I V 
Considere a função / , real de variável 

real, definida por 

/ ( x ) = x + sen x — 1 . 

1. Prove que existe pelo menos um 
número real a , do intervalo [0,^], tal que 
a + sen a = 1. 

2. Calcule, a partir da definição, a 
derivada de / ( 2 x) no ponto 0. 

V 

Resolva a equação 

log5 + l o g ( x + l ) — log(9 x — 3) — iog(x— 1). 

P a r t e de o p ç ã o 
(Responder a uma e só uma 

das questões A ou B) 

A 

1, Estabeleça uma das fórmulas de 
transformação em produtos da soma ou 
da diferença de dois senos ou de dois co-
- se nos. 
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2. Como aplicação das fórmulas referi-
das em l-, resolva, em R , a equação 

cos(2 x) + cos(6 x) — sen(3 x) — sen(5 x). 

B 
1. Determine as assimptotas do gráfico 

da função definida por 

y = x + are tgx (are tg x G ^ \) • 

2. Prove que 
"Se o gráfico de uma função ímpar tem 
assimptota para x —* +oo , então tem 
assimptota para x —* — oo, sendo iguais 
os respectivos declives e simétricas as or-
denadas na origem." 

Reso lução : 

1.1. (R ,0 ) constitui um grupóide, pois 
se (a,6) € R x R , a$b = a • |6| e R . A 
propriedade associativa é verificada já que 

(aOb) 0 c = (a * jò|) 9 c — (a • |í>|) * |cj = 
= fl.(|6Hc|) = « - ( M c | | ) = 
= a6{b9c) . 

Logo (R,í?) é um semigrupo. 
1.2. a$b = b $ a a • |6| = b • |a|, 

relação que não é válida, por exemplo, 
para a - 1 e 6 = - 1 , 

1.3. Dizer que x E A, equivale a ter 
x2 - 3 > 3 ou x1 - 3 < - 3 , ou seja, x2>6 
ou x2 <0 . Logo 

A = ] - . o o , - V 6 ) U (V6, +oo] U { 0 } . 

Por outro lado, para cada número natural, 
n, utl — tg(jr + = = Assim, 

A u B = ) - oo,—y/%) U [Vfii +oo( U {0 ,1 } 

e o conjunto dos seus pontos fronteiros é 
dado por 

II.1. A condição z~z < |cis^( equivale 
a \z\2 í 1- Logo o conjunto que a condição 
dada define é constituído pelos pontos do 
círculo de raio 1 e centro em (0,0) , do 
plano complexo, cujo argumento é maior 
que ^ e menor ou igual que ^j1, represen-
tado na figura: 

1 

II.2. Com z — c isa , 

\z — l|a = | (cos a - 1) + t senaj2 = 
= cos2 a — 2 cos a + 1 + sen 2 a = 
= 2 (1 - cosa ) ( a e ] 0 , JT]) . 

Por outro lado, 1 — c o s a = 2 s e n 2 | o 
que implica que |z — 1|2 = 4sen2 Logo 
\z - 1| = 2|sen §| = 2 s e n f , pois f é u m 
ângulo do primeiro quadrante, 

III. Tem-se 

/ 2 \ 
» - * » * n + 3 ' 

,. / - 2 \n+3 / - 2 \ - l l i 
= hm (IH — I . ( 1 + J n-too\ n + 3 / \ n + 3 / J 

—; ( e - 2 * I)& = t ~ Í . 

I V . l . Como / (O) = - 1 e / ( f ) = \, 
temos que / (O) / ( ^ ) < 0. Logo existe pelo 
menos um real a £ ]0, [, tal que / ( a ) = 0, 
conforme o pretendido. 
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IV .2 . Seja <f(x) = / ( 2 a:). Temos que 

ff'(0) = Um g ( 3 : ) " ff(0) = 

* V ' E-0 X 

i-tO X 
2 x + sen 2 x = lim — ——- = 

x->0 x 2 sen 2 x = 2 + lirn - • •— = 2 + 2 = 4 . i—0 2 x 
V . Se x satisfaz a equação dada, então 

necessariamente log 5 (x + l ) = log(9 

ou seja, 5 (x2 — 1) = 9 x — 3. Resolvendo 
esta equação do segundo grau, obtemos 
como raízes 2 e Há que ver agora 
se estes valores pertencem ao domínio das 
funções envolvidas na equação. Como 
9 - 3 < 0 e --jij - 1 < 0 , concluímos 
que — não pode ser solução da equação. 
Para o valor 2, tais entraves não se verifi-
cam, pelo que x = 2 é a única solução que 
a equação tem. 

VI .A .X . De 

sen (a + 6) = sen a cos b + cosa sen b 

sen (a — b) — sen a cos b — cosa sen b , 

obtemos, adicionando termo a termo, 

sen(a + 6) + sen (a — b) = 2 sen a • cos b. 

Assim, se a e b forem soluções do sistema 

( a + b = a 

\ a - b = 0 , 

concluímos que 

sen a + sen 0 = 2 sen cos . 

Para a diferença obteríamos 

sen a - sen 0 — 2 sen & c o s 9L±Â ^ 

procedendo analogamente, O mesmo 
se passa para a soma e diferença de 
dois cosenos, a partir das fórmulas cor-
respondentes para o coseno da soma e 
da diferença de dois ângulos, obtendo-se 
então, respectivamente, 

cos o + cos 0 = 2 cos cos 

cos a — cos 0 = _ 2 s e n H ± £ s e n ^ 

V I . A . 2 . 

cos 2x4 - cos 6 x = sen 3 x — sen 5 x 

2 cos 4 x cos(—2 x) = 2 sen(—x) cos 4 x 

2 cos 4 x (cos + sen x) = 0 <=> 

2 cos 4 x (1 — 2 sen1 x + sen x) = 0 . 

Ora, 

cos 4 x = 0 x = ——|- — (k e Z ) . 
4 8 

No que respeita à equação —2sen2x + 
sen x + l = 0, concluímos, pela resolução 
de uma equação do segundo grau, que x 
deverá satisfazer sen x = l ou senx = — 
Logo para além dos indicados acima, x 
poderá assumir os valores x = 2A;7T + | 
ou x = 2kn - | (k (E Z) . 

V I . B . l , Como 

lim (x + are tg x) — — oo 

lim (x + are tg x) - +oo , 
x—>ir/2 

as rectas dadas por x — e x = f , cons-
tituem as assimptotas verticais. Aten-
dendo a que 

lim (x + are tg x) = ± o o , I—.±00 
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concluímos não existirem assimptotas ho-
rizontais. No que respeita às assimptotas 
oblíquas, se existirem, elas são da forma 
y = m i + í , onde 

— i t o M x —> ± oo 'x 

b = lim ( / ( x ) — m ar) . 

Ora, 
x- farc tgx are tg xi 

lim —' • - — = lim ( I H — 1 = 1 , -• + 00 X 1—+ oo\ X ' 

lim ( x a r e t g x — x ) = lim a r c t g x = — t 
z—* + oo I—+ + OO 

' x + are tg x 
lim ( -: — -00 \ 

lim (x + are tg x — x) = —— . x—* — 00 
Logo, y = x + -| e y = x — constituem as 
assimptotas oblíquas do gráfico da função. 

V I . B . 2 . Sendo / ( - x ) = - / ( x ) temos 
que 

lim f(x) = lim f(-x) = — lim f(x), I-.-00 X-t+OO V ' Z-t+OO v ' 

LIM ZÍÍI _ LIM ZÍZIL = UM M , 
x~*~oo X i—»+oo —X »+00 X 

e com 

m — lim M , 
x—>+oo X 

i> = lim (f(x) - m x) , 

lim ( / ( x ) — m x) = 
I—4 — OO 

— lim ( / (—x) m x ) = 

= — lim ( / ( x ) - mx) = -b , 

donde se conclui facilmente o requerido. 

(Resolução de Maria Edite do Rosário) 

INSTITUTO SUPERIOR TÉCNICO 

Anál i se M a t e m á t i c a I 
Exame finai - época - 1988 

1. Sendo / ( x ) = a r c t g 5 ^ para cada 
x 

a) estude a função do ponto de vista 
da continuidade e da diferenciabili-
dade; 

b ) calcule os limites de / e / ' nos pon-
tos +00 e —00 e os limites laterais 
das mesmas funções no ponto 0; 

c ) estude o sinal dos valores de / , / ' e 
/ " em todos os pontos em que estas 
funções estão definidas; 

d ) determine uma equação da tan-
gente ao gráfico de / no seu ponto 
de inflexão; 

e) esboce o gráfico da função / . 

2 .1 . Determine os pontos em que con-
vergem, absoluta e simplesmente, as séries 
de potências: 

a l Ê ^ " ; , n 

00 

n~ 1 

2.2. Desenvolva em série de Mac-
-Laurin a função log(l + e indique 
o "maior" intervalo aberto em que a série 
representa a função. 

2.3. Estude, quanto à convergência 
pontual no intervalo (O,-t-ooj, a sucessão 
de funções /n(x) = I+TTí • Será a con-
vergência uniforme nesse intervalo? E em 
[ l ,+oo [? 
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3.1. Sendo <p : R —» R uma função 
contínua limitada, indique, justificando 

a) os limites nos pontos +00 e —00 da 
função / , definida por: 

ftx\ = # + jeíeL . 

b ) o contradomínio da função / . 

3.2. Sendo / : R —* R uma função 
duas vezes diferenciável em R e g(x) — 
f(x sen x) 

a) calcule g'(x) e g"(x), expressos em 
função de derivadas de / em pontos 
convenientes; 

b ) supondo / ' (O) 
> 0, justifique que 

g tem um extremo no ponto 0; 
máximo ou mínimo? 

3.3. Sendo <p : ]0 ,+ooJ-+ R uma 
função diferenciável verificando a condição 
p {n ) = <p(~i+1) para cada inteiro positivo 
n, 

a) Quantas raízes tem a equação 
<p'{x) = 0? 

b) Se existir o lim^-^+oo > Çlual 
será o seu valor? 

4. Sendo f e g funções uniformemente 
contínuas, 

a) prove que a soma, f + g, é uma 
função uniformemente contínua; 

b ) prove que se / e g são limitadas, o 
produto / g ê uma função uniforme-
mente contínua; 

c ) mostre, por meio de um exemplo, 
que se / ou g não forem limitadas, a 
função / g poderá não ser uniforme-
mente contínua. 

Reso lução : 

l . a ) f é diferenciável — e portanto 
contínua — em cada ponto do seu domí-
nio, R \ { 0 } (no ponto 0 tem uma descon-
tinuidade de 1- espécie). 

b ) Como 

x + 1 
lirn X—t+ÕO 

x + 1 
= lim - 1 , 

X 

/ ( + 0 0 ) = / ( - o o ) - are tg 1 - - . 

Por outro lado, de limI^,o+ ^ ^ — +00 e 
l i m ^ o - = - 0 0 , decorre / ( 0 + ) = f , 
/ ( O " ) = - f . Para / ' ( * ) = 
(x f- 0) vem / ' ( + 0 0 ) = }'{-oo) = 0 e 
/ ' ( 0 + ) = r ( 0 " ) = - l . 

c ) O sinal de f(x) é o de a função 
é positiva em J — 00, — l [ u ] 0 , + o o [ , nula 
no ponto — l e negativa em ]— 1,0[; como 
2 x2 + 2 x + 1 > 0 para qualquer l í R , é 
}'{x) < 0 para qualquer x / 0. Quanto a 

/ " ( * ) = 
4 x + 2 

(21 1 + 2 1 + l ) 2 

o seu sinal é o de 4 x + 2: 

{para x ^ 0) , 

/ " ( x ) > 0 em J - i , 0 [ u ] 0 , + o o [ , 

/ " ( - - 2 ) = o, 

f"(x) < 0 em ] - o o , - l [ . 

d ) O gráfico de / tem uma inflexão 
no ponto — c o m o f ' { — \) = - 2 , uma 
equação da tangente ao gráfico no ponto 
com essa abeissa é: 

=~2(X+l) ' 



Pontos de Exame 31 

e) Gráfico (ver figura). 

2 .1 .a) O raio de convergência da série 

= M — T^hÔ** n—oo\ ri l o g Í T l + l ) ' 
— lim 

log{r 
log n 

n—oo log n + log( 1 + 
1 

= lim = i ; 

há, portanto, convergência absoluta para 
Jx[ < 1, divergência para jx| > 1. Para 
x = 1, atendendo a que ^ ^ > £ para 
n > 3 e à divergência da série harmónica, 
pode concluir-se que a série diverge. Para 
x = — I trata-se de uma série alternada, 
cujo termo de ordem ri tende para zero; 
como a condição 

iog n log(n + 1) 
n n + 1 

é equivalente a logn r l + 1 > log{rc + l)n e 
portanto também a n > (1 + (de-
sigualdade certamente verificada a par-
tir de alguma ordem, visto que (1 + 
converge para e), pode concluir-se, peto 
critério de Leibnitz, que a série converge 
(convergência simples, dada a divergência 

b ) O raio de convergência da série é 
r = l / ( l i m n _ 0 0 2n - i ) = 2; a série á a-
bsolutamente convergente se |x + 2j < 2, 
divergente se \x •+• 2| > 2. Para x — 0 ou 
x — —4 o módulo do termo de ordem n é 
superior a 1, não podendo portanto con-
vergir para zero: a série diverge em am-
bos os extremos do seu intervalo de con-
vergência. 

2.2. A condição 1 + > 0 equivale 
a x > —1 ou x < —2; segue-se que, se a 
função dada for igual à soma da sua série 
de Mac-Laurin num intervalo )— r, r[, se 
terá necessariamente r < 1 (vamos ver que 
eBsa igualdade se verifica em ]— 1, l [ , sendo 
portanto este o "maior" intervalo aberto 
em que a série representa a função). Para 
x > - 1 é 

/ ( * ) = l o g ( l + ^ ) = 

= log(x + 2) - l o g ( x + 1) 

e, portanto, 

rw-è 1 
2 1 + f 1 + x 

Como, para |x| < 1, se tem: 

TT~x = *n 1 ^ x n=0 

e para |x| < 2 

1 « ^ xn 
i I x ~ ^ í " 1 ) ' 
1 ^ 2 n=0 Z 

vem, para \x\ < 1 : 

oo . 

n=0 
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Primitivando e atendendo a que /(O) = 
log2, obtém-se: 

n=0 
.n+1 

(|x] < 1). Pode observar-se que, no ponto 
1, a soma da série ainda é igual ao valor 
da função. 

2.3. A sucessão converge pontualmen-
te em [0, +oo[ para a função: 

1 se x = 0, 
se x > 0 , 

como se verifica imediatamente. A con-
vergência não pode ser uniforme nesse 
intervalo, visto que as funções / „ são 
contínuas em [0, -f-oo| e / é descontínua 
no ponto 0. 

Sendo S > 0 arbitrário e x £ [1,+ooj, 
a condição: 

\fn(x)~f(x)\ = r ~ r i < 6 , 

equivalente a n x > | — 1, será certamente 
verificada desde que seja n > j — 1. Pode 
portanto concluir-se que a convergência é 
uniforme em [ l ,+oo [ . 

3.1.a) Sendo tp limitada e k um 
número real tal que j^fx)] < k para qual-
quer x € R , ter-se-á 

I <pU0 I 
II 4- |x|l 1 + * 

e portanto 

í—+oo 1 + ji] r—-oo X + Jxj 

Daí resulta imediatamente 

lim f(x) = +oo , lim / ( x ) — - o o . 
X— +00 I—-00 

b) A função é contínua, como logo se 
reconhece atendendo a que <p é contínua, 
por hipótese; nestas condições, assumindo 
/ valores — tanto positivos como nega-
tivos -— de módulo arbitrariamente grande 
(como decorre da alínea anterior) o teo-
rema do valor intermédio permite concluir 
facilmente que / ( R ) = R . 

3.2.a) 

^'(x) = / ' ( xsen x) (sen x + xcos x) , 

g"{x) = f"(xsen x) (sen x + xcos x)2 + 

+ f'(x sen x) (2 cosx — xsen x) . 

b) Como S ' ( 0 ) = 0, S " (0) = 2 / ' (0 ) > 0, 
a função g tem um mínimo no ponto 0, 

3 .3 .a) De acordo com o teorema de 
Rolle, em cada intervalo + l{ deve 
existir pelo menos um ponto em que tp' se 
anule; a equação <p'[x) = 0 tem, portanto, 
infinitas raízes. 

b) Designando por x„ um ponto do in-
tervalo ] n , n + l[ que verifique 9?'(t„) = 
0, deverá ter-se Iimn_0 0 (p'(xn) — 0 
e também lim,,-.;» <p'(xn) = a se for 
l i m t _ + 0 0 = or. Assim, se este último 
limite existir, terá de ser igual a zero, 

4.a) Dado £ > 0 , determinem-se o > 0 
e 0 > 0 tais que, para quaisquer x, y e R , 
se tenha 

\x — y\ < a => |/(x) - /<v)| < | 

\ x - y \ < 0 => |ff(x) — s(y)| < 

Sendo « = m i n { a , 0 } e |x —j/|<e, ter-se-á: 

! ( / + ? ) ( * ) - ( / + ff)(v)í < 
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b ) Suponha-se |/(x)| < M e |y(x)| < N 
para qualquer x e R . Dado 8 > 0, de-
terminem-se números positivos cu e por 
forma que, para quaisquer x, y e R : 

I * - y | < « => ] / ( * ) - / { y ) l < 2jv 
e 

\x-y\< P => |j(«) - g{y)j < —. 

Com e — min{a, /J} e jx— y| < e ter-se-á: 

[ ( / * ) ( * ) - ( / s ) ( y ) [ < 

< f{x) g(y) + 

+ f(x)g{y)~ f(y)g(y)\< 

<\f(x)\\g(x)-g(y)\ + 

+ \f(x)-f(y)\\g(y)\< 

< 6 . 

c) Serve de exemplo o produto / g , 
com / ( x ) = x e Í?(X) = sen2?rx, Reco-
nhece-se imediatamente que / e g são uni-
formemente contínuas em R e que só g 
é limitada; para ver que / g não é uni-
formemente contínua basta observar que, 
com x„ = n + ^ e yn = n, se tem 
lim„_<x,(xr l - y„) = 0 e 

Um [ ( / f f ) ( x f t ) - ( / s ) ( y „ ) ] -fl—• OO 
— lim (nsen — ) = 2 tt . Tl—i<X3 \ Tl ' 

(Resolução de Jaime Campos Ferreira) 

UNIV. DA BEIRA I N T E R I O R - C O V I L H Ã 

Algor i tmos (* ) 
Exame Finai - 1987/88 

1. O grafo direccionado 

pode ser representado pela sua matriz de 
adjacência A tal que A\I\ J\ é 1 sse houver 
um "caminho" do nó / para o nó J: 

A 

1 1 1 0 0 0 
1 0 0 1 0 0 
0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 1 
0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 

(*) Nota : Na disciplina de Algoritmos, do 4-
ano da licenciatura em Matemática/Informática 
da Universidade da Beira Interior em 1987/88 foi 
usada a linguagem APL, não como metodologia 
de programação mas como veículo de expressão 
algorítmica. Os pontos de exame reflectem esta 
escolha. Uma excelente referência bibliográfica é 
a lição proferida aquando da atribuição do Prémio 
Turing a Kenneth E. Iverson: Notation as a tool 
of thought, Coniui unicaíions of the Association 
for Computing Machinery, Vol. 23, pp. 444-465, 
August 1980. 
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a) Calcule A V . A A\ 

b) Mostre que o produto interno de a) 
representa os "caminhos" de I para 
J com 2 percursos, isto é, toma o 
valor 1 sse existir um K tal que 
A[I, K\ ~ A\K\J\ <-> 1. 

2. Prove que com w vector de elemen-
tos numéricos todos distintos se verifica a 
identidade ^w ^Yw. 

Mostre com um exemplo que a identi-
dade não se verifica no caso de haver ele-
mentos repetidos. 

3. As diferentes maneiras de distribuir 
w objectos distintos por I = l ,2 , . . . ,w 
células ordenadas constituem os números 
de Stirling do 2- tipo de ordem uj. Por 
exemplo, com w «-+ 4 e / 2 há 7 
maneiras: 

Logo, 

1 2 3 I 4 
1 3 4 I 2 
1 2 4 ( 3 
2 3 4 I 1 

1 2 I 3 4 
í 3 I 2 4 
1 4 I 2 3 

Com / «-» 1 só há 1 hipótese (todos os 
objectos na mesma célula) e analogamente 
com / 4 (todos os objectos em células 
distintas). 

Por contagem directa obter-se-ía para 
/ *-* 3 o valor 6 de modo que os números 
de Sterling do 2- tipo e ordem 4 são 
STE 4 *-* 1 7 6 1. 

O cálculo de STE 5 a partir de 
STE 4 (ou de uma ordem qualquer para 
a seguinte) é feito recursivamente multi-
plicando 0, STE 4 por 0,a4, e o resultado 
rotado de uma componente e somado com 
o vector originário: 0 1 7 6 1 + 114 184 0. 

STE 5 
1 15 25 10 1 . 

Escreva uma função que calcule recursiva-
mente STE ui para u> inteiro e positivo. 

4. Uma matriz quadrada A diz-se 
equi-somável se: 

Í) Com A — {a ; j }, a^ > 0 
(i,j= l,...,n); 
n n 

" ) a i k ~ afcj p a r a k = — »•*; 
c = l j=l 

Tl 
iii) ] T a,j = 1. 

i,>=i 
Por exemplo, 

' 2 / 7 2/7 0 
A = 1/7 0 1/7 

U/7 0 0 
é equi-somável. Estas matrizes desempe-
nham um papel importante não só na 
teoria dos grafos como nos processos es-
tocásticos com um número finito de esta-
dos. 

Escreva uma função que aplicada a um 
quadro de ordem 2 tenha como resultado 
1 se for uma matriz equi-somável e 0 no 
caso contrário. 

5. Dum "texto" constituído por um 
vector de caracteres onde as "palavras" 
são separadas por um único carácter, por 
exemplo o espaço em branco, pretende-
-se construir a matriz das palavras, pela 
ordem das ocorrências, eventualmente 
preenchidas à direita por espaços. 

Escreva expressões que permitam essa 
operação. Se essas expressões constituí-
rem uma função PALAVRAS deverá ser, 
por exemplo: 
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M — PALAVRAS ' O ESFORÇO E GRANDE 
E O HOMEM E PEQUENO' 

M 
O 
ESFORÇO 
E 
GRANDE 
E 
O 
HOMEM 
E 
PEQUENO 

pM 
9 7 

R e s o l u ç ã o : 

1. Quanto a a), 

A V . A A 

1 I 1 1 0 0 

1 1 1 0 1 1 
0 0 0 0 1 1 
0 0 1 0 1 0 

0 0 0 1 0 0 
0 0 1 0 0 0 

Para o cálculo podia ter-se em conside-
ração que, para argumentos booleanos, 
V.A ^ f . x . 

b ) Para a demonstração bastaria notar 
que (A V . A A) [ / ; J\ = 1 ~ 1 = V / A [ / ; ) A 
A[; Jj *-+ existir no vector booleano A\I\ ] A 
A[; J] pelo menos um 1 <-» existir pelo 
menos um K tal que 1 — A\I\ K\f\A\K; J] 
~ A[I', K] = 1 A A\K\J\ = 1. 

2. Com os elementos de uj todos dis-
tintos, fazendo A +— wj^wj, B u»[Yw] 
e usando a notação matemática conven-
cional tem-se: 

Ou, em notação APL, A / , 1 [ A < l<j>A OU 
ainda A < . > 1<|>A. 

Analogamente B[l] > B[2\ > ... > 
B\pu| ou, em APL, A/~l j. B > l^B ou 
A / , (Bo. > B) = ( t p B ) o . > ipB ou 
ainda B < . < l<jiiJ. 

Mas isso verifica-se sse /Ijl] = B\pujj, 
A[2] = B[\ A[puj) = S[ l ] simul-
taneamente, logo A = <ji B e isso sse 

e, como os elementos de u> são todos dis-
tintos é assim porque «-• <J>Yw. 

3. Do enunciado sai imediatamente 

STE :(0, R) + LJ'[(LPR)XR^STEUJ- 1 

:oj = 1 : L 1 „ 

4. Também do enunciado 

EQUJ: (1 = + / , w ) A A / ( + / w ) = + / w 
: ( v / , w < 0 )V j p u : 0 . 

5. Uma hipótese é 

Z — MAT W; B; E\ I 

W WpSS ' ')/W 
W*- (' ' = ~lf W),|(f '=\]W)[W 
B ' = W *-' ',W' ' 
E + 111 ~ « - B/ipB 
Z *-((PE),\/E)P{,Eo.<L\/E)\{' '±W)/W 

(Resolução de J. Marques Henriques) 

A[l] < A[2] < ... < A\piu} 
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INSTITUTO SUPERIOR DE A G R O N O M I A 

Estatíst ica 
Exame fina/ - J5 chamada - 1990 

I 
(Nota: Para responder às diferentes questões, 

utilize os cálculos auxiliares constantes na 
observação final ao enunciado deste grupo) 

Os seguintes dados referem-se a clas-
sificações obtidas por 10 estudantes num 
dado exame, ao seu Q.I. e ao n° de horas 
dispendidas na preparação do exame: 

Clasaif, (y) 79 97 51 66 82 93 81 68 60 86 
q.I. ( x j ) 112 126 111 109 112 121 120 113 111 124 

Horas ( i 2 ) 8 13 3 7 11 9 8 4 6 4 

1. Construa um diagrama de extremos 
e quartis para as classificações obtidas por 
aquele grupo de estudantes. 

2. Estime um modelo de regressão li-
near múltipla das classificações em função 
do Q.I. e das horas de estudo. 

3. Considere o exame realizado por es-
tudantes que possuem o mesmo Q.I.. Qual 
a variação esperada nas classificações por 
cada hora a mais de tempo de estudo? 

4. Qual a nota que se prevê para um 
aluno com um Q.I. de 110 e com 6 horas 
de estudo? Indique a precisão da sua res-
posta, 

5. Se lhe fosse pedido que escolhesse 
apenas um dos factores acima considera-
dos (Q.I. ou horas) para explicar a clas-
sificação dos estudantes, qual escolheria e 
porquê? Escreva então a equação do mo-
delo de regressão linear simples baseado 
nesse factor, fazendo os comentários que 
considerar adequados quanto ao uso desta 
equação de regressão em vez da obtida no 
ponto 2. 

Observação: Cálculos auxiliares 
Matriz de correlações 

V JCl Z» 
y 1.000 0.808 0.708 

i i 0,808 1.000 0.361 
x2 0.708 0.361 1.000 

Soma dos quadrados 
Regressão 1675.7 
Residual 289.9 

Total 1965.6 

Estimativas dos coeficientes de regressão 
Constante -115 .7 

xi 1.516 
x3 2.214 

IO 10 IO 
^ j í , = 762 ^ Z i i = 1159 y x3l ~ 773 
f= i i= i i= i 
10 IO Kl 

y? = 60030 ^ « l i = 134673 x t i = 6 2 5 

i=i Í=I i=i 
11 10 II) 

= 88981 =5864 
i=i ;=i i=i 

II 

1. A média e variância de uma pri-
meira série de 15 observações são respec-
tivamente: 

x{ = 30 , s2 = 25 , 

e a média e variância de uma segunda série 
de 20 observações são: 

x i = 40 , $1 = 36 . 

Qual a média e a variância do conjunto 
das 35 observações? 

2. Seja p(z) uma distribuição de pro-
babilidade para x = 1,2, 2 n — 1. 
Se p(n + k) = p(rc — A:), mostre que: 

a) E{X) = n; 
b) Todos os momentos de ordem 

ímpar em torno do valor médio 
se anulam. 
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III 
Um cultivador tem na sua cave duas 

categorias de vinhos engarrafados: gar-
rafas de vinho tinto e garrafas de vinho 
branco. 

SupÕe-se que nesta cave só há vinhos 
de três arios (1968, 1969 e 1970) e que há 
o mesmo número de garrafas de cada ano. 

A percentagem de garrafas de vinho 
tinto entre as engarrafadas em cada um 
daqueles anos (1968, 1969 e 1970) é de 
70%, 50% e 90%, respectivamente. 

1, Um ladrão leva uma garrafa ao 
acaso que verifica ser de vinho branco. 
Qual é a probabilidade de ter sido engar-
rafado em 1969? 

2. Depois de ter provado o vinho 
branco, o referido ladrão achou que ele 
era muito bom. Decide então fazer nova 
'visita' à cave com o objectivo de levar 
consigo pelo menos três garrafas de vinho 
branco. Considerando que a escolha é 
feita ao acaso, quantas garrafas deverá ele 
levar de modo a garantir a satisfação do 
seu desejo em pelo menos 60%, 

I V 
Um comerciante pretende adquirir fru-

tos de um pomar A ou B. Como o peso dos 
frutos é factor preferencial, o comerciante 
toma uma amostra casual de 36 frutos em 
cada pomar escolhe aquele a que corres-
ponde a amostra com maior peso médio. 
Se o peso dos frutos for normalmente dis-
tribuído, sendo 

Valor Desvio 
Pomar Médio Padrão 

(grs) (grs) 

A 20 2 
B 18 5 

Numa experiência agronómica preten-
de-se avaliar o crescimento total das plan-
tas (expresso em peso seco) relativamente 
a dois regimes de fertilização A e B. 

Ao fim de determinado tempo proce-
deu-se a medições, tendo-se obtido os se-
guintes resultados: 

5.44 5,36 5.60 6.46 6.75 6.03 4.15 4.44 
5.12 3.80 4.96 6.43 5.03 5.08 3.22 4.42 

com que probabilidade escolhe o comer-
ciante o pomar B? 

1. Numa experiência anterior (com um 
elevado número de plantas da mesma cul-
tivar) relativa ao tratamento A, obteve-
-se uma variância de 0.42. Verifique se 
os dados actuais são consistentes com esse 
valor. Diga, justificando, se haveria al-
guma(s) hipótese(s) necessária(s) à reso-
lução do problema. 

2. Verifique se os dois regimes de fer-
tilização A e B evidenciam diferenças 
significativas no que respeita ao cresci-
mento das plantas. Explicite e verifique as 
hipóteses necessárias à resolução do pro-
blema. 

Reso lução : 

1. O que é necessário para a constru-
ção do diagrama de extremos e quartis: 

* ordenação dos dados: 
51 60 65 68 79 81 82 86 93 97; 

* ^min = 51, Xjjjax = 97; 

. x = ^ ^ = 80; 

* Q1 = <70.25 — — 65; 

* Q3 = 90.75 = = 86; 
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I I 

1. 
51 65 80 86 97 

2. Por consulta dos cálculos auxiliares 
constantes na observação final do enunci-
ado, obtém-se que o modelo de regressão 
linear múltipla é: 

y = - 1 1 5 , 7 + l , 516x i + 2 .214x j . 

3. Considerando constante o Q.I., a 
variação esperada na resposta quando 
o ng de horas de estudo aumenta de 
uma unidade é dada pelo coeficiente de 
regressão associado a essa variável. Logo 
há um aumento esperado de 2,214 na clas-
sificação. 

4. 

y — - 1 1 5 . 7 + 1.516 x 110 + 2.214 x 6 = 
= 64.344 . 

A resposta é dada com a precisão de 

= 0.8525 . _ SQR 
K — _ — _ 

SQT 

5. Escolheria Q.I. porque é o que a-
presenta um coeficiente de correlação com 
a variável resposta, mais elevado: — 
0.808 

b ~ » S xu y. - E x i . 
- ( X > i ; ) 2 

= 1.929 

A equação é 

y = -147 .3 + 1.929x1 , 

com R 2 = 0.6529, que é muito baixo. 
Portanto ambos os factores (Q.I. e ho-

ras) têm de ser considerados na regressão. 

n j = 15, x j = 30, sf 25 ; 

A n2 = 20, x ï = 40, si = 36 . 

Para o conjunto das n = 35 observa-
ções temos: 

_ Xi + n2 x2 x = — -- 35.71 

2 - nx s = 

35 

n - 1 

Sendo assim é necessário calcular para 
a 1- série de observações e para a 
2- série 2 x ^ . Então 

_ E x j , - » i xj} 
n, - 1 

2 _ D x2i - "2 XÏ1 
Î - n2 - 1 

X > î ( = 13 8 5 0 , 

X > 1 , = 32 6 8 4 , 

n - 1 
(13 850 + 32 684) - 35 X (35.71)2 

34 
= 55.9370 . 

2. a) 

2n-i 
e { X ) = x ; 

i= i 

= l p ( l ) + 2 p ( 2 ) + .. . + ( n - l ) p ( n - l ) + 

+ np(rt) + (n + J)p(n + l ) + . . . + 

+ (2 n — 1) p ( 2 n — l ) . 
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Se p(n — k) = p(n + A:), podemos escrever 

E(X) = 2 » p ( l ) + 2np{2) + „,.+ 

+ 2 n p j n - l)-f-rap(ri) = 

= n [ 2 p ( l ) + 2p(2 ) + ... + 

+ 2 p ( n - l ) + p (n ) ] -

= n ]T p(x) = n . 

b ) 

ß 2 k + l = ^ [ ( X - n ) 2 ^ 1 ] = 

2n + l 

s=1 

= (1 - n ) 2 k + 1 p ( l ) + (2 - n ) " + 1 p(2) + 

+ ,.. + {n-n)2k+1p{n) + ,..+ 

+ (2 n - 2 - n ) 2 H 1 p ( 2 n - 2) + 

+ ( 2 n - 1 - n ) í i + 1 p ( 2 n - 1) . 

As parcelas equidistantes de (n — • 
•p(n) são iguais em valor absoluto, mas de 
sinais contrários, logo = 0. 

I I I 

X. A probabilidade de extrairmos uma 
garrafa de cada um daqueles anos é igual 
para todos: P{68) = P(69) = P (70 ) = 1 /3 . 

P ( T / 6 8 ) = 0.70, P ( T / 6 9 ) = 0.50, 
P ( T / 7 0 ) = 0.90 , 

sendo assim 

P ( B / 6 8 ) = 0.30, P ( B / 6 9 ) = 0.50, 
p ( B / 7 0 ) = 0.10 , 

donde 

P ( B ) = P ( B / 6 8 ) - P ( 6 8 ) + P ( B / 6 9 ) - P ( 6 9 ) + 

+ P ( B / 7 0 ) • P(70) = 0.30 

P ( 6 9 / B ) = P t B / 6 9 ) . n 6 9 ) = 5 
v ' ' P ( B ) 9 

2, C o m o vimos P(Branco) = 0.3. 
Seja X o n5 de garrafas de vinho 

branco que ele retira aleatoriamente das 
existentes na cave (onde se supõe, como é 
óbvio, que existem muitas). 

Tem-se então 

X n B(n; 0.3) . 

Pretende-se determinar n de modo que 

P[X > 3] > 0.60 P[X < 2} < 0.40 . 

Consultando as tabelas da binomial, 
temos que terá de ser n > 10. 

I V 

Til — n2 = 36. 
Sejam Xj^ e .Xg as variáveis aleatórias 

que designam o peso dos frutos do pomar 
A e B, respectivamente. Temos 

X A n ^ / ( 2 0 , 2 ) e Xb H >/(18, 5), donde 

XKn*{20,l) e Xb n >/(18, |) . 

A probabilidade de o comerciante es-
colher o pomar B é dada por 

P\XB > XA] = P[XB ~XA >0 ] = 

= 1 - ) ~ 0 .0113 . 
. y / 2 9 / 3 6 J 
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1. Podemos realizar um teste de hipó-
teses 

H0 : vq = 0.42 , 
Hi: a l + 0.42 . 

Considerando como hipótese a norma-
lidade dos comprimentos das plantas ao 
ser usado o fertilizante A, a estatística do 
teste é 

( n - l ) S 2 , i — n v 
al X ( « - l ) ' 

Tomando como nível de significância 
a = 0.05, a região crítica é 

R.C. = ] - oo, xl Q7B {7) [ ü } X o m m , + * > [ = 

= ] - oo; 1.69[U]16.01; +oo[ . 

O valor da estatística é 13.66 ^ R.C., logo 
a um nível de significância de 0.05 não há 
motivos para rejeitar que os dados actuais 
sejam consistentes com aquele valor para 
a variância. 

2. Dado tratar-se de amostras inde-
pendentes e considerando a hipótese da 
normalidade de cada uma das populações 
de medições, vamos verificar em primeiro 
lugar se é de admitir a hipótese da igual-
dade de variâncias, 

Ho: a j — u\ , 

H , : , 

s l Estatística do teste: F — —^ n ^(7,7) , 

Fcal = 0.8771 . 
A um nível de significância de 0.05 

temos a região de rejeição 

00,0.2002[u [4.9949,+oo[ ; 

como í^ai não pertence â região de rejei-
ção, não se rejeita HQ. 

Para estudar a existência de diferenças 
significativas no uso dos dois fertilizantes 
temos o teste 

H o : Ml = M2 , 

Hi: mi ^ H2 , 

T = T 7 T T T n t ™ e 

v " I + «a 
S 2 = ( » 1 - l ) ^ 2 + ( » ; - ! ) 5, 

+ n2 - 2 

Tcal = 1.6486 . 

Considerando um nível de significância 
de 0.05 

R.C. = ] - co; — 2.145[U]2.145; +00[ , 

sendo assim Tca] ^ R.C.. Logo para um 
nível de significância de 0.05 não rejeita-
mos a hipótese de os dois fertilizantes 
serem semelhantes. 

{Resolução de Manuela Neves Figueiredo) 

Convidamos todos os professores a enviarem 
enunciados de pontos de exame relativos ao 12-
ano de escolaridade e aos primeiros anos da 
Universidade, com as respectivas resoluções. 

A Gzzeta de Matemática ficará reconhecida. 


