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Introducdo aos Processos Estocésticos
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Contro de MatemAticas Aplicadas (1. A. C.), Faculdade de Cifincias de Lishon

I-- IDEIAS FUNDAMENTAIS

I. 1 — Preliminares

A teoria dos processos estocasticos cons-
titue um esquema de modélos para descrever
fen6menos bastante irregulares que se desen-
volvem no tempo (e/on no espago). Exemplos
de tal esquematizagio frutuosa sio a des-
crigio do movimento browniano pelos pro-
cessos de WIkNER-LEVY e, mais aperfeigoados,
de OrsTEIN-UHLENBEK; dos nimeros de cha-
madas telefénicas para um certo intervalo de
tempo (uma hora, por exemplo) em condigdes
analogas, pelos processos de Porssox; dos
processos de substituicio de pegas de ma-
quinas em fabricas e os seus tempos de para-
gem, pelos processos de renovamento; dos
seguros (nimero e yuantitativo das indemni-
zagdes) pela teoria colectiva do risco, ete.

Essencialmente, de modo intuitivo, um pro-
cesso estocastico (ou funcio aleatéria) é uma
funcio (no sentido crescente dos tempos) em
que «o acaso interveio a cada instante» —
adiante veremos o significado rigoroso a atri-
buir a esta frase singela; no caso de nio
haver uma s6 varidvel temos os campos

estocasticos (ou aleatérios) de grande impor-
tincia, por exemplo, na teoria da turbuléncia.
Nfo trataremos aqui dos campos aleatdrios.
Nio estudaremos também a Analise Aleatéria.
Vumos colocar-nos a nivel menos avancado
e supor totalmente conhecidas as ideias-
base das Probabilidades; podem ver.se o ja
classico KoLmogororr (1950) que sistema-
tizou na sua versio inicial (em alemio, 1933)
a Teoria das Probabilidades ou Tiaco DE
Oriveira (1967). Todavia, como se vera, a
teoria clissica é insuficiente para a abor-
dagem de certos problemas relevantes e ne-
cessita de complementos adicionais. Textos
médios, que nio abordam as dificuldades
referidas nos processos estocasticos, sio os
de Grravrr (1969), Maxy (1953) e Parzex
(1964); como textos avangados podemos
ainda indicar o excepcivnalmente claro texto
de Cramitr & LeapserTer (1967) e os pe-
sados de Lofve (1960), Doos (1¢53) e
Braxc-Larierre & ForTET (1953).

I. 2 —Iniciagao gréfica

Se representarmos por N (¢) o namero de
chamadas telefénicas recebidas (ou efectuadas)
por (ou de) determinado telefone com os seus
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infcios em instantes O < W) < W < -+ o
grafico da fungdo N(t) pode ser o da fig. 1;
os intervalos de tempo Ty = Wiy — Wi
(Wy=0) tem valores aleatérios e em cada

um dos W; a funcio salta de uma unidade.
N(t)
ol 1 o
=
2 -
1
W, W, W Wi Ws

Fig. 1

A trajectéria é pois uma trajectéria crescente
com descontinuidades. Uma tal trajectéria
obtém-se nos processos de PoIssox.

Se considerarmos agora o nimero de cha-
madas em prucesso em dada rede telefénica
(ou de pessoas de uma populagio) vemos que
em dados instantes se iniciam chamadas
(ha nascimentos) e noutros se terminam cha-
madas (ha mortes). A fungio N (Z) tem entiio
saltos inteiros, muitas vezes unitarios (pode
haver gémeos e mortes miiltiplas) e o gra-
fico pode ser o da fig. 2. Tais sio os pro-
cessos de nascimento e morte.

Nit)

L H
Wi oW W W5 Wy Wh Wg WaWin Wn

Fig. 2

Finalmente consideremos uma coordenada
X(t) de uma particula grande imersa num
meio fluido. Devido aos impactos das molé-
culas na particula, vindos aleatériamente de
todas as direccdes, ela desloca-se em todas
as direccdes, descrevendo uma trajectéria
irregular cuja projecgio num eixo fixo pode
ser a do grifico da fig. 3. Tal é a descrigio
do movimento browniano pelo processo de
WiIENER.-LEVY.

Dos trés exemplos, os dois primeiros sio
processos de contagem com trajectérias des-
continuas; o terceiro tem trajectérias con-
tinuas.

A teoria elementar que vamos fazer per-
mite descrever fenémenos com este tipo de

x(r)

%&Vﬂ\vf’\w t

Fig. 3

irregularidade. Exemplos fisicos importantes
sio os dos tragados de bard6grafos, termé-
grafos, sismégrafos, etec., cujas trajectérias
continuas tém flutuagdes na irregularidade.

1.3 — As definicGes béasicas, comple-
mentos

A nocio da fun¢iio aleatéria ou processo
estocastico é a generalizag¢iio natural da de
variavel aleatéria.

Comecemos por um exemplo simples:
tomemos um dado e tracemos a recta at+ b
em que a © b sio os resuliados de duas
experiéncias realizadas com o dado. A fungdo
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at+ b é aleatéria embora, neste exemplo
simples, o acaso apenas tivesse entrado como
resultado de duas experiéncias, definindo a
posi¢io da recta. Analogamente se poderiam
definir polinémios de grau =, em que os
coeficientes sio o resultado de n + 1 expe-
riéncias aleatérias, ou outras fungdes com
coeficientes aleatérios.

Casos mais complexos, como os de I. 2,
sio aqueles em que o acaso enira a cada
instante. Sio estas fungdes, de grafico essen-
cialmente irregular, que constitnem o objectivo
da teoria das fungdes aleatérias que vamos
tratar. Convém porém assinalar que a teoria
das fungdes (deterministas) pseudo-aleatérias,
de representacio formal bastante complexa e
bastante irregulares, pode também ser usada
na teorizagio de fenémenos em geral interpre-
tados como devidos & «intervenciio do acaso».

No que segue referir-nos-emos sempre ao
caso unidimensional ; a generalizacio multi-
dimensional é imediata. Constitue a teoria dos
campos aleatérios que se encontra em
AcosTiNI & Bass (1960) e BarcrELor (1960).

Seja (?,#, P) em espago de probabilidade
e TCR um subconjunto, finito on ndo, da
recta real R. Uma aplicagio X (w,?) de
Q><T em R diz-se uma fungdo aleatéria ou
processo estocastico se para todo o tye T,
X(w,t;) 6 uma variavel aleatéria X(w,?)
pode escrever-se Xo(f) ou X,(w) consoante
convier parametrar com respeito a w oua ¢.
Os |X,| sido variaveis aleatérias e o8 |X,|
sdo fungdes que se designam por realizagdes,
versdes on trajectérias.

Se ndo houver lugar a ddvidas escreve-se
apenas X(¢). Uma fungio aleatéria é pois
o feixe das suas versdes possiveis, probabi-
lizado pelo parimetro e Q. Alguns autores
distinguem entre processo estocastico @ fun-
cdes aleatédrias; o primeiro seria um certo
subconjunto de fungdes aleatérias. Nio fare-
mos aqui tal distingio.

Comecemos por definir em lei temporal um

processo estocastico, dita também dejfini¢do
fraca ou temporal, introduzida por SLUTSKY.

Uma fangio aleatdria esta fraca ou tem-
poralmente definida se se conhecem todas as
fungdes de distribuvigdo

Fay ty5@g,fg5 052k, ) =
=P(X(t) L@y, X(t) £ )

para todos o8 ) <ty <+ - < tx(tieT).
Note-se que as fungdes [ tem de satisfazer
as condi¢des de compatibilidade como

F(‘Tl’tl;'“;xk!ti; +°°,tk+[)'5
=F(wl!rl;"';1'l'stk)

que traduzem relacBes de marginacdo. Nos
casos8 que nos vio interessar, a determinagio
de todas as fungdes (compativeis) é facilmente
obtida.

O conhecimento de todas as funcdes F
introduz no espago R7, de todas as aplica-
¢tes de 7" em R, um sistema de probabilidades
para um determinado corpo — o de subcon-
juntos — é o célebre teorema de KoLmogo-
rROFF. Para a sua demonstragio veja-se
KorymocororF (1950) ou CraMER & LEADBET-
TER (1967). Repare-se porém que, por este
teorema, apenas aqueles acontecimentos (aqui
conjuntos de fun¢des) que se podem exprimir
numeravelmente por intersecgiio, uniio e
passagem ao complementar (além da comple-
tagio & LEBESGUE) a custa dos acontecimen-
tos | Xa(7g)<Lx} tem probabilidade atribuida,
ainda que de calculo difieil por vezes. O acon-
tecimento | X (1) La,0Lt L1 (se[0,1]€T),
como nio se exprime numeravelmente nos
acontecimentos indicados, nio tem necessa-
riamente probabilidade atribuida. E para
este acontecimento, que expressa a nio ultra-
passagem de nivel a pelo processo estocas-
tico, evidentemente importante em certas
questdes (cheias de rios, niveis de ruido, ete),
interessa calcular a sua probabilidade.

Os acontecimentos do teorema de KoLmo-
GOKOVF tém, eles ou os seus complementares,
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«demasiadas» fungdes, o que levs a difienl-
dade indicada.

Utilizando a topologia de 7' ou outras
propriedades podewm se introduzir defini¢des
mais fortes de funcio aleatéria (separavel,
mensuravel, ete.), ditas definigdes completas.
Um processo é separdvel se é definido pelos
geus valores num conjunto numeravel de
pontos denso em 7'; para tais processos o
conhecimento das fungdes de distribuigdo
F(xy, 13-+ 3@, t;) permite o calculo das
probabilidades dos acontecimentos desejados.
Prova-se que todo o processo X(7) é equi-
valente a outro separavel X (), i.e.,
P(X(t)=XY())=1 para todo o teZ7.
O calculo de P(X(t)<£a, te[0,1]) podia
agora fazer-se, na versio separavel, es-
colbendo os racionais |r} de [0,1], cal-
culando P(X(ry) La, -, X(ra,)La) ©
passando a limite.

Observe-se que, como ¢ natural, a defini¢io
temporal ndo distingue fungdes aleatbrias
equivalentes, i.e., tais que X (f,w) =Y (t,w)
excepto para we N, S com N, despreza-
vel (probabilidade nula), N, podendo variar
com t.

A classificacio de uma funcgio aleatéria
pode fazer-se de varios pontos de vista:
natureza de 7', natureza do conjunto das
imagens X (&2, 7') e natureza da intervencio
do acaso.

T pode ser um conjunto finito, numeravel
ou continuo; se 7' é finito temos afinal um
vector aleatério, se T é numeravel dispomos
de uma sequéncia aleatéria ou crono-série,
se T é continuo (intervalo finito, semi-recta
ou recta) trata-se de um processo estocdstico
ou fungdo aleatéria permaneute.

Doutro lado, a totalidade X(Q,7) dos
valores de X (w,t) pode ser finito ou nume-
ravel originando um processo discreto ou ump
continuo (intervalo, semi-recta ou recta) di-
zendo se o processo continuo.

Finalmente, quanto ao modo de intervencio
do acaso, se X(w,t) = 9(t) é independente

de wel temos uma fungdo certa; se X(w,t)
depende de finitos parimetros aleatérios (caso
dos polinémios de coeficientes aleatérios),
como nesse caso basta conhecer o seu valor
em um conjunto finito de pontos, o processo
diz-se degenerado, cripto-determinista ou
pseudo-indeterminista; o caso geral é o dos
processos (propriamente) estocasticos,

A nocdo de campo aleatério em que T'CR*
e X(Q,7T)cR" pode generalizar-se ainda
considerando um espaco de estados S e uma
aplicacio Q — S conveniente obtendo-se as-
sim um elemento ou estado aleatério. S é RT
no caso das fungdes aleatérias.

I. 4 —Processos e markovianos estacio-
narios

Na totalidade de processos estocasticus
costumam distinguir-se duas grandes classes
(que se nio excluem): os processos marko-
vianos e os processos estacionéarios.

Os processos markovianos (de 1.* ordem)
sio aqueles em que as probabilidades (con-
dicionais) de fransi¢do gozam da propriedade
seguinte (enunciada para processos perma-
nentes): se t; <y .+ < 1, <t entio

PIXDL0| X ()= 2y, s Xt =2l =

—P(X(t) L 2| X(tn) = ).

Costuma dizer-se que, nos processos marko-
vianos (de 1.* ordem), a probabilidade de um
acontecimento futuro (no instante t > t,) &6
depende do presente (da observacio x, no
tltimo instante ¢,) sendo completamente in-
dependente do passado (#; <7g < -+ < tpq).
Os processos markovianos de 2.* ordem
verificam a seguinte propriedade: se

(<< s <ty <ta<t
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5

entio

P(‘Y(t) L l X(ty)=a1,+, X (tﬂ-l) = Tn_1,
X(t) = @) = P(X(t) L2 | X(tat) = Zac1,
X (ta) = @)

analogamente se definem os processos mar-
kovianos de ordem mais elevada.

E corrente dizer-se que 0S pProcessos mar-
kovianos traduzem o «determinismo estatis-
tico» ; o futuro depende apenas das condigdes
iniciais (presente) e nio da histéria passada
— compare-se com o enunciado habitual do
principio do determinismo em Mecdnica on
com o principio de Huygness da Optica Geo-
métrica. Sdo processus em que nio ha memo-
ria do passado, ou ha memoéria finita no caso
dos processos markovianos de 2.7, 3.%, ...
ordens.

Para os processos markovianos o seu estudo
depende apenas do conhecimento de proba-
bilidades iniciais F(z,t)= P (X () Lx) e
das probabilidades de transicio P(X(t) <L
ZLx|X({()=a')=F(x,t|a', ) para /< ¢.
No caso continuo siio conhecidas as densi-
dades correspondentes. Todas as ountras ex-
pressdbes de lei temporal se podem deduzir
delas, o que introduz consideravel simplifi-
cacfiio. Assim a densidade de

X(1), X(tg), X(l5), com t; <1y <15,
é dada por
F@ystys 9,195 25,15) = f(2, 1) -
f(xg,ta| iy, ty) flossts|2a,12).

Quando o conjunto dos estados (contido
em R) é discreto (finito ou numeravel) e o
tempo é discreto o processo markoviano
diz-se uma cadeia de MArRKOV. Foram os pro-
cessos primeiramente estududos. Neste caso,
por ser discreto o espaco de estados, cos-
tumam dar.se as probabilidades elementares.

Repare-se que um processo markoviano
continua markoviano quando se muda de
relégio, i.e., se substitue o tempo t pelo
tempo 7= ®(?) em que ® é uma bijec¢io.
Tal niio é valido para os processos estacio-
narios definidos adiante.

O processo de PoissoN e o processo de
Wiexer-Liivy sido exemplos de processos
markovianos. Os processos markovianos sio
importantes niio apenas em si mas pelo facto
de grande nimero de processos estocéasticos
poderem ser «mergulhados» (4 custa do
aumento de dimensdes do espago dos esta-
dos) em processos markovianos.

Do ponto de vista fisico, os processos
markovianos costumam traduzir os processos
evolutivos.

A observacio de certos graficos sugere
que, apesar da irregularidade essencial, o
seu evoluir niio se alterou no decurso do
tempo, embora apresentando flutuagdes de-
vidas ao acaso. K o ecaso dos processos
(estaciondrios) do ruido de fundo de um
radio, da dimensio de pegas em produgio
em série, de pregos de bens em certas con-
digdes ® se se corrigiu a desvalorizagio da
moeda, ete.

Duas definigbes porém costumam dar-se:

a) Um processo permanente é forfemente
estaciondrio (DoOB) se para ty <ty <. <1
e todo o k(ti,t; +heT) se tem

P(‘Y(tl k h)é‘rl yree s X (T + h)é'rk) =3
=PX({f))Lay, -+ !X(ti)é‘rk)s

i.e., a8 probabilidades da lei temporal nio
variam com uma translagio no tempo;

b) um processo permanente de 2.® ordem,
i. e., com valor médio 22(X(f)) e variincia
P(X (7)), e rubsequentemente com covaridncia
e(X (1), X(x)) pela desigualdade de Scnwarz,
diz-se fracamente estacionario (KHINTCHINE)
se o seu valor médio (X (7)) fur indepen-
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dente do tempo (constante) e a covaridncia
e(X(t), X(s)) apenas depende de |t—z|;
costuma denotar-se por &(h)=e(X (1),
X(t+ h))=&(—*h) a covaridncia; a va-
ridncia 2 (X())=¢€(X(@), X () =a(0) &
entio uma constante.

E evidente que um processo de 2.* ordem
fortemente estacionario é fracamente esta-
cionario mas a definicio forte niao implica
sempre a definigio fraca pois o processo
pode nao ter valor médio ou variincia.

A defini¢io fraca de estacionariedade é o
mais usado no estudo dos fenémenos naturais
nio-evolutivos. Para a maior parte dos pro-
cessos fracamente estacionarios é possivel
substituir o calculo de 2% (X (¢)) (valor médio
em fase) pela média temporal ao longo de
qualquer trajectéria do processo, & excepcio
de um conjunto desprezavel de trajectérias —
teorema ergddico.

Os processos simultineamente markovianos
o fortemente estaciondrios sio homogéneos
no tempo, i.e., a distribuigio de (X (¢), X (s))
apenas depende de |¢ — s|, mas nem todo o
processo markoviano homogéneo é fortemente
estacionario.

Adiunte se definirdo os processos de incre-
mentos independentes e de incrementos esta-
cionarios. Iremos sé tratar de processos de
2.2 ordem.

I. 5 — Processos de Poisson

Os processos de Porssoy servem para des-
crever probabilisticamente o nimero de
chamadas telefonicas, o niimero de raios «
emitidos por uma fonte, o nimero de elec-
troes recebidos no inodo de tubo de vacuo,
o nimero de automdveis que passam em
dado ponto, o nimero de falhas ou acidentes,
etc, para um dado intervalo de tempo. Sio

dos mais importantes processos de contagem,
de que varios outros se podem compor, mas
ndo os dnicos. Das vAarias caracterizagdes
axiomaticas dos processos de Porsson (cf.
ParzeN (1964)) vamos utilizar a seguinte:
Consideremos acontecimentos que se podem
dar no tempo ¢ 0. Seja N(f) o nimero
de acontecimentos observados no intervalo
]0,t]; N(t) sera pois uma fungio aleatéria
nio-decrescente do tempo. Postulamos entédo:

P1) N(t) esta definida em [0, 4 o[ e
N(0)=0;

P2) N(t) tem incrementos independentes,
i.o., se 0Lt <fyLityg<ty entio N(fg) —
— N(t;) e N(ty)— N(?5) sio independentes;

P3) N(t) tem incrementos estaciondrios,
i.e, se 0L, <thLitz<<ty © ty—tlz=
=13 —t; entio N(fy)— N(t,) e N(tg)—
— N(t5) tem a mesma distribuicio;

P4) Para todo o ¢t >0 é valido
0<KPN()=0)<1;
P5) Para todo o t> 0 é valido

lim P(N“ +h)--N(OX2) =0
h—=0 P(N(t + h) - .1\"(8) = 1)

P1) resulta de se considerar N(f) uma
contagem comecada em ¢=0; o significado
de P2) e P3) ja foi esclarecido; P4) quer
dizer que, para qualquer intervalo de tempo
de duragio t (esti-se a usar a estacio-
nariedade dos incrementos), ha uma proba-
bilidade n@o-nula, mas ndo ha quase-certeza,
de que um acontecimento, pelo menos, se
dé; P5) mostra que em intervalos de tempo
muito pequenos ocorre no Maximo um acon-
tecimento, i. e., nio ha acontecimentos simul-
tineos.

De P 3) resulta que

P(N(t+4s8)— N(@)=5k)=P(N(()=1Fk).
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Denotemos por

pu(t) = P(N(t) = k).
Temos
Po(t+8)=P(N(t+s8)=0)=
=P(N@®)=0)- P(N(t+ ) — N(t) = 0)=
=P (N()=0)P(N(s) = 0) = po(t) Po(s),

em que se usou P2) e P3).
A solugiio desta equacio funcional é

po(t) =e

visto que pg(?) &é ndo-crescente (1); v diz se
tntensidade do processo e 1/v é o valor
médio dos intervalos entre acontecimentos.
Designemos agorapor 0 < W < Wy < -
vor < Wy << +++ o0s instantes (aleatérios) em
em que se dio os acontecimentos (um em
cada instante por PDH) e por T)= W,
Tg = l'Vg = H"l : Gl ’Fu o ”‘Trr G urn—l ety
os intervalos entre acontecimentos (também
aleatérios). Da estacionariedade vem que

P(Thazt)=P(Ty £t)=P(W, £t) =
=1—P(N@))=0)=1—e"

pelo que os intervalos entre acontecimentos
tem a distribui¢giio exponencial. Como

Wy o T i 57 e T

(1) Para m inteiro positivo é obvio que py(m¢) =
= po () e portanto py(m) = po(1)™; como para n
inteiro positivo & pgo (1/n)" = po(1) vem po(1/n) =
= py(1)¥* e portanto é imediato que py(m/n) =
= pg(1)™". Ora py(t) énAo-crescente por definigio;
entdo tomando dvas sucessdes de racionais |r,| e
}r',| couvergindo para ¢ e tais que r, <t e r' >t
vem pg(r,) > po(¢) > po(r',) e portanto passando a
limite vem

Po (8) = po(1)*

por P 4) terd de ser pg (1) =e ¥ (v > 0) o que prova
o resultado indicado.

para n» > 1 temos

\N () < n] = | Waga > 1)

IN(@)=n| = | Wa Zt] O | Wais > 1]
e portanto
P(NB)=n)=P(W,£t) — P(Wo, £1).
Mas

P(Wastt)=1- e-”‘(l+vt+----+- (%1—_;1)

pois W,, soma de = variaveis aleatérias
exponenciais de fun¢éo de distribuicio 1—e™"/,
tem a distribuigio gama e portanto

P(N{#)=n)=e"(i)/n!l

o que mostra que N(f) (ou N(s+41)— N(s))
tem a distribnicio de Poissox. Consequente-
mente é (N (t))=vt e P(N(t))=vit. Daf
que seja valido um teorema de tipo ergddico

N(t)/t—>v quando t - co pois
(N (t)/t)=v o M(N(1)]t— ) =
— (W (0)/1) = V(N (1)/2 =/t 0.

Observe-se entio que €(N(t),N(s)) =
=vmin(s,?) dada a decomposicio N (t)=
= N(5) + (N(t) — N(s)) se s Zt.

Visto que N(t)—N(0)=N(t) e N(t+8)—
— N(7) sdo independentes, N(t+s), conhe-
cido N(?) e valores de N para instantes
anterioresa ¢, s6 depende de N (t) pelo que
o processo é markoviano. Uma mudanca do
relogio =@ (1), com ® ndo linear, faz
intervir as diferengas ®~'(v) — @' (¢/) pelo
que o processo, nio dependendo de =+ -- 7/,
deixa de ser homogéneo; em geral, homoge-
neiza-se o tempo por comodidade.

Vamos agora fazer consideracdes de ana-
lise aleatéria, mais ou menos intaitivas, mos-






