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Harménicas esféricas

por Rui Jodo Baplista Soares
Faculdade de Cifincias da Universidade de Lisboa

Introdugéo

A necessidade de expandir uma funcio
F(A,)) em série de harmoénicas esféricas de
superficie levou-nos s consideragdes que a
seguir apresentamos.

Tal desenvolvimento permite aos especia-
listas uma interpretagio dos modelos criados
e a sua consequente aceitag¢io ou negacio de
acordo com as realidades.

1.1. Campos de vectores

Uma regiiio do espaco diz-se um campo de
vectores se a cada ponto dessa regifio corres-
ponder um vector — vector campo — com 0
ponto de aplicagio nesse ponto e de compo-
nentes
1) Xi=Xi(z,y,2) t=1,2,8:

Sempre que no campo de vectores exista
ama func¢io F(x,y,z) tal que

2) w2 baiude
g &
diz-se que ele admite um potencial.

O significado da fungiio potencial é sim-
ples: ao pretendermos calenlar o trabalho
efectuado pelo campo no deslocamento 4 B,
d W 6 uma diferencial total pelo que: a di-
ferenca de potencial entre os pontos A e B
6 independeute do percurso e representa o

trabalho efectuado pelo vector campo quando

o seu ponto de aplicagio se desloca de
4 a B,

A

3) de:W,,— Wa.

AB

Num campo de vectores, toda a superficie
em que se verifique

4) V(x,y,z2) = constante

diz-se superficie equipotencial,

Convém desde ja salientar algnmas pro-
priedades importantes das superficies equi-
potenciais:

P;: o vector campo num dado ponto é
normal & superficie equipotencial que
passa por esse ponto;

Py: a derivada do potencial segundo a
normal a uma superficie equipotencial
6 igual ao vector campo;

Ps: os afastamentos de duas superficies
equipotenciais em dois pontos dife-
rentes sio inversamente proporecio-
nais aos valores do vector campo
nesses pontos.
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1. 2.

Férmula de Ostogradsky; identida-
des de Green

Consideremos uma superficie fechada §
limitando um volome V', e trés fungdes
P(x,y,z), Qx,y,z), R(z,y,z); repre-
sentando por I, m, n os cosenos directores
da normal externa & superficie e por dS o
elemento de area sobre S teremos

-
ST

z2(z,2)

=ff [R(z,y,20)— R (x,y,21)]dz dy

_ffRndS

em que D 6 a projeccio de § em XOY;
analogamente se estabeleciam as igualdades

0Q
T 2t
< fff 0y
Vv
I =fff£dmdydz:f Plds.
g
v 8

Somando as trés igualdades anteriores
obtém-se a expressio cartesiana da férmula
de OSTOGRADSKY

AR S e

=fJ"[Pz + Qm+ Rn)dS
&

o R

ydz

d:cdydz=f Qmd s
8

Consideremos duas funcdes Vy(z,y,2),
Volx,y,2) admitindo primeiras derivadas

em ordem a x,y,z.
de OSTOGRADSKY

Fazendo na f6rmula

2 7
P=V2&h ;Q=raatl RszaV'
dx oy 9z
resulta
o [ffTat- A
ox 9y 2y
ol 9T, }dr'
0z 02z

+fff v nav= [, d
v &

que constitui a 1.% {dentidade de Green.

Por troca de V; e I, obtinha-se uma
expressdo analoga a 0); subtraindo-as orde-
nadamente resulta

g ff [(Viv2 1V — 1, V2414 1
Vv

=ff[vl d T, —ngVl]dS
dn dn
8

que traduz a 2.° identidade de Green.
Considere-se um ponto PyeS; seja V)
uma fun¢io harménica em S e facamos

1
Vam -

Por aplicagio da 2.* identidade

de Green se v& que o integral é nulo excepto
em Pg.

Isolando Py com o volume elementar
facilmente se v& que

[fns
a1,

- [ 25
dn dn

-V, "’V']ds
dn
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=ffV1dV2dS=—al—~ffVldS
dn R2
Z =z
=4= (W),
donde

8)
(Vi) = = ff[V,dV* ¥ dV‘]dS

Como o segundo membro de 8) é indepen-
dente de & podemos concluir que

1. o valor médio de uma fun¢io harmé-
nica sobre uma esfera é indepeudente
do rain;

2. o valor médio de uma fung¢io harmé-
nica sobre uma esfera é igual ao seun
valor central.

A afirmagiio 2. permite-nos escrever

9) (m,,=—ff[r’ e ‘Z:']ds

que é a 3.% identidade de Green.

As expressdes D), 6), 7) e 9) podem esten-
der-se ao espago exterior de § desde que
as fungdes P, Q, e R satisfagam as con-
digdes, ditas de regularidade no infinito

10) Iim ng._ Izm 2 Q=

p—+oo

=lim 2 R=0.

p—+co

Estas condigdes sfio verificadas desde que
as fungdee V; e F, sejam regulares no in-
finito, isto é, quando

11) pVi o p?

se mantenham finitas quando p — oo.

1. 3. Coordenadas ortogonais generali-

zadas

Consideremos um gistema de eixos OXYZ
ortogonais e sejam a; as coordenadas de um
ponto genérico ; facamos
12) =z, =wi(q1,92.95) ¢t=1,2,3
sendo ; funcdes univocas dos ¢;; diremos
entio que os g, constituem um sistema de

coordenadas generalizadas.
Para um deslocamento elementar ter-se-a

13) dw.-=2"”' dg

Jj=1 J

fel RN

Definindo Z; e S:; pelas expressdes
.1 2
0 x; R
14 R = = =1,2,3
) ' E ( 3?;‘) J 14y

i=1,2,8
§=1,2,8

5
dxe o0y . ;
15) 8ij= . i)
3 ,g; dqi  dG;

podemos escrever a expressio do elemento
linear em coordenadas reais como se segue

5
16) ds2 = ZRE.dg?

i=t
3 1=1,2,3
+2 Sijdgidg; Py
iFi J=1,2,8

Para determinarmos os cosenos directores
do elemento s; sobre a linha s; devemos
atender a 13) e 16).

O sistema de coordenadas generalizadas
diz-se ortogonal quundo as linhas s&; forem
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perpendiculares duas a duas o que se traduz
pelo anulamento das expressdes 1D).

Considerando, a partir deste momento,
somente sistemas ortogonais, teremos su-
cessivamente os elementos lineares ds;, os
elementos de area d.S. e o elemento de vo-
lume dV dados pelas expressdes

18) ds;=R;-dg; j=1,2,3

19) dSk=R,Rqu‘qu i,j#k:l,.?,?y
20) dV = RIRBdeQ!dQQd%'

Dada uma superficie fechada S e uma
fungio potencial V poder-se-ia deduzir a

expressio
3
21) PV=—_" g,
R] 11’2 Ra i=1 (.‘) qi
RiR. oV : ;
| — e —— ke i=1 - 2,3
( B agl | T :

do laplaciano da fungio ¥V em coordenadas
generalizadas ortogonais.

1.4. Equacdo de Laplace em coorde-
nadas esféricas

Representando por (r,6,1) as coorde-
nadas esféricas

2 =rsenf cos )

22) y = rsend sen )

z=rcosf

vem sucessivaments

93) ds?=dr2412d62 + r250n20d)3
24) 2 V=—1—-[ . (ﬂseue ‘”)
72 sen 6 ar ar

0 oV d 1 o7
B L TR g At
+oe(°“ a9)+ ) (seue ax)]

donde
- aEV aV 2V
2 9
) 612 T aor ot 0 62
r 217
+ cotg @ 9! 1 sl

+
a0 sen28 g A2

As solugdes desta equagio, numa certa
regido do espaco, dizem-se funcdes harmé-
nicas nessa regiio; convém salientar, pela
necessidade que adiante teremos, uma pro-
priedade de tais fun¢des.

Pl. Se uma fun¢io V for harménica
numa regiio interior a uma suoperficie &
tem-se

26) fffvzvcer/:oszz:ds

Suponhamos que a fun¢io V7, soluciio da
equacio de Laplace, é da forma

21 V=fi() - fo(®)- 5N =fi(r)- F(3,).

Substituindo na expressiio 25) resulta

2
28) f'F+2rf{F +fi 391:
d I 1 2 F
+ ficotg b + fi- =
Aot o T n
on
1
— [+ 2 f]
N
A[eF ) F
o g 62
1 ag r
% seu2d 0 A2 :I
donde
29) T’_fir', + Effi _ C]fl =0
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2 F oF SN -
+ cotg 6 '
o T Y et om
+alf=0
- *! 1
2" fs + cotg b f3 f5 + 2 fafd
sen?
+efofs=0
%00 [yon 0. ff/ + cos 0« f§ + 1500 8- fo]
2
* I
+2 =0
Js
e portanto
30) 3 +eafs=0
31) senf . ff' + cos 8. fi
TR B T =0
sen 6
fagamos
ep=mn(n+1) p=rcosf.
Cg =

Nestas condi¢des as solucdes das equacgdes
29), 30) e 31) sio respectivamente

fil)=m ou fi(r) = -0t
. 1 d!ll-i-!l

i) =m0 (8 - 1

fs(}) = cosmd ou J5(d) =senmA.

1.5. Fungdes associadas de Legendre;
polinédmios de Legendre; tesserais
e zonais; algumas propriedades

As solugdes f; é usual chamar-se fungdes
associadas de Leqgendre e representam-se por
P, em que o indice » é o grau e o indice
m é a ordem da fungio.

Chama-se polindémio de Legendre de grau n,
e representa-se por P, &4 fung¢io associada
de Legendre de grau n e ordem zero.

j5) pois uma funcio de 6 definida por

1 dar
27 nl d p*

32) I),. = (pﬂ . l)u

e cnja expressdo explicita é

2]

Py (a:) — E l.l_m:c"-ﬂ"
m=[]
com

[2(n— m)]!

22 (n—m)lm!(n —2m)!

byn = (— 1)

Entre estes coeficientes vale a seguinte
férmula de recorréncia (tipo triingulo Pascar)

Lokt metig =

- IIKQn—Em—lﬂM,H—Qp—EmﬂMd.
n-+

Todavia para o cilculo destes cueficientes
utilizamos a igualdade

1.3..2(n—m)—1]

nl

kn,m

s

por se disp6r de uma subrotina para o cal-
culo dos %, ;.

d
E 6bvio que

i

—(p2 — 1)* tem (2n —1)
dpt
rafzes; (n— ¢) serdo iguais a — 1; (n— 1)
serdo iguais a + 1 e { estario compreen-
didas entre —1 e + 1 sendo todas distin-

tas pelo que:

Py: o polinémio de LEGENDRE de grau
n tem = raizes distintas no intervalo

(—1,1); consequentemente < Py

dp™
tem (n — m) rafzes distintus no

mesmo intervalo.
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Dado que Py, sio solugdes de 31), quando
m =0 podemos escrevé la na forma

Q—p)Pl —2pPL+n(n+1)P,=0.

Derivando (j — 1) vezes em ordem a p
obtemos

(1 —p) PIY —2p; PO
+ (m+j)(n—j+ 1) PP -0

ou ainda

reol e -y P2
p

-—(n +j)(n—j + 1)(1— p3)=1
) PH—!) PSnj-” .

Definindo
1

Gy f(l — PP PV dp
-1

obtém-se

Gi=[1 —p2y - PP PO,
1
— [rer{ota - ke
dp
—1

1
=) (n=j+1) [(1—p2 PV PV dp
-1

=@+j)(n—y+1)G,.
Deste resultado se deduz

33) G-=M-G‘,.
(n —j)!

Sabendo que

podemos dizer

Py: os polinémios de LEGENDRE veri-
ficamn as igualdades

1
G_,:f(l — Pg)j I’E;j)l’ij)dp
—1

0 m=En
- 2 (n+ ! L
Z2n+1 (n—y)! :

E evidente que, sendo
Pipy— Pioy =2k + 1) P,

se obtém, fixando sucessivamente k=1,2,-...
«++,m, a seguinte propriedade dos polino-

mios de LEGENDRE
"

Py $+|+P;=E(2k-{-1)l°k-

k=0

Chamam-se tesserais de gram =n e ordem
m as fungdes de 6 e A definidas por

34) Bom =cosmd: Pyn

Spm =8enmd: Pon

donde resulta que para 0ZAi ZL2m as
tesserais se anulam em 2m pontos igual-
mente espacados; atendendo a propriedade
P, pode dizer-se que para 0 <8 <27 as
tesserais se anulam em n —m pontos dis-
tintos; para valores 6=0 ou 6=mw us
tesserais sio nulas.

B ficil ver, adoptando uma defini¢io ade-
quada de produto interno, que as tesserais
verificam as seguintes relagdes de ortogona-
lidade

35. 1) fJ’"R.,,,. Sijde=0  sempre
35. 2) ffzz,..,;z,-,-da=o mj

uua
35. 3) ffs,,ms.jdc:o n=i
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35. 4) JJ Rodo = 4_’;_1 —2%. G,
35. b) ij,.,,dc=ff-Sf,da
2w {m—}-n}'l =% Gn m==0.

Zn41 (n-m)!

Zonal é uma tesseral de ordem zero; de
34) resulta que as zonais 5,9 = 0 para todo
o n, enqnanto as zonais R,g= P,9= P,
se identificam com os polinémios de LE-
GENDRE.

Da representagio integral

35) P,.=lf(p +iVT—Peos w)'dw
™

se conclui a seguinte propriedade

P,: os polinomios de LEGENDRE veri-
ficam
tim P, =0

fl—+ 0O

se |p|+1.

Suponhamos que se pretende obter o de-
senvolvimento em série da fungio harménica

= segundo as poté@ncias A e
d 79

— | <1 os desenvolvimentos
T2
que vamos obter sio absolutamente conver-
gentes e podemos trabalhar seguramente;
teremos sucessivamente :

1 1

d V2o
-3{(-2)(-3-9T
L] 13 g
2 2
el 1+-’lc05=+<l) (E-coa:?a-}—L)
L] Tg g 4 -4

e
< (E:I—) (%cos Ja+ %cma) + ]

Desde que

37)

Zryrgeosa

)=

=.i[Po +-Lp (cos:x)+( ; ) Py (cos )

g L]

+ (:—;)sPa (cos ) + ]

ac ril
= Z ?-“TPM (_cﬁﬁﬂ)‘
n=0 2

Com base neste resultade facilmente se
determinava o valor de @,.

Sendo (r,0;,4) e (rg9,0;,2;) as coorde-
nadas esféricas dos pontos P;, Py teremos

38) cosa=cos b . cosl,
-+ sen 0 - sen Oy cos (A — Ag)

e portanto

39) Py(cosa) = Py(cos8;) - P;(cosfy)
+ By (61, 4) « Ry3(8g,29)
+ S (01, 4) - Sy (82,29) .

Atendendo 4 expressio de P,(cosa) re-
sulta

40)  Py(cos @)= Py(cos ;) - Py(cos by)
= LB (00, 2) - R (g Dg) + San (B, )
St (8, 39)] + —— [ R84, 1) - Raa(0,)o)
~+ Soa(8y 5 4) - Spa(02,79)]-

De um modo geral obtém-se a férmula de
decomposigdo

41) P,(cosa)= P,(cost;)- P, (cosby)

= — m) ! :
+ 2 _EI (n ) (R (8y . 24)

+ Bom (B3, 29) + Sum (01, 4) » Sam (62.79)] -
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Desenvolvimento de uma fungao
em série de harménicas esféricas
de superficie; célculo dos coefi-
cientes e convergéncia da série

Por harménica de superficie de gran u,
entende-se a fungio 1, (8,1) definida por

42) 'y (e 3 1) i 2 (aum Bom + bum Snm)

m=(

onde @um,bum sdn constantes; porque S,q
nio existe temos que determinar (22 4 1)
constantes.

Designa-se por harménica sélida i funcio
estendida a todo o espagco V(r,0,1) defi-
nida por

43) V=r"F,(6,)) ou V=r-Gt)F,(0,))

e que sio solugdes da equaciio de Laplace.

Pretende-se desenvolver uma fungio /7(8,1)
em série de harmoénicas de superficie; para
tal teremos de caleular os coeficientes a,,,.bpm
da expresséo

44) FB,) =S F.06,)

= i E (a,m R,.m + &nm 'Snm)
=0 m=0

o que se faz atendendo as relagdes de orto-
gonalidade estabelecidas para as tesserais;
assim

45.1) auo= < le F(8,2) - Pa(cosb)do
- T 0
45.2) gumr = f F(8,0) Run(8,0)do
® Gy
m==0.
45.3) bym= : f F(8,0)S m(3,N)do
™ lrym

Calculados os coeficientes ficamos a conhe-
cer I, (8,)); todavia podiamos obter F, (0,2)
a partir da férmula

2 2%
1 Fad
46) F,(0,2) = — F(5,3)
27 G
s A'=0 ﬁ‘;Jﬂ

P, (cosea)senfdao.

Comparando as expressdes 42) e 46) resulta
que as situagdes siio diferentes; com efeito
dada uma certa fungio F(6,2) vamos con-
siderar o sen desenvolvimento em torno de
um valor médio; fazemos as observacdes
e deduzem-se os coeficientes @,m,b,m apos
o que substituimos no modelo criado obten-
do-se novos valores para comparacio; dos
residuos resultantes surge a interpretagio do
modelo escolhido bem como uma melhor
determinacio dos coeficientes por técnicas
apropriadas. Devera notar-se que quanto
mais pontos forem observados tanto melhor
sera a informacio colhida.

Para além do que se acaba de dizer urge
assegurar a convergéncia da série indicada
em 44), sem o que nido teria sentido o cal-
culo dos coeficientes.

Considere-se a soma

47) srm(e,z)zim,(e,x).
n=0

O nosso problema consiste em demonstrar
que

48) lim &, (0,))=F(8,)).

m—»c0

Considere-se um sistema de coordenadas
(6,%) com o eixo passando por P;; nestas
condi¢des

sr,,(&,k):é“z":—:‘ffp(a,z)

P, (cosa)send do =
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-3 ‘““fp (cosa) p—ff'(ﬂ' T di

n=(

f 2u + 1) Py (cos a) Go(p)dp
n=0 ~

1
1 ' '
= ?f(PH-I + Pj) G{I(P)dp

1
=Go(+1)— éf(PNFI + Py) Go(p)dp

L F(ell)lﬂ—ﬂ T Rm-

Do resultado obtido em Py é evidente a
nossa tese.

Deve reparar-se que Gy(p) é precisamente

o valor médio de F(9,}) sobre um circulo
de centro em Py.
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