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H a r m ó n i c a s esféricas 

por RUI Joeo Baptiste Soares 
Faculdade d" C|6HB1U i;i.l»«i,[d0!i<' dfl Lisboa 

Introdução 

A necessidade de expandir uma função 
,).} ein série de harmônicas esféricas de 

superfície levou nos às considerações que a 
seguir apresentamos. 

Tal desenvolvimento permite aos especia-
listas uma interpretação dos modelos criados 
e a sua consequente aceitação ou negação de 
acordo com as realidades, 

1. 1. C a m p o s de vectores 

Uma região do espaço diz-se um campo de 
vectores se a cada ponto dessa região corres-
ponder um vector— vector c a m p o — c o m o 
ponto do aplicação nesse ponto e de compo-
nentes 

1) Xi-Xi{x,g,*) i= 1 , 2 , 3 . 

Sempre que no campo de vectores exista 
ama função V(x,y,z) tal que 

V 2 ) Xi - - — i = . 1 , 2 , 3 
d Xi 

diz se que ele admite um potencial. 
O significado da função potencial é sim-

ples: ao pretendermos calcular o trabalho 
efectuado pelo campo no deslocamento A B , 
d W é ama diferencial total pelo que : a di-
ferença de potencial entre os pontos A e D 
é independeute do percurso e representa o 
traballio efectuado pelo vector campo quando 

o seu ponto de aplicação se dôsloca de 
A a B. 

3 ) J d W= WB — WA. 

Ail 

Num campo de vectores, toda a superfície 
em que se verifique 

4) V {x , y , z) = constante 

diz-se superfície equipotencial. 
Convém desde já salientar algumas pro-

priedades importantes das superfícies equi-
potenciais : 

Pi : o vector campo num dado ponto é 
normal à superfície equipotencial que 
passa por esse ponto ; 

P a : a derivada do potencial segundo a 
norma! a uma superfície equipotencial 
é igual ao vector campo ; 

P 3 : os afastamentos de duas superfícies 
equipotenciais em dois pontos dife-
rentes são inversamente proporcio-
nais aos valores do vector campo 
nesses pontos. 
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1. 2. Fórmula de Ostogradsky ; identida-
des de G r e e n 

em ordem a x,y,z. Fazendo na fórmula 
D E O S T O G K A D S K Y 

Consideremos uma superficie fechada S 
limitando um volume V , e três funçfles 
P O , ; / , s ) , Q(x,y,z), Ji{x,y,z)-, repre-
sentando por l , m , n os cosenos directores 
da normal externa à superfície e por d S o 
elemento do área sobre S teremos 

r òr /3 ^ j*j"j — dxdijdz 

v 

=i(z. y) 

=ffdxd!ff 

D 

= JJünd S 

s 

em que Déa. projecção de em XO F; 
analogamente se estabeleciam as igualdades 

/a = JJJ jLQ-daedyd*^JJ QmdS 

v s 

• - f f f 
Somando as três igualdades anteriores 

obtóm-se a expressão cartesiana da fórmula 
d e O S T O Q B A D S K Y 

JJJ Làx às àzJ v 
dtj d z 

= j j [Pi + Q»> + 
s 

Consideremos duas funções V\ (a;, y , z), 
F ) (x ,y ,t) admitindo primeiras derivadas 

F 2 A I Í _ ; Q M B V2 
dx d y 

d Fi 
àz 

resulta 

6) r r r r A i L . A * j L + i i i . . i 3 J J J L à x dx dy dy 
+ i à l'a 

d z d z 
j d V 

+ J j f v , * v , < r - f f r . < £ < 8 

V S 

que constitui a 1." identidade de Green. 
Por troca de V\ e Vg obtinlia-ee uma 

expressão análoga a (>); tubtraindo-as orde-
nadamente resulta 

7) j j f [ V i V* — i]<* v 

V 

- f f b ^ - « ^ ] « s 

que traduz a 2.a identidade de Green. 
Considere-se um ponto seja Vj 

uma função harmónica em £ e façamos 

Fjj = — . Por aplicação da 2,® identidade 
d 

de Green se vê que o integral é nulo excepto 
em P 0 . 

Isolando P 0 com o volume elementar 
facilmente se vê que 

s 

S f í ^ - ^ ' 
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- / / ^ " - i r f f « « 
2 2 

donde 

( l ^ - J - f f r ^ i ü - r " 5 - 1 « . 
4 71 J J (Í7i 

s 

Como o segundo membro de 8} é indepen-
deute de li podemos concluir que 

1. o valor médio de uma função harmó-
nica sobre uma esfera ó independente 
do raio ; 

2, o valor médio de uma função harmó-
nica sobre uma esfera é igual ao seu 
valor central. 

A afirmação 2. permite-nos escrever 

9 ) ( F ^ J - F / R ^ - R . M * S 
J J \_ "-n dn J 
a 

que é a 3." identidade de Green. 
As expressões 5), 6), 7) e í>) podem esten-

der-se ao espaço exterior de S desde que 
as funçóes P, Q, e H satisfaçam as con-
dições, ditas de regularidade no infinito 

10) Um fP = lim p »Q= Um ç» .ff — 0 . 
f-.cc f-.cc p-.cn 

Estas condiçOes são verificadas desde que 
as funções Fj e Fa sejam regulares no in-
finito, isto é, quando 

11) P F , e P2 d Vi z ' = l , 2 

j - 1 , 2 , 3 

se mantenham finitas quando p - . ™ , 

1. 3. C o o r d e n a d a s ortogonais general i -
zadas 

Consideremos um sistema de eixos O X Y Z 
ortogonais e sejam Xi as coordenadas de um 
ponto genérico ; façamos 

1 2 ) x, — Xi , f a » 9s ) » = 1 , 2 , 3 

sendo x ( funções unívocas dos q j ; diremos 
então que os qj constituem um sistema de 
coordenadas generalizadas. 

Para um deslocamento elementar ter-se-á 

1 3 ) d x i = y i — -dqj i - 1 , 2 , 3 . 
M d<n 

Definindo Rj e S i j pelas expressões 

U ) J - 1 . 2 , 3 
fTi\àqi/ 

15) Sjj = V— t sfrj 
é i àq, àqj j - . 1 , 2 , 3 

podemoB escrever a expressão do elemento 
linear em coordenadas reais como se segue 

1 6 ) d * * = 2 à j ' d 9 j 

a 

S
i = 1 , 2 , 3 

Sudqidqj 
1 , 2 , 3 

Para determinarmos os cosenos directores 
do elemento d* j sobre a linha t j devemos 
atender a 13) e 16). 

17) 
d xi d Xi 1 i = 1 , 2 , 3 
d*j ~ 7 ^ 7 ' Ri j - 1 , 2 , 3 

O sistema de coordenadas generalizadas 
diz-se ortogonal quando as linhas sj forem 
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perpendiculares duas a duas o que se traduz 
pelo aauiamento das expressões 15). 

Considerando, a partir deste momento, 
somente sistemas ortogonais, teremos su-
cessivamente os elementos lineares d s j , os 
elementos de área d St e o elemento de vo-
lume dV dados pelas expressões 

18) dsj^Iij.dqj j = 1 , 2 , 3 

19) d Sk=Bi Rjdqidqj i,j=f=k = 1 , 2 , 3 

20) d V =. líi / í2 d qi d q2 d </5. 

Dada uma superfície fechada 5 e uma 
função potencial V poder-se-ia deduzir a 
expressão 

donde 

21) v 3 F = 1 

Kl fía fzí à ffi 

do laplaciaoo da função V em coordenadas 
generalizadas ortogonais. 

1 . 4 . Equação de Laplace em coorde-
nadas esféricas 

Representando por ( r t 0 , A ) as coorde-
nadas esféricas 

22) 
x = r sen S cos 1 
y = f sen 0 sen A 
s = r cos 6 

vem sucessivamente 

23) ãt?-dr* + r* d 6a + ra seua S d )a 

24) / f 2 sen 0 — —\ 
t* aett 9 t à r \ àr J 

t»e \ d 9 / à i \ sen 6 ò \ ) J 

25) . „ d v . <)aV 
cl J 2 

+ 2 r - — + 
í) i* <) 03 

<jô sen2 0 à A» 

As soluções desta equação, numa certa 
região do espaço, dizem-se funções harmó-
nicas nessa região; convém salientar, pela 
necessidade que adiante teremos, uma pro-
priedade de tais funções. 

P I . Se uma função V for harmónica 
numa região interior a uma superfície S 
tem se 

2 0 , 

Suponhamos que a função V , solução da 
equação de Laplace, é da forma 

27) V - /, (r) • f2 (9) • /5 (X) - /, (r) • F(0 , l) . 

Substituindo na expressão 25) resulta 

d2F 28) r*f{F + 2 r f { F + f v 
d 6a 

+ fi cotg 0 \-fi • = O 
e»e sen2 fi d )? 

ou 

-±-lrSf{> + 2rf{\ 
Ji 

1 r & F . * fl * F 

+ 
à 6a 

1 d 2 fi 

d 0 

• F L - O w J sen2 0 á . 

donde 

2 9 ) r*/l> + 2 r / j - c , / , - 0 
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^ F • C * F , 1 + cotg 6 — — + 
d 03 ' ' " d 0 sen3 0 d Àa 

+ ctF = 0 

/ / • / s + cotg e /a ' /a + 
1 

sen2 0 • A / t f 

+ < s i / a / s = Q 
sen 0 [sen 0 • /g;/ cos Q - f ^ -I- C! een 0 - f s ) 

JrJJ 

Á 

e portanto 

30) / s " + c a / 5 = 0 

3 1 ) sen 0 • J'2 + cos 0 • 

-1- CJ SOO 0 • F2 — C2 —— = 0 
sen 0 

façamos 

Cj = ti (n + 1) 
ca = m 

p — cos 1 

Nestas condições as soluçóes das equaçOes 
29), 30) e 31) são respectivamente 

/ i W -

/ a ; 0 ) = sen"0 

ou 

1 

/ I ( r ) = r-C+»> 

- ( P 2 - L)N 
2"TÍI dp-"1 

fs(X) = cos m X ou / 3 (X) = sen m A . 

1-5 . Funções associadas de Legendre ; 
polinómios de Legendre ; tesserais 
e zona i s ; algumas propriedades 

As soluções f'% é usual chamar-se funções 
associada* de Legendre e represeotam-se por 
Pn„ em que o índice n é o grau e o índice 
m ó a ordem da função. 

Chama-se polinómio de Legendre de grau TI , 
e representa-se por Fn à função associada 
de Legendre de grau TI e ordem zero. 

É pois uma função de 0 definida por 

3 2 ) P N 
1 d-

( p 2 - i ) " 
2 " ) i ! dp" 

e cuja expressão explícita ó m 
*u — Q 

com 

In.m - 1 ) " 
[2 (n - ».)] I 

2 " (TI — WI)! M ! (RA - 2 »1) ! 

Entre estes coeficientes vale a seguinte 
fórmula de recorrência (tipo triângulo PASCAL) 

l. 

1 

T1+ 1 

'n+l,m+l = 

[ ( 2 » - 2 » « - l ) ! M t l - ( t i - 2 m ) l n , „ ] . 

Todavia para o cálculo destes coeficientes 
utilizamos a igualdade 

1 • 3 • • - [ 2 (W — M) — 1 | 
tfl , m — • «n 

Tl 1 

por se dispór de uma subrotina para o cál-
culo dos A„ i W . 

, d' 
E óbvio que •• ~(p2- 1)" tem (2K — í ) 

d p' 
raízes ; (TI — í} serão iguais a — 1 ; (TI — í ) 
serão iguais a - ( - l e i estarão compreen-
didas entre — 1 e + 1 sendo todas distin-
tas pelo que : 

P j : o p o l i n ó m i o de LEGENDRE d e g r a u 
n tem « raízes distintas no intervalo 

d" 
( — 1 , 1 ) ; consequentemente — F n 

d pm 

tem (TI — T») r a í z e s distintas no 
mesmo intervalo. 
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Dado que P B m são soluções de 31), quando 
m = 0 podemos escreve la na forma 

(1 - 2pPÍ + «(« + 1 ) ^ = 0 , 

Derivando (J — 1} vezes em ordem a p 
obtemos 

(1 -p*)PÍm>-2pJI%> 

+ ( » + > ) ( » - J + 1) P l r l ) - o 

ou ainda 

^ { - ^ - t t t ^ t w m ] 
- - ( » +j)(n —j + l)(l - f V " 1 

* 'ii ' rc 

Definindo 
i 

o, = f ( i - p2y P^ F&dp 

obtém-se 

i 

J U - P 2 ) ' " 1 P i í " 1 ^ 0 ^ 

- ( » + » ( « - j * 1 ) -

Deste resultado se deduz 

33) 

Sabendo que 

G 0 = 

_ (M ± j ) ! r 
J' "7 T T ' m {n - j ) ! 

0 -> 

ÍÍK + l 

Til ẑ r 71 

m = 71 

podemos dizer 

P 3 : os polinómios de LEOBSDKE veri-
ficam as igualdades 

o 
o 

m =f=n 

(n + i ) l 

2 « 4 - 1 ( » — j ) l 

É evidente que, sendo 

P í + i — P i _ , = ( 2 A + 1 ) P * , 

se obtém, fixando sucessivamente k = 1 , 2 , • • • 
• • • , n , a seguinte propriedade dos polinó-
mios de LEÍÍIÍNDRE 

Chamam-se tesmeraia de grau « e ordem 
m às funções de 6 e \ definidas por 

34) Rnm <= COS WÍ A • P„„, 
Sn„ -= sen ml • P n m 

donde resulta que para 0 ^ A ^ 2 JI as 
tesserais se anulam em 2 m pontos igual-
mente espaçados; atendendo à propriedade 
Pj pode dizer-se que para 0 < B < 2 i r as 
tosserais se anulam em n — m pontos dis-
tintos ; para valores 0 = 0 ou 0 = ir as 
tesserais são nulas. 

É fácil ver, adoptando uma definição ade-
quada de produto interno, que as tesserais 
verificam as seguintes relações de ortogona-
lidade 

Sijdi7 = 0 35. 1) j j Rn 

3 5 . 2 ) j j RnmRljd<} = 0 

35. 3) JjSHaiSijd<; =0 

sempre 

m^j 

ou 

n i 
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3 5 . 4 ) í í t â o d c r = — ± Ü . 2 v G 0 
J J - n + l 

3 5 . 5 ) f j'fíltdc= ffS?imd.ü 

l ín + l ( « - m) 1 

Zonal é uma tesserul de ordetn z e r o ; de 
34) resulta que as zonais JS'„O = 0 para todo 
o n , enquanto as zonais R„ o = P„q = PH 

se identificam com os polinómios de LE-
QEMDRE. 

Da representação integral 

3<S) 3) P n = — j (jo + ( V i — jt>acos 

se conclui a seguinte propriedade 

P 4 : os polinómios de LEGEXDUE veri-
ficam 

lim p „ = 0 se | p \ 4= 1 . 
* cr. 

Suponhamos que se pretende obter o de-
senvolvimento em série da função harmónica 
1 r — segundo as potências — . 
d Tn 

Desde que < 1 os desenvolvimentos 

que vamos obier são absolutamente conver-
gentes e podemos trabalhar seguramente; 
teremos sucessivamente : 

37) i - , 1 
d V + S r i ) - a cosa 

-KOĤ H-MT* 
— — r i c o s a + Z'—\ ( —cob2<z+—) 

r a L 'a \ ' 2 / \ 4 • i j 

+ ("í)5(ÍC08 3a + lC0Sa) + '"] 

—\ P0 + - ü pt ( c o s p 2 (cos a) 

r a L f 2 V »'a / 

^ y ( c o s « ) + . . . j 
oc .,n 

- S - p ^ t e o . « ) * 
- r ó 2 

Com base nesto resultado facilmente se 
determinava o valor de G 0 . 

Sendo ( f j , Si , A)) e (ra , 0j , ?.a) as coorde-
nadas esféricas dos pontos P( , Pa teremos 

38) 

e portanto 

cos ü = cos 0 j . c o s 0 2 

-I- sen 0, - sen 0a cos (li — ),a) 

39) Pi (cos a) = P , (cos 0i) - Px (cos 02) 

+ ^ i i (Ai 

Atendendo à expressão de P a ( c o s « ) re-
sulta 

40) P a ( c o s a ) = : P a ( c o s 0 , ) - P a ( c o s 0a) 

í» 

• Bn ( 0 3 » + ™ [ # » ( 9 i , • (02 

De um modo geral obtém-se a fórmula de 
decomposição 

41) P , ( c o s « ) = P « ( c o s 6 j ) . P „ ( c o s 0 a ) 

• - 1 ( « + » 0 ' 

• (0a , + Sn m (01, X,). 8.m ( 0 a . > a ) ] . 
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1. ô. Desenvolvimento de uma função 
em série de harmónicas esféricas 
de superf íc ie; cálculo dos coefi-
cientes e convergência de série 

Por hariKÓuica de superfície de grau n, 
entende-se a função Fn (0 , A) definida por 

n 
42) F„ (0 , A) - ^ («•<« R*» + b,im S„) 

<:• -- (J 

onde a„„,,b„m são constantes; porque S„0 

não existe temos que determinar (2ii + l ) 
constantes. 

Designa-se por harmônica sólida à função 
estendida a todo o espaço F ( r , 0 , A ) defi-
nida por 

43) V=i*Fn$,l) ou F = r - < " + i > í ; ( 0 , A ) 

e que são soluções da equação de Laplace. 
Pretende se desenvolver uma função F(0,a) 

em série de harmónicas de superfície; para 
tal teremos de calcular os coeficientes onvt,bnm 

da expressão 

44) 2 
tlr̂ O 
oc n 

= ^ 2 (<*nni Rnm + l>nm Snm) 
ti—0 o 

o que se faz atendendo às relações de orto-
gonalidade estabelecidas para as tesserais; 
assim 

45.1) o n 0 ^ - J _ j J / r ( 9 , A ) . Pn(coS0)d* 

45.2) «,,,„ = - A - f fF{Q,l)R„m{B,l)da 
w gm j j 

45.3) f f F { Í , X ) 8 , j p M ° 

Calculados os coeficientes ficamos a conhe-
cer Fn (0 , A); todavia podíamos obter F„ (0 ,A) 
a partir da fórmula 

X'=0 6'=0 

Pn (coe a) sen 0 d a . 

Comparando as expressões 42) e 46) resulta 
que as situações são diferentes ; com efeito 
dada uma certa função F(0 , A) vamos con-
siderar o seu desenvolvimento em torno de 
um valor médio ; fazemos as observações 
e deduzem-se os coeficientes anm,bnm após 
o que substituímos no modelo criado obten-
do-se novos valores para comparação; dos 
resíduos resultantes surge a interpretação do 
modelo escolhido bem como uma melhor 
determinação dos coeficientes por técnicas 
apropriadas. Deverá notar-se que quanto 
mais pontos forem observados tanto melhor 
será a informação colhida. 

Para além do que se acaba de dizer urge 
assegurar a convergência da série indicada 
em 44), sem o que não teria sentido o cál-
culo dos coeficientes. 

Considere-se a soma 

4 7 ) ( • » * ) -

O nosso problema consiste em demonstrar 
que 

48) lim ^ ( 0 , A ) = F ( 9 , A ) . 
m .co 

Considere-se um sistema de coordenadas 
( 0 , A ) com o eixo passando por Pt ; nestas 
condições 

W - g S g L f f m 

P „ (cos a) sen 0 d <x = 
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i a TT 

= 2 -1>~1- f ( c o e « ) d p ~ z j ^t® ã> 
- I o 

í ( 2 n + l)n(ot**)0j(p)<lp 

fl=0 ^ J, 

1 

- — J (PU X +K)G0{p)dp 

i = G0{ + J ( P „ + I + P . ) G'a(p)dp 

D o resultado obt ido em P t é evidente a 
nossa tese. 

D e v e reparar-se que G0(p) é precisamente 

o valor médio de F(& , ?.) s obre um c irculo 
de centro em P ( . 
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