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Um processo de gerar nimeros pseudo-aleatérios
e seus lestes — fundamentos e resultados(')

por M, Anténia Amaral, Helena M. Barroso, M. Lucilia Carvalho,
M. Ivelte Gomes, Daniel A. Muller e M. F. Veiga de Oliveira
(bolseiros do I, A. C.)

0. Introdugao

Um problema basico de simulagio é o da
obtenc¢io de amostras com determinadas dis-
tribuigdes, supostas adequadas & represen-
tagdo de fenémenos do mundo real que se
pretendem explicar. Existem diversos pro-
cessos de obtencio de sucessdes de nimeros
com propriedades analogas as que teriam se
fossem extraidas de uma populagio com a
distribuigdo pretendida.

A solugido para este tipo de problemas
— qualquer que seja a distribuigio em causa
— consiste na utilizacio de nimeros alea-
térios,

A ideia do uso das tabelas de nimeros
aleatérios foi introduzida por TipPETT quando
estudava, sob a direccio de KarrL PeArsoON,
a distribui¢gio das amplitudes de amostras
extrafidas de uma populagio normal. Para
esse trabalho, TIPETT construin uma tabela
de 10400 digitos aleat6rios a partir de tabelas
dum recenseamentv, tomando os algarismos
finais dos ndmeros ai apresentados. Veri-
ficou-se posteriormente que a tabela dos

(1) Este trabalho foi realizado sob o patrocinio
do Instituto de Alta Cultura e orientagdo do Professor
J. T1ico pE Ovriverra.

aThere i¢ no such a thing as a rondam numbers

— J. von NeuMmax

10400 numeros aleatérios de TIPETT nio era
suficiente. Assim, KENDALL e BaBINGTON-
-SMITH construiram uma tabela de 100000
digitos gerados por um processo mecinico.
Ao mesmo tempo FisHER e YATES, cons-
truiram uma tabela mais pequena de 15000
digitos obtidos dum modo conveniente a
a partir da tabela Logarithmica Britannica
de Thompson. Depois da II Guerra Mundial
e devido so desenvolvimento tecnolégico dos
computadores, muitas outras tabelas foram
construidas, tornando mais simples a reso-
lugio de diversos problemas de simulagdo.

1. NdOmeros aleatérios: sua geragao
1. 1. Generalidades

-Um conjunto de nimeros aleatérios pode
ser gerado por varios processos resultantes
de fenémenos fisicos dos quais o mais simples
6 o da rotacio de um disco dividido em dez
sectores de igual area, cada qual correspon-
dendo ao seu digito. Obtém-se assim digitos
aleatérios x; que podem tomar com proba-
bilidades 1/10 os valores de 0 a 9.

Os termos de uma sucessio infinita z,,
podem ser encarados como
um nimero £ dado por
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E= Zm,-]()'i. O nimero % & aleatério no
=
intervalo [0,1[. A probabilidade de que %
fiqgue no intervalo [0,1/2[ ¢ igual a 1/2 e
que fique no intervalo [0, 1/4[ é 1/4, etc;
va-se assim, de forma intuitiva que £ unifor-
memente distribufdo em [0,1[.

Na pratica é necessario truncar a sucessio
x; numa ordem #, obtendo assim um ni-
mero £, cuja distribuicio /() é discreta
aproximando tanto melhor a distribuigio uni-
forme quanto maior for ».

Outro processo de natureza fisica é a con-
tagem, por um contador de GEercer, do
nimero de particulas emitidas por uma subs-
tincia radioactiva num determinado intervalo
de tempo.

Tem havido certa controvérsia sobre se
estes fenémenos naturais podem ser consi-
derados aleatérios. No entanto devemes con-
sidera-los aleatérios e independentes pois :

a) O conhecimento do comportamento
passado nido melhora de forma nenhuma a
predicio sobre o comportamento futuro.

b) O seu mecanismo exacto é-nos des-
conhecido.

¢) O seu comportamento nio é previsivel
por nenhuma lei determinista Gbvia.

Os processos de tipo fisico exigem por
vezes uma aparelhagem complicada e sio
muito morosos. Pode obter-se mais rapida-
mente uma sucessio de «numeres aleatérios»
programando num computador uma certa
relagio de recorréncia em que um numero
Efy; 6 gerado a partir de %], ou de um
grupo de nimeros anteriores, empregando
algum algoritmo. E claro que esia sucessio
nio é aleatéria, pois do préprio processo de
geragio deriva a possibilidade de predicdo, o
gque entra em contradi¢io com as trés exi-
géncias anteriormente feitas. No entanto, sem
ser aleatdria, pode satisfazer varios critérios

estatisticos de aleatoriedade. Tais nimeros
dizem-se pseudo-aleatdrios.

Deve ter-se também em conta que qualquer
sucessio gerada por um algoritmo e com um
numero finito de digitos é periddica e por-
tanto, de um ponto de vista pratico ha uma
limitagio do tamanho dessa sucessio para
que possa ser considerada pseudo-aleatéria.

Desde que se reconhece a periodicidade
de toda a sucessio de nimeros pseudo-alea-
térios deve-se procurar obter o maior periudo
possivel.

Vamos considerar neste trabalho um mé-
todo devido a LenMmer, definido a partir de
um processo congruencial multiplicativo:

Ro=a R,y + 2 (modm)
com neN e a, B e I, convenientemente
escolhidos.

Apenas trataremous o caso
cesso multiplicativo puro.

Teri agora interesse investigar, de acordo
com o que se disse acima, a periodicidade
da sucessio construida a partir de

g=0—

ly

IJ‘.I"O -

(1: 1) Ro=aR, 1 (modm).

Para isso vamos introduzir o conceito de
gaussiano e estudar algumas das suas pro-
priedades.

Vejamos primeiro um resultado preliminar

sobre congruéncias [13]:

Trorena 1. Se m.d.c. (I1,m) =p, entdo

la=la’ (mod m) seesbése a=a' (mad%——) ot

DesmoxsTrRAgA0. Vistoque m.d.c. (I,m)=p,
tem-se

=lL4p, m=mp com m.d.c. (/;,m)=1.

axel

Por hipotese la—la' = am com

lla—ad)=4Lpla—a)=amp
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logo

Lia—ad)=am.

Como /; e m; sdo inteiros primos entre
si, conclui-se que a — a' é miltiplo de m,,
ou seja, de m/p, o que prova a implicagdo
directa. A reciproca é imediata.

Demonstra-se que

TeoreMA 2. Se e e m sdo inteiros pri-
mos entre i, enldo existe um nimero posilivo
x tal que

e=1 (mod m).

DemoxsTRAGX0. Dados ¢ e m, existem
inteiros d;, 0 L di<<m, tais que

26N .

e =d;(mod m)

Como ¢ e m sio primos entre si, d;50
para todo o 7 e existem indices j.k <Zm
tais que dj=d; com j==k. Admitamos que
J<k.

Entao, atendendo ao teorema 1,

e=-/=1 (mod m)
e o inteiro pretendido é z =k — .

DeriNigio. O menor inteiro x satisfa-
zendo o teorema 2 diz-se gaussiano de m
na base ¢ e representa-se por

rx=gss(m,e).

Vamos agora enunciar trés regras [7] que
nos permitem calcular o gaussiano de intei-
ros que satisfagcam determinadas condigdes.

I. Se osinteiros m e n sio primos entre
Bi @ com ¢, entdo

gss(mn,e)=m.m.c.[gss(m,c),gss(n,e)].

II. Se = 6 um fmpar primo, ¢ & primo
com ® e r 6 tal que =" é a maior poténcia

de m que divide e**(%:¢&) —1, entdo

gss(ﬂp’e)={gss(w,s] se pLr
wrgss(w,e) Be p>r.

III. Se existe um inteiro ¢ 0 tal que
e=4¢t+3 e r étal que 2* é a maior po-
téncia de 2 que divide ¢ + 1, entdo

1 se p=1
gsa(2®,e)=12 se l<pZr
2 88 PR,
A aplicagio do conceito de Gaussiano a
determinacio do perfodo é dada pelo seguinte
teorema ;

TeorREMA 3. A sucessdo dos R, definida
em (1. 1.) emi que « e m sdo primos entre st
e com Ry, é periédica com pertodo igual a

gss(m,a).

DemoxsTrRAGAO. De R,=a«R,_; (modm)
conclui-se facilmente que R,=a" Ry(mod m).

Seja x=gss(m,a«). Entio = é o menor
inteiro positivo tal que

o =1 (mod m)
e entio
a* Ry=R;(modm)
a1 Ry =2 Ry (mod m)

L T )

arth Ro==a* Ity (mod m)

o que demonstra que a sucessio é periddica.
O periodo nio pode ser menor que &, por-
que se

a'Ry=o/Ry(modm) com 7,j<x
entio, atendendo ao teorema 1, se 7 <)
e/~i=1(mod m)

o que vai contra a hipétese de x ser gaus-
siano de m na base «.
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1. 2. Aplicagéo prética

Com 'base nestes resultados fomos cons-
truir uma tabela de 1002 ndmeros pseudo-
-aleatérios uniformes. Utilizimos um compu-
tador «Time-Sharing General Electric Mark I
(GE 265)».

Para construir a tabela que apresentamos
usamos em (1. 1)

=104 + 3
m = 108
Ry—108—3

o que da uma sucessio de perfodo igual a
gss(108,104 4 3) (ver teorema 3).

Este valor calcula-se facilmente aplicando
as regras indicadas:

Por aplicagio da regra I tem-se

ges8(108,104 + 3) = m. m.ec.
[ges(28,10% + 3),gs8(58,104 4 3)].

Ora gss(28,10% +3) pode calcular-se
pela regra III. Com efeito, com ¢ = 2500,
tem-se 1044+ 3 =4¢+ 3. A maior potén-
cia de 2 que divide 10* +3 +1 é 22, o
como 6>2, tem-se gss(26,10% + 3)=
= 26-2 — 16 .

Quanto ao calculo de gas(58,10% 4+ 38),
podemos aplicar a regra II, visto que 10443
é primo com 5. E facil ver que

g83(5,100 +3) =4,

e que a maior poténcia de 5 que divide
(104 4+ 3)*—1 & b!. Como 6>1, tem-se

gss(d8,10% +3)=581 gas(b, 104 +3)=4.55.
Logo

g88(108,10% + 3)—m. m. c.
(16,4 . 5% —50.000.

Para a dimensiio da tabela que construfmos
(1002), consideramos que este periodo di
uma margem de seguranga suficiente o que
sera comprovado na secc¢io seguinte.

O programa para a construgio da tabels
— ALEAS — encontra-se reproduzido e con.
venientemente detalhado no anexo I.

2. Critérios de aleatoriedade

Uma vez gerados os niimeros pelo métode
congruencial multiplicative de LEBMER, temos
de verificar, de acordo com o que foi dite
anteriormente, se satisfazem os seguintes cri-
térios de aleatoriedade:

a) a sua distribuigio aproxima tanto
quanto possivel a distribui¢do uniforme

b) os nimeros tém correlagio ndo signi-
ficativamente diferente de zero.

Com esse objectivo fomos entio aplicar
aos numeros obtidos os seguintes testes de
aleatoriedade e uniformidade: teste de fre-
quéncia, teste de correlagio serial e testes
sobre a fungdao de distribuigdo.

2.7

Teste de frequéncis

Numa sucessio de nimeros aleatérios uni-
formes é de esperar que cada digito ocorra
aproximadamente com igual frequéncia, nio
86 globalmente como também por colunas.
Testamos portanto essas hipdteses, aplicando
a cada uma delas o teste do X2. i

O teste foi feito com auxilio do computa-
dor, por meio do programa CONTAR (ver
anexo II).

Os resultados obtidos (quadro I) levaram
4 nio rejeigio da hip6tese a um nivel de
significincia « = .10 e portanto também aos

niveis habituais de .05, .01 e ,001.

-
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QUADRO |

Frequéncia dos digitos e valores de

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 12

coluna 1 92 107 97 113 97 100 104 112 83 97 1002 7.5609
coluna 2 97 117 93 104 109 95 99 113 85 90 1002 9.6168
colana 3 77 94 110 106 112 101 101 112 94 95 1002 10.4950
colunn 4 101 100 100 103 79 108 91 99 102 119 1002 9.5968
coluna § 103 94 92 102 101 94 95 113 116 92 1002 6.6228
coluna 6 90 97 104 124 99 106 95 906 88 103 1002 9.2974

total 560 609 596 652 597 604 585 645 0568 596 6002 12.8104

Teste de correlagéo serial

2, 2.

2.2.1. Descrigdo

Uma sucessio de nimeros oy, Tg,:«, Tp,er+
diz-se aleatéria se ;,xg,:-+,Ts,*-- 84O
independentes e semelhantes. I pois 6bvio
que um modo de veriticar a aleatoriedade
consiste em testar a independéncia. Os testes
frequentemente usados para esse fim sio ba-
seados na correlacio serial.

O coeficiente de correlagio serial circular
de pusso h é definido por

i (@i — ) (xiyn — )

Th= Le=] =

3 (o —zp

=T

n
2 R
n

= i=]

22-‘

em que x = ———
q n

para valores de i

® x;yx 6 substituido

POT Ziys—n tais que
i+h>n.

Partindo da hipétese da independéncia e
normalidade das observac¢des, ANDERSON [1]
mostrou que a distribuigio exacta de r, é

dada por

(n-3)
e X na
Prob r, > B = 3 “—F)
im] F

Vi1 éRévn

em que

% = cos (27 i/n)

n-1
2
a.-=H(v,--_uj) ge n=3,5,...
J=1
i
n-2
—_—r
¢i=‘/‘-’s+1H(Vi‘—vj) se n=4,6,...
3=l

jki



2 GAZETA DE MATEMATICA
n—3 w2
1,2,...’ = 6 n 6 iﬂ]pﬂr Rﬁ= Za‘;.’x‘,-_i_,-,.
m—= 3 =
1,2;..,~—= se n & par g
VS Uma vez que se esti a trabalhar com a

Para 7., com &k primo com =n, a distri-
buigiio é a mesma que a de 7.

A par desta distribui¢io exacta, apresenta
uma distribuigio assinttica extremamente

simples, baseada no facto de »; + % estar

aproximadamente distriduido como um coefi-
ciente de correlagio de PEarsoN para n+ 3
observagdes e portanto que

; ( 1 ) (n—1)Vin + 1)
rp=(ry+ e
n—1 V2 —3n

é assintoticamente normal reduzida, simbaoli-
camente 9t (0,1).

Varios autores se tédm debrucado sobre a
distribui¢io dos coeficientes de correlagio
serial, baseando-se na bipétese da normali-
dade dos valores observados, evidentemente
restrictiva, pois frequentemente a distribuigio
F(z) subjacente nio é conhecida.

Warp e Worrowrrz [12] apresentam um
teste de permutagdo que satisfaz as seguintes
condigdes :

?) Se F(x) é continua o tamanho da re-
gido critica nio depende da funcio de distri-
buigio F(x), o que torna o teste de signi-
ficincia possivel quando nada é conhecido
sobre /K (r), excepto a sua continuidade.

i7) Se F(xr) nio é continua, mas todos
os momentos sio finitos e a variincia nio é
nula, o tamanho da regiiio eritica aproxima-se
quando 7 — oo do tamanho que teria se
I'(x) fosse continua, e neste caso ainda é
possivel fazer um teste assintdtico.

O teste baseia-se n#do propriamente no coe-
ficiente de correlagio 7,, mas sim na esta-
tistica

subpopulagiio de todas as permutagdes dos

n
verdadeiros valores observados, Eazi )

i=1
n

Zx? gio constantes, e portanto, a estatis-

i=1

tica K, é uma funcio linear de 7.
Demonstra-se que se i for primo com n

a distribui¢io de R, é a mesma de R,.

O sen valor médio e a sua varidncia sio

dados por

2_'&
DA s e
n—1
2
eI o TR
n—1

58— 4878, + 48,8+ 53 —98, .
(n—1)(n—2)

[ Si-8)?
n—1

Sr=ja‘;.

iml

em que

A distribuigfio assintética de

o R—E(R)
l o (f,)

é normal reduzida.
Da relacio

E[R, RkJ=E|:(i 'I‘x-'l‘im) (£T63i+k)]=

=40 E(x)a3xz) +n(n —4) E (ryagwyry) =
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Sig

n
nn—1)(n — 2)

St
n(n—1)(n—2)(n — 3)

+n(n—4)

em que
Sy =518, — 85 —28,85+28,
Sy =S — 65753 +85,S;+853-68,

deduz-se que a covariincia entre K e Ri
tende para zero por valores negativos, quando
n—++co (k e k primos com n).

Uma vez que o teste de ANDERSON exige
a normalidade das observacdes, geramos
nimeros normais a partir dos uniformes
(ver secgio 3) e aplicAmos a esses nimeros
nio 86 o teste de ANDERSON mas também o
Warp-Worrowirz. Os resultados obtidos
levaram-nos a suspeitar da equivaléncia assin-
i6tica dos testes. Na realidade conseguimos
provar a sua equivaléncia assintética, na
hipétese da normalidade, como vamos ver,

Recordemos que dois testes baseados em
estatisticas assintoticamente normais se dizem
assintoticamente equivalentes se os valores
médios tiverem o mesmo limite e o cociente
das varidncias tender para um.

O teste de ANDERSON baseia-se na estats-
tica r, que é assintoticamente normal de
valor médio — 1/(n — 1) e de desvio padrio
Va2~ 3n/(n —1)Yn+1. O teste de WaLD-
-WoLrowITZz baseia-se na estatistica 72,, que
como vimos esta relacionada com a pri-
meira per

.Il)p, —= S?)’ﬂ
Sy — Si/n

ry =

@ que é assintoticamente

St — 8 83— 8
m | } 2 2 1+
( " K R |

& S} —457S;+485, 85+ 83—2 8, >
(n—1)(n—2)

(S? _ S!I )2 112
= n—1 ) )

Chamando E (7)), V (rx) ao valor médio
e 4 varidncia de 7, dados por ANDERsON,
e E\(rs), Vi(ry) ao valor médio e varidncia
de r; obtidos a partir de E,(/),) e Vi(&)),

valor médio e varidncia de R, dados por
WarLp-WoLrowirz, tem-se

E\(Ry) — S{/n =
Sy — Si/n
1
=1

El (?‘p,] =

= E(!"A)

e, na lip6tese da normalidade e indepen-
déncia dos valores observados

Vi(RY)
V, - L
V) = (5, — S¥p
" 1 l 83 — 8, &
(Sq— S¥np | n—1

S — 4818, +45,8; +8-28,
(rn—1(n—2)

Nl

Assim, tendo em conta que n.m; = S;,
facilmente se conclui que

-

lim V() =
n-+o V(r,‘)
F ﬂ! 4
= = 1
L (e
isto 6,

E(ra) = £, (ra)

lim M) _ 4
nsem Fira)
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e portanto, na hipétese da normalidade e
independéncia da amostra, os testes sio de
“facto assintoticamente equivalentes, pois as
estatisticas de teste r, tém assintoticamente
a mesma distribuigio.

2.2. 2. Aplicagdo

Atendendo ao facto da distribuicio de R,
(ou r,) ser a mesma de R, (ou r;) para
todo o & primo com =, resolvemos fazer
o teste nio para =n=1002, mas para
n=997, maior nimero primo mais préximo.
Assim poderiamos testar todos os £, (ou r))
F=1,2,:-.,n). E evidente que nio ha
necessidade de os considerar todos. Adop-
taimos o critério sugerido por JENKINS, isto
é, tomamos apenss os primeiros m = n/4
valores dos R; (ou 7;) (anexo III).

Vejamos como formular o teste de WaLo-
-Wovrrowi1Tz.

Assintoticamente, as variiveis aleatdrias
R ({=1,...,n) sio normais de valor mé-
dio nulo, varidncia unitaria e correlagio nula,
sendo portanto assintoticamente indepen-
dentes duas a duas,

Consequentemente e para grandes valores
de n, as variaveis aleatérias | /| sdo tam-
bém independentes duas a duas.

Da férmula de BooLr

P (L"J A,) =i P(A,-) - Z E P(."l_,-n ."LJ +
i=1

i=1 1<)
YTy 1>"'P(ﬁ A;-)
i=1

e atendendo que
1— P(n A.») = P(U AE)
i=] i=1
vem

1- N1 —PA) <P (ﬂ A.) z

i=]

"

£1-3(1-P(4) + Y S P4in 4.

i=1 i<y

Consideremos os acontecimentos A;
A =R | <y].

Entio, devido & simetria nos |R?| da
distribui¢io conjunta dos | R} |, tem-se

1—m(1—P(4) < P[ﬁﬂfe:wy]]é

=1

él—m(l—P(Al)H(’f’,‘)(lumAIUAa»-

Fixando e=m((1—P (4)=2m (1—¢(y),
em que ¢ 6 a fungio de distribuigio de uma
normal N (0, 1), designemos por 'V =
= ¢ (1 —c¢/2m) a solugio desta equacio.

Como A; e A, sio acontecimentos assin-
toticamente independentes podemos, para
grandes valores de m, substituir

1 — P(A4,UA,) por (1 — P (4)2= &

md
e portanto assintoticamente
1 —-Céf’[ﬂ [IR:| <y“’]]é
i=1
m(m—1) ¢2 c?
Zl—et+ ——m— — L1l —ec+ —.
i 2 me " 2

Ao nivel de significincia « determinamos
¢ de modo que 1 — « seja o ponto médio
do intervalo anterior,

(1—¢)4(1 —e+c?/2) 2

2

-

c—cif4

a=1—

ou seja, ¢=2(1 —V1— «); o erro no nivel
2 e
de significincia é < = =(1—V1—a,2 sendo

¢ - VT=p
o erro relativo (1= V1—2? &
o 4







