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Um processo de gerar números pseuc/o-a/eafórios 
e seus testes — fundamentos e resultados (') 

por M, Antónia Amaral, Helena M. Barroso, M- Lucília Carvalho, 
Al. Ivette G o m e i , Dan ie l A. Muller e M. F. Veiga de Oliveira 

(bo!i*lroi do I. A. C.) 

nThere iff no such a thing at a rondam number» 

— J . TON NUNIIUFFN 

0- In t rodução 

Um problema básico de simulação 6 o da 

obtenção de amostras com determinadas dis-

tribuições, supostas adequadas à represen-

tação de fenômenos do mundo real que se 

pretendem explicar. Existem diversos pro-

cessos de obtenção de sucessOes de números 

com propriedades análogas às que teriam se 

fossem extraídas de uma população com a 

distribuição pretendida, 

A solução para este tipo de problemas 

— qualquer que seja a distribuição em causa 

— consiste na utilização de números alea-

tórios, 

A ideia do uso das tabelas de números 

aleatórios foi introduzida por TIPPETT quando 

e s t u d a v a , s o b a d i r e c ç ã o d e KARL PEARSON, 

a distribuição das amplitudes de amostras 

extraídas de uma população normal. Para 

esse trabalho, TIPETT construiu uma tabela 

de 10400 digitos aleatórios a partir de tabelas 

dum recenseamento, tomando os algarismos 

finais dos números aí apresentados. Veri-

ficou-se posteriormente que a tabela dos 

('} Este trabalho foi real izado sob o patrocíoio 

tio Inst i tuto de A l ta Cu l tura e orientação do Professor 

J . T I A O O BE O L I V E I R A . 

10400 números aleatórios de TIPETT não era 

su f i c i en te . A s s i m , K E N D A L L e BA I I IN«TOS-

-SMITH construíram uma tabela de 100000 

dígitos gerados por um processo mecânico. 

A o m e s m o t e m p o F ISHER e Y A T E S , c ons-

truiram uma tabela mais pequena de 15 000 

dígitos obtidos dum modo conveniente a 

a partir da tabela Logaritnmica Britannica 

de Thompson. Depois da I I Guerra Mundial 

e devido ao desenvolvimento tecnológico dos 

computadores, muitas outras tabelas foram 

construídas, tornando mais simples a reso-

lução de diversos problemas de simulação. 

1. Números aleatórios: sua geração 

7. I. Genera/ídades 

.Um conjunto de números aleatórios pode 

ser gerado por vários processos resultantes 

de fenómenos físicos dos quais o mais simples 

é o da rotação de um disco dividido em dez 

sectores de igual área, cada qual correspon-

dendo ao seu dígito. Obtêm-se assim dígitos 

aleatórios que podem tomar com proba-

bilidades 1/10 os valores de 0 a 9. 

Os termos de uma sucessão infinita x t , 

a?a » *"' i ^ i i * * • podem ser encarados como 

os dígitos de um número £ dado por 
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í = 1 0 " O número t ó aleatório no 

í = i 

intervalo [ 0 , 1 [ . A probabi l idade de que \ 

fique no intervalo F 0 , l / 2 [ 4 igual a 1/2 e 

que fique no intervalo [0 , 1/4[ é 1 4 , e t c ; 

vê-se assim, de forma intuitiva que £ unifor-

memente distribuído em [0 , 1 [ . 

Na prática ó necessário truncar a sucessão 

aí; numa ordem t t , obtundo assim um nú-

mero cuja distribuição F n ( . r ) é discreta 

aprox imando tanto melbor a distribuição uni-

forme quanto maior for n . 

Ou t ro processo de natureza física é a con-

tagem, por um contador de ( T E I I J E R , do 

número de partículas emitidas por uma subs-

tância radioact iva num determinado intervalo 

de tempo. 

Tem bavido certa controvérsia sobre se 

estes fenómenos naturais podem ser consi-

derados aleatórios. No entanto devemes con-

siderá-los aleatórios e independentes pois : 

a) O conhecimento do comportamento 

passado não melhora de forma nenhuma a 

predição sobre o comportamento futuro. 

Ò) O seu mecanismo exacto é-nos des-

conhecido. 

c) O seu comportamento não é previsível 

por nenhuma lei determinista óbvia. 

Os processos de tipo físico exigem por 

vezes uma aparelhagem complicada e são 

muito morosos. Pode obter-se mais rapida-

mente uma sucessão de nnúmeres aleatórios» 

programando num computador uma certa 

relação de recorrência em que um número 

ír+i é gerado a partir de t * , ou de um 

grupo de números anteriores, empregando 

algum algor i tmo. É claro que esta sucessão 

não è aleatória, pois do próprio processo de 

geração deriva a possibilidade de predição, o 

que entra em contradição com as três exi-

gências anteriormente feitas. No entanto, sem 

ser aleatória, pode satisfazer vários critérios 

estatísticos de aleatoriedade. Tais números 

dizem-se pseudo-aleatórios. 

Deve ter-se também em conta que qualquer 

sucessão gerada por um a lgor i tmo e com um 

número finito de dígitos é periódica e por-

tanto, de um ponto de vista prático há uma 

l imi tação do tamanho dessa sucessão para 

que possa ser considerada pseudo-aleatória. 

Desde que se reconhece a periodicidade 

de toda a sucessão de números pseudo-alea-

tór ios deve-se procurar obter o maior período 

possível. 

Vamos considerar neste trabalho um mé-

todo devido a LEHMER, definido a partir de 

um processo congruência! mul t ip l icat ivo: 

Ra = a + 3 (mod m) 

com n e N e a, |3 e Ra convenientemente 

escolhidos. 

Apenas trataremos O caso pro-

cesso multiplicativo puro. 

Terá agora interesse investigar, de acordo 

com o que se disse acima, a periodicidade 

da sucessão construída a partir de 

l ogo 

( 1 . 1 ) Rn = x /?„_] (mod rn) . 

Com< 

para tc 

tais quf 

j < k 

En t ã 

Para isso vamos introduzir o conceito de 

gaussiano e estudar a lgumas das suas pro-

priedades. 

Vejamos primeiro um resultado prel iminar 

sobre congruências [13]: 

TEOREMA 1. Sem.d.c. (1 , M) = p , eiitão 

i a = 1 a' (mod m) se e só se a = a' ^ mod • 

D E M O N S T R A Ç Ã O . Visto que m.d.c. ( t , m ) = p t 

tem-se 

í = í [ ] j| m = mxp com m . d . c . { / l J » i ( ) = l . 

Por hipótese l a — l a ' — a m com a e Z 

l(a — a') =* lx p (a — a ' ) = a JW, p 

Y a n 

nos p 

roa q 

com 

i 
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Como /) e 77}| são inteiros primos entre 

si, conclui-se que a — a' è múltiplo de mx , 

ou seja, de i>i/p, o que prova a implicação 

directa. A recíproca é imediata. 

Demonstra-se que 

T E O R E M A 2 . Se t e M sdo inteiros pri-

mos entre si, então existe um 7iúmero positivo 

x tal que 

1 (moei m) . 

DEMONSTRAÇÃO, Dados e e m, existem 

inteiros d, , 0 ^ di < m , tais que 

ef = rfi(inod m) t e N • 

Como e e m são primos entre si, 0 

para todo o i e existem índices j ,k 

tais que dj=dk com j k . Admitamos que 

j < k . 

Então, atendendo ao teorema 1, 

tk~3=L 1 (mod m) 

e o inteiro pretendido é x = 4 —j. 

D E F J N I Ç Ã O . O menor inteiro x satisfa-

zendo o teorema 2 diz-se gaussiano de m 

na base s e representa-se por 

x = j s » ( m , £ ) . 

Vamos agora enunciar três regras [7] que 

nos permitem calcular o gaussiano de intei-

ros que satisfaçam determinadas condições. 

I . Se os inteiros m e n são primos entre 

si e com g, então 

g i s(m n , e) = m. m, c. [g ss (rn , e) , g ss (« ,e)]. 

I I . Se Jt é um ímpar primo, í é primo 

com « e f é tal que 7tr ó a maior potência 

de x que divide ^"t7 1 '1) — 1 , então 

f n s s (tt , e) se p ^Cr 
g s s (*" , e) - \ J K ' ' ' — 

[ g s s ( i t , e) se p > r . 

I I I . Se existe um inteiro í ^ O tal que 

t = 4 í + 3 e r é tal que 2r ó a maior po-

tência de 2 que divide t + 1 , então 

g s s { 2 P 

1 se p — 1 
2 se I < p ^ T 

2"-' se p > r . 

A aplicação do conceito de Gaussiano h 

determinação do período é dada pelo seguinte 

teorema : 

TEOREMA 3. A sucessão dos RN definida 

em (1. 1.) em que a. e m são primos entre si 

e COÍÍÍ KQ , é periódica com período igual a 

g s s ( m , < * ) . 

D E M O N S T R A Ç Ã O . D e R „ = a R „ _ ] ( m o d m ) 

conclui-se facilmente que R„ R0 (mod m). 

ÍSeja x — g s s (m , «) . Então x é o menor 

inteiro positivo tal que 

e então 

01*= 1 (mod rn) 

a.x R 0 = R 0 (modm) 

I i „ s a R 0 ( m o d m ) 

atI+k H0 = a 1 i í ( l (modj« ) 

o "que demonstra que a sucessão é periódica. 

O período não pode ser menor que x , por-

que se 

a' R 0 = cnJ R 0 (mod m) com i,j<ix 

então, atendendo ao teorema 1, se i<Cj 

1 (mod m) 

o que vai contra a hipótese de x ser gaus-

siano de 77i na base a . 
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I . 2. Ap l i cação prática 

Com base nestes resultados fomos cons-

truir uma tabela de 1002 números psoudo-

-aleatórios uniformes. Utilizámos um compu-

tador «Tíme Sliaring General Electric Mark. I 

( G E 265)». 

Para construir a tabela que apresentamos 

usámos em (1. 1} 

* = 10* + 3 

m ~ 10a 

fí0 = 1 0 8 — 3 

o que dá uma sucessão de periodo igual a 

g s s(10e , 10« -f- 3) (ver teorema 3). 

Este valor calcula-se facilmente aplicando 

as regras indicadas : 

Por aplicação da regra 1 tem-se 

g í » ( I 0 e , 101 + 3) = m . r n . c . 

[ g a i (2®,10* + 3 ) , 9 « < 5 « , J0* + 3)] . 

Ora g s s (20 , 10* 3) pode calcular-se 

pela regra I I I . Com efeito, com t 2500 , 

tem-se 104 + 3 = 4 i 3 . A maior potên-

cia de 2 que divide 10* + 3 + l é 2" , e 

como 6 > 2 , tem-se g a a (28 , 10* + 3) = 

= 2 6 - 2 = l ( j . 

Quanto ao cálculo de g a s (5® , IO4 -f- 3 ) , 

podemos aplicar a regra I I , visto que 10* + 3 

è primo com 5. É fácil ver que 

g as (5 ,10* + 3 ) = 4 , 

e que a maior potência de 5 que divide 

(10* + 3)4 - 1 é 5 ' . Como 6 > 1 , tem-se 

0SS(58, 10* f 3 ) = 5«-« $aa(p, 104 f 3 ) = 4.»5 . 

Logo 

g s J ( 1 0 » , 10 4 +- 3 ) = m . m . c . 

(16 , 4 • 55) = 50.000. 

Para a dimensão da tabela que construímoi 

(100:í), consideramos que este período ds 

uma margem de segurança suficiente o que 

será comprovado na secção seguinte. 

O programa para a construção da tabela 

— A L E A S — encontra se reproduzido e con-

venientemente detalhado no anexo I . 

2. Critérios de olealoriedade 

Uma vez gerados os números pelo método 

congruencial multiplicativo de LEHSIER, temoi 

de verificar, de acordo com o que foi dito 

anteriormente, se satisfazem os seguintes cri-

térios de aleatoriedade : 

a) a sua d i s t r i b u i ç ã o aproxima tanto 

quanto possível a distribuição uniforme 

b) os números têm correlação não signi-

ficativamente diferente de 2ero. 

Com esse objectivo fomos então aplicar 

aos números obtidos os seguintes testes de 

aleatoriedade e uniformidade: teste de fre-

quência, teste de correlação serial e testei 

sobre a função de distribuição. 

2. 7. Tesfe de frequência 

Numa sucessão de números aleatórios uni-

formes ó de esperar que cada dígito ocorra 

aproximadamente com igual frequência, não 

só globalmente como também por colunas. 

Testámos portanto essas hipóteses, aplicando 

a cada uma delas o teste do Jta . 

O teste foi feito com auxilio do computa-

dor, por meio do programa CONTAR (ver 

anexo I I ) . 

Os resultados obtidos (quadro I ) levaram 

à não rejeição da hipótese a um nível de 

significância a = ,10 e portanto também aos 

níveis habituais de .05, .01 e ,001. 

2. 2 . 

2. 2. 1 

Um 

diz-se 

indepi 

que u 

consif 

freqm 

seado 

O i 

de pa 

i 
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QUADRO I 

Frequência dos dígitos e valores de y} 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 X1 

coluna 1 92 107 97 113 97 100 104 112 83 97 1002 7.5G09 

coluna 2 97 117 93 104 109 95 99 113 85 90 1002 9,6168 

coloria 3 77 94 110 106 112 101 101 112 94 95 1002 10.4950 

coluno 4 101 100 100 103 79 108 91 99 102 119 1002 9,5968 

coluna & 103 94 92 103 101 94 95 113 110 92 1002 6.6228 

coluna 6 90 97 104 121 99 106 95 96 88 103 1002 9,2974 

total 560 609 596 652 597 604 585 G15 568 596 6002 12.8104 

2. 2. Teste de cor re /ação seria/ 

2. 2. I. Descrição 

U m a sucessão de números , • • 

diz-se aleatória se , « 3 , »•• ,a?m| <•• são 

independentes e semelhantes. Ê pois óbvio 

qoe um modo de verificar a aleatoriedade 

consiste em testar a independência. Os testes 

frequentemente usados para esse fim são ba-

seados na correlação serial, 

0 coeficiente de correlação serial circular 

de passo h é definido por 

^ — x) (Xi+h ~ x) 

i = 1 

2 a\ — 

2 t * -

(H 
i=I 

(H 

em que x = • •= ] 
e aci+t é subst i tu ído 

por para valores de » tais que 

t + h > n . 

Part indo da hipótese da independência e 

normal idade das observações, ANDERSON [1] 

mostrou que a distr ibuição exacta de r^ é 

dada por 

P r e b | 
fr — B) 

2 

i - l 

em que 

Vi = cos (2 ir i /n ) 

n-l 
2 

(»«—'*> 
i-1 

2 

se r — 3 

* í = VVi Hf 1 X J (ví — vj) se « = 4 , 6 , . . . 
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m 

í , 2 , • • • — se « é í m p a r 

« — 
se n é par 

Para rtc, com k primo com n , a distri-

buição é a mesma que a de r t . 

A par desta distribuição exacta, apresenta 

u m a distribuição a3SÍDtótíca extremamente 

simples, baseada no facto de J-J + —* estar 

aproximadamente distridufdo como um coefi-

ciente de correlação de PEAKMON' para N + 3 

observações e portanto que 

f i + 

1 \ (n — 1)^/(11 +• 1 ) 

N - J Vifl 3 n 

é assintoticamente normal reduzida, simboli-

camente 3 t ( 0 , 1 ) „ 

Vários autores se tSra debruçado sobre a 

distribuição dos coeficientes de correlação 

serial, baseando-se na hipótese da normali-

dade dos valores observados, evidentemente 

restríctiva, pois frequentemente a distribuição 

F(x) subjacente não é conhecida. 

W A L D e W O L K O W I T Z [ 1 2 ] a p r e s e n t a m u m 

teste de permutação que satisfaz as seguintes 

condiç&es: 

t) Se F(x) é continua o tamanho da re-

gião critica não depende da função de distri-

buição F(x), o que torna o teste de signi-

ficância possível quando nada ó conhecido 

sobre F (jr), excepto a sua continuidade. 

it) Se F (a?) não é continua, mas todos 

os momentos são finitos e a variância não é 

nula, o tamanho da região critica aproxima-se 

quando ft-* eo do tamanho que teria se 

F(x) fosse continua, e neste caso ainda é 

possível fazer um teste assintútico. 

O teste baseia-se não propriamente no coe-

ficiente de correlação rh , mas sim na esta-

tística 

Rk = V -
i =1 

Uma vez que se OBtá a trabalhar com a 

subpopulação de todas a3 permutações dos 
n 

verdadeiros valores observados, ^ a\ e 

h 

^ x? são constantes, e portanto, a estatis-

( = i 

tica Ih é uma função linear de rh , 

Demonstra-se que se h for primo com n 

a distribuição de Jih ó a mesma de i J j . 

O seu valor médio e a sua variância são 

dados por 

£ ( 7 ? , ) = 
<5? ~~ 

n — l 

71 — 1 

s* - 4 Sa + 4 8l S5 + Sl - 2 St 

em que 

i-i 

A distribuição assintótica de 

BÏ = ~ E ( R l ) 

é normal reduzida. 

Da relação 

-= 4 n E(arj al x3) -f n ( « — 4) E(r, x3 ,r3x t) = 
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4 n-
'121 

+ n (ji — 4) 

« ( « — l ) ( n - 2) 

^ i i u 

n (n — 1) ( » — 2 J{w - 3) 

em que 

8m = S* ~ Sl - 2 5, + 2 Si 

Sn i i = 5 f - 6 S f S l + 8 S , S 5 -f 3 - 6 

deduz-se que a covariância entre Rt e Ji\ 

tende para zero por valores negativos, quando 

n + oo (A e k primos coro n ) . 

Uma vez que o teste de ANDERSON exige 

a normalidade das observações, gerámos 

números normais a partir dos uniformes 

(ver secção 3) e aplicámos a esses números 

não só o teste de ANDERSON mas também o 

WALD-WOLFOWITZ. OS resultados obtidos 

levaram-nos a suspeitar da equivalência asain-

tótica dos testes. Na realidade conseguimos 

provar a sua equivalência assintótica, na 

hipótese da normalidade, como vamos ver. 

Recordemos qne dois testes baseados em 

estatísticas assintoticamente normais se dizem 

aasiutoticamente equivalentes se os valores 

médios tiverem o mesmo limite e o cociente 

das variâncias tender para um. 

O teste de ANDERSON baseia-se na estatís-

tica que ó assintoticamente normal de 

valor médio — l/(n — 1) e de desvio padrão 

V * 8 - 3 a / ( n — l ) / n + 1 . O teste de WALD-

-WOLFOWITZ baseia-se na estatística l i / , , que 

como vimos está relacionada com a pri~ 

meira por 

rh 
Ih - S3x/n 

S3 — &i/n 

e que é assintoticamente 

9Í 
S f — $2 { — Si 

n — 1 ' y n — 1 

S* - 4 Sf Sq + 4 St S3 4-

( » - i ) ( » — â ) 

Chamando E (rh), V (rh) ao valor mód io 

e À variância de r* dados por ANDERSON, 

e (?-ft) , I', (rA) ao valor médio e variância 

de rA obtidos a partir de È\ ( if*) e Vl(Rt,) , 

valor médio e variância de R>, dados por 

WALD-WOLFOWITZ, tem-se 

E, W = 
EX{R„)- Sf/n 

S 2 - S f / n 

n- 1 

e, na hipótese da normalidade e indepen-

dência dos valores observados 

»'i (n) 
Vx (R„) 

(S2 - Sf/nf 

S$ — Si 

(Si 

_ 1 f si - Sj i 

- Sx/n)2 í » - 1 

+ 
si - 4 S? Ss + 4 St Sj 4- Sf ~ 2 Si 

(» - I H « - 2 ) 

Assim, tendo em conta que n • wi; = S t , 

facilmente se conclui que 

lim 

= lim (14- * WlM = 1 
( n _ l )9 (n — 2 ) ) 

isto é, 

1{ V, (rt) i lim —'- — 1 
v ( n ) 
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6 portanto, na hipótese da normalidade e 

independência da amostra, os testes são de 

facto assintoticarnente equivalentes, pois as 

estatísticas de teste rh têm assintoticarnente 

a mesma distribuição. 

2. 2. 2. Aplicação 

Atendendo ao facto da distribuição de Rh 

(ou r s e r a mesma de R j (ou r^) para 

todo o h primo com w , resolvemos fazer 

o tes te não p a r a n — 1002 , mas para 

« = 997, maior número primo mais próximo. 

Assim poderíamos testar todos os A', (ou Í\) 

(í = 1 , 2 , • • - , » ) . Ê evidente que não bá 

necessidade de os considerar todos. Adop-

támos o critério sugerido por J E N K I N S , isto 

é, tomámos apenas os primeiros WJ = n / 4 

valores dos R , (ou (anexo 111). 

Vejamos como formular o teste de W A L D -

- W O L F O W Í T Z . 

Assintoticarnente, as variáveis aleatórias 

RJ são normais de valor mé-

dio nulo, variância unitária e correlação nula, 

s e n d o portanto assintoticarnente indepen-

dentes duas a duas. 

Consequentemente e para grandes valores 

de n , as variáveis aleatórias | R* | são tam-

bém independentes duas a duaB. 
Da fórmula de B O O L B 

p f ü K S p ía<) - 2 s p {A j n A i ) + 

V=1 / K j 

+ . . . + ( - 1 

e atendendo que 

1 

^ i - 2 ( i - p{A)) + 2 S p ( A > n • 
í- t 

vem 

CoQsideremos os acontecimentos Ai 

4 i - [ | * r | < » ] , 

Então, devido à simetria nos | R* | da 

distribuição conjunta dos | R* \ , tem-se 

i _ m ( i _ p (At)) é p j ^ p [| ifr | < ^ 

- m ( 1 - Í > ( 2 ) (1 ( A u . 

Fixando e = m ( l — P ( J , ) ) = 2 m (1 —(J(^)) , 

em que 0 é a função de distribuição de uma 

n o r m a l 9 1 ( 0 , 1 ) , designemos por — 

= 0- ' ( l — c /2m) a solução desta equação. 

Como At e As são acontecimentos assin-

toticarnente independentes podemos, p a r a 

grandes valores de m , substituir 

l - P Í ^ L M a ) por (1 - P (^,))a = " 4 " 
vfl 

e portanto assintoticarnente 

i - ç ^ p j ^ p i [\8i\< y t ^ J ^ 

Ao nível de significância a determinamos 

c de modo que 1 — a seja o ponto médio 

do intervalo anterior, 

(1 - c ) + ( 1 — c-t-ç3/3) 
(X = 1 — =» C C* 4 

i ~ 2 a - p u í ) ) ^ p ( n £ 

ou seja, c = 2 ( l — V I - « ) ; o erro no nível 
,2 . -

de significância é < — = (1 — v l — aj2 sendo 
4 

o erro relativo _fX ~ v 1 ~ = - 1 
« 4 
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Somos então conduzidos à não rejeição da 

hipótese deade que todos os valores obser-

vados das variáveis aleatórias Ji* caiam no 

intervalo [ — , • 

Na aplicação do teste aos númeroa uni-

formes e para k=0 . 10 , obtém se y ) = 3.5±, 

O que conduziu à não rejeição da hipótese de 

independência. 

Aos números normais aplicámos não só 

este teste como também o de ANDEKSON. 

A formulação assintótica do teste de AN-

DERSON é i d ê n t i c a À d o t e s t e d e W A L D -

-WOLFOWITZ, porque as variáveis aleatórias 

r j são também assintoticamente independen-

tes duas a duas. 

Ambos os testes conduziram à não rejeição 

da hipótese da independência dos valores 

observados ao nível de significância a = 0.10. 

2. 3. Testes de distribuição 

No que se segue consideraremos as esta-

tísticas ordinais (« 'n •• • , x'n) dos números 

pBêudo-aleatórios obtidas a partir da amostra 

inicial (T) , - , ar„) . 

Vários métodos não paramétricos têm sido 

propostos para testar a hipótese de n obser-

vações terem sido extraídas de uma popula-

ção com uma determidada função de distri-

buição F(ar). A maior parte destes métodos 

baseia-se na comparação da função de distri-

buição suposta F(x) com a função de dis-

tribuição empírica Sn{x). 

Para testar a uniformidade dos números, 

utilizámos alguns destes testes que passamos 

a descrever. 

2, 3. I. Tesfe de Kolmogorov-Smirnov 

T E O R E M A 4 ( K O L M O G O R O V ) . Seja S„(x) a 

função de distribuição empírica correspondente 

a uma amostra de dimensão n extraída de 

uma população com função de distribuição 

continua F (x) . 

Considere-se a variável aleatória 

D a = sup | S n ( x ) - F ( x ) | 
—oo<X+oo 

Então 

QW = 

f Prob (y^n D„ < X) se % > 0 

se 0. 

lioi Qo (X) = Q (X) 

4 °° 

2 (— l ) k exp ( —2 k s A2) se >.>0 

= — ao 

0 se 

Com base neste teorema pode-se estabe-

lecer um teste não paramétrico, para testar 

a hipótese IJÜ que especifica a função de 

distribuição desconhecida F(x). 

Assim p a r a uma a m o s t r a o r d e n a d a 

(x\ t • • • , x
1,,), a função de distribuição em-

pírica ó dada por 

Sn(x) 

0 x<x\ 

k/n x\^x<.x'k+\ k = 1,. 

1 x^x' 

Seja dn o valor observado da variável 

aleatória D» para a amostra considerada. 

Conclui-se facilmente que 

em que k = 1 , 2 , •• -, n e Sn = 0 . 

Para testar a hipótese ao nível de sig-

nificância a , determina-se À0 tal que Q(X0) — 

= 1 — a . Se dn~^.\/\/n, rejeita-se a hipó-

tese / / 0 . Caso contrário o teste não conduz 

à rejeição de I / 0 . 

2. 3. 2. Tesfe de Cramer-von Mises 

Este teste baseia-se na estatística 

tti = n \Sn(x)-F(x)l* dF(x) 
*J—ro 

ü 


