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1. Num artigo anterior, introduzimos a 
definição de inteiro regular módulo n: um 
inteiro a diz-se regular módulo n, se existe 
algum inteiro x Tal que 

a ^ x = a (mod. n ) . 

Mostrámos ([1], teorema 2) que a ó regu-
lar módulo n , se e só se o máximo divisor 
comum ( a , n), de a e n , ê divisor unitário 
de n , quer dizer, é primo com o quo-

71 . Em símbolos, ciente 
( a , n ) 

(1) 

Num outro artigo ([2], teorema 2), mostrá-
mos que a é regular módulo n , se e só se 

(2) =È a (mod. n) 

onde cp(ii) designa, como de costume, o nú-
mero de inteiros positivos primos com n e 
que não excedem n . 

Nesta nota vamos dar uma outra condição 
para que um inteiro seja regular módulo n , 
em termos de um certo semigrupo gerado 
por esse inteiro. 

2. Designemos por S o semigrupo for-
mado pelo c o n j u n t o jO , 1 , 2 , • , n — l j 
munido da operação de produto módulo n . 
Seja b um inteiro qualquer e seja a o ele-
mento de S tal que b = a (mod. TÍ). Então 
ó imediato que b é regular módulo n , se e 

só se a é regular módulo n . Além disso, 
se y ó um inteiro tal que 

a2y = a (mod .« ) , 

então existe evidentemente um elemento x 
em S tal que, no semigrupo S, se tem 
a2® = a . Um tal elemento x ê justamente 
0 resto da divisão de y por ÍI . 

Por isso, nesta nota, limitamo-nos a consi-
derar os inteiros pertencentes ao semigrupo S . 

Yamos estabelecer o seguinte 

TEOREMA: Seja a e S ; então a é regular 
módulo n, se e só se o subsemigrupo de S 
gerado por a é um grupo. 

DEM. : Com efeito, suponhamos que A é 
regular módulo n e seja A o subsemigrupo 
gerado por a . Então de (2) resulta que a 
igualdade 

ai +?(«)_ a 

é válida no semigrupo S e, portanto, 
é elemento neutro de /I (tendo-se, evidente-
mente, = 1 , se e só se a é primo com 
n ) . 

Todo elemento de A é da forma a' com 
1 í <1 <p (n)! na verdade, se t! é um inteiro 
maior que <p(») e não divisível por 
então tom-se a'' = a', onde t é o resto da 
divisão de t! por <p(?í) e, se il é divisível 
por ? ( « ) , então tem-se a1' = W , 
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É imediato que, para ! < * < < } > ( " ) , o ele-
mento a' é inverslvel e o seu inverso é a f W - ' 
por outro lado, o inverso de é eviden-
temente a f í " ) . 

Daqui resulta que A ê um grupo. 
Inversamente, suponhamos que o subsemi-

grupo A de S é um grupo. 
Então existe um inteiro positivo mínimo s 

tal que 

au . a' = au para todo a" de A. 

Em particular, tem-se a 1 + l = a em A, 
isto é, no anel dos inteiros, tem se 

(3) — a = kn 

para algum inteiro k , 
Ora, seja d o máximo divisor comum de 

a e n, isto é, 

(4) a — dq , n = dq' e (5 , q') = 1 , 

para inteiros convenientes q e q'. 

Para concluirmos que a é regular módulo 
»', basta, em virtude de (I), mostrar que 
d I* n , ou seja, que (d , q') = 1 . 

De (3) resulta, atendendo a (4), que se tem 

q (as — 1) = kq' 

e, como (ç j çO = 1 ' tem-se k = hq para 
algum inteiro h , donde 

a' — 1 = hq', 

o que mostra que a é primo com q'. Daqui 
resulta que (d ,q ' ) = 1 , o que completa a 
demonstração. 
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