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Uma ínfroduçao a Teoria das Distribuições 
por Fernando Sequeira 

Lrlftboa 

1, I n t r o d u ç ã o 

O progresso dos diferentes ramos da ciência 

tem exigido a criação constante de novas 

entidades matemáticas que, por sua vez, vão 

originar ulteriores desenvolvimentos da ciên-

cia. As distribuições são um exemplo desta 

dialéctica: a física e a electrotecnia definiram 

certas propriedades que as distribuições de-

viam verificar, que serviram depois, de base 

à respectiva axiomática. Uma vez criada, ela 

origina novas investigações, novas análises 

naqueles e outros ramos da Ciência. 

As entidades matemáticas satisfazem pois 

a certas propriedades definidas à priori pelos 

fenómenos a estudar, e o seu valor mede-se 

pela capacidade que confere para analisar ou 

representar mais exactamente a realidade. 

A criação destas entidades, corresponde 

em geral uma abstracção crescente, o que não 

significa de modo algum uma descripção 

menos objectiva dos fenómenos. Km geral 

sucede até que a descripção é muito mais 

realista, e as distribuições são um exemplo 

flagrante desse realismo. 

Com elas torna-se possível representar 

alguns conceitos de física e de electricidade, 

como por exemplo, o de partícula material, 

carga pontual, distribuição de carga em su-

perfície e em dupla-camada, o impulso unitá-

rio dos electrctécnicos, etc. E foi possível 

ainda justificar e definir as condiçOes em que 

são válidas muitas das operaçOes e cálculos 

efectuados até agora de uma forma heurística. 

O cálculo simbólico usado pelos electrotéc-

nicos fica justificado e adquire uma simplici-

dade que não tinha com as funções. 

A noção de distribuição é na realidade uma 

generalização do conceito de função, e foi a 

insuficiência deste para descrever alguns fenó-

menos que originou o aparecimento das dia-

tríbuiçOes. Os conceitos de matemática são 

muitas vezes generalizações de conceitos an-

teriores, generalizações essas que visam objec-

tivos definidos. Assim sucedeu com a passagem 

dos números inteiros aos racionais, e destes 

aos reais : resolveu-se o problema da medida. 

E asiui sucede agora cora as distribuições. 

As entidades que se generalizara, são em 

geral elementos de um conjunto, munido de 

certas estructuras, de certas propriedades : 

e ó exactamente este conjunto com a sua 

estructura que se ampl ia ; cria-se um eobre-

conjnnto do primeiro, conservando as suas 

principais propriedades, raas por forma a 

obter-se o objectivo desejado. 

Partindo-se pois do conjunto das funções 

complexas, definidas e contínuas sobre um 

conjunto aberto do R'1, passa-se ao das dis-

tribuições definidas sobre o mesmo conjunto, 

conservando-se a estructura de um espaço 

vectorial complexo. E esta ampliação é feita 

de modo a tornar sempre possível a deri-

vação. 

É dosta ampliação que trataremos no pará-

grafo seguinte. No entanto, liraitar-nos-emos 

a trat i r o caso das distribuições de ordem 

finita definidas sobro a recta. Mais concreta-

mente, ao presente artigo tentaremos dar 

uma pequena contribuição à divulgação a 

nível elementar de teoria das distribuições. 

Faremos uso da axiomática introduzida por 

J . Sebastião e Silva, que ju lgamos ser a mais 

intuitiva e talvez a de mais fácil apl icação. 
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2 . D i s t r i b u i ç õ e s d e o r d e m f in i ta 

Seja £(R) o espaço vectorial complexo for-

mado pelo conjunto das fuoções complexas, 

definidas e continuas sobre R , mun ido das 

operações usuais de adição e de mult ip l icação 

por escalares, e Gl (R) o seu sub-espaço cons 

t i tuldo pelas funções continuamente deriváveis. 

Part indo de 6(R) e conservando a sua 

estructura vectorial, é possível criar um seu 

sobre-espaço mín imo, onde a derivação é 

sempre possível, um operador l inear e um 

pro longamento da derivada definida em Ê1 (R). 

Tor outras palavras, as distribuições são 

elementos de um espaço vectorial complexo E 

que verifica, a seguinte propriedade: 

I . Existem duas aplicações lineares 

<í>:e(R) -* E e D : E E 

tais que • 

i) <P é injectiva (assegura quo E 6 um 

sobre-espaço de S(R)) : 

ü) Se fè&{H)t então $(/>) >= DQ{f) 

(garante que a derivada D em E é um pro-

longamento da derivada em £ ' (R ) ) ; 

iii) Todo o ip e E pode exprimir-se na forma 

ip = D" {f) onde n é um inteiro mio negativo 

e f s ®{R) (E será então o menor sobre-es-

paço de e(R) onde a derivação ó sempre 

possível) ; 

ÍV) Se Dy — Q, então <p = <P (constante) 

(esta condição ó decisiva para a construção 

da teoria). 

Antes de procedermos à demonstração da 

existência e da unicidade (a menos de um 

isomorfismo) de um espaço E verificando 7 , 

vamos demonstrar algumas propriedades re-

lativas à derivação em E , supondo que E 

existe. 

primit iva. E m virtude de g'(x)^=f(x) para 

todo o real a?, e de ii) vem 

D<P(g) = <!>(/) 

e portanto, designando por J O operador 

pr imit ivação considerado, 

quaisquer que sejam o natural p e a função 

continua j , o que a s s e g u r a o seguinte 

resultado : 

I I . Dado Ç = Z ) n í » ( / ) , com / « ( J ( R ) e 
n inteiro não negativo, tem-se 

ÈT*'* ® { J * f ) = ( / ) 

qualquer que seja o inteiro natural m. 

Dadas d u a s d i s t r i b u i ç õ e s Dn ( f ) e 

® P ° ' s sempre possível reduzi-las a 

derivadas da mesma ordem de imagens dadas 

por $ de funções cont inuas: / ) " $ ( / ) = 

* ( • / • / ) e D™<b(g) = Dn+m<i>(Jng), 

Tomando em consideração a propr iedade 

tu) e a l inearidade de D e de $ , por in-

dução pode demonstrar-se ainda que : 

I I I . A derivada de ordem n (inteiro natu-

ral) de uma distribuição è nula se e só se ela 

é a imagem dada por de um polinómio de 

grau inferior a ?i. 

Por sua vez, tendo presente a propr iedade 

I I , dadas duas distribuições » = Dn <I>(/) e 

(JÍ = Dm <|» (g) com f , g e £ ( R ) , vem que 

(I) ? + ^ = Z)n+m<J>(t/'7 + J*g) 

e 

(2) 

S e j a / e e ( R ) e g(x)= f f l f i d t 
J o 

uma sua 

qualquer que seja C . 

F ina lmente, da relação 1) e de I I I infere-

se que : 
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I V . DnQ(f) Dm<P(g) se e só se Jmf— 

J"g é um polinómio de grau inferior a n vi. 

As propriedades I I , I I I e I V , bem como 

as relações 1) e 2), suo pois conseqüências 

de I . Tendo presentes estes resultados de-

monstra-se então q ue : 

Se E| e são dois espaços vectoriais com-

plexos que, associados às aplicações lineares 

respectivamente , <I>j , e . 't^ , verificam 

I , então a aplicação Oi-Ej -» E2, que a cada 

elemento j ( / ) de E\ faz corresponder 

o elemento (/ ) de E2, ê um isomorfismo 

que verifica a igualdade S (D\ '?) => /'2 (^ ?) 

qualquer que seja <p e 2? t . 

Isto ó, se existe um espaço E que verifica 

I , a menos de um isomorfismo ele é único. 

Para demonstrar a sua existência, conside-

remos agora o conjunto (R) dos elementos 

da forma tinf com n inteiro não negativo 

e / e S ( R ) . Sobro este conjunto consideremos 

ainda a relação de equivalência definida do 

seguinte m o d o : dados dois elementos Dnf e 

D g, eles dizem-se equivalentes se e só se 

J"f — Jng è um polinómio de grau. inferior 

a n + m , 

Sobre o conjunto das classes de equiva-

lência assim obtidas, o qual passaremos a 

designar por G u (R ) t é possível definir uma 

estructura de espaço vectorial complexo in-

troduzindo as operações de adição e de mul-

tiplicação por escalares seguintes: 

a) Dados dois elementos [-D"/'] e [D" g~\ 

de <?U(R), denomina-se soma [£>*/] + [ti™g] 

o elemento dado por 

(3 ) [ * > • / ] + + 

b) D e n o m i n a - s e produto 1 • [Dnf j do 

complexo 1 por [£>*/] o elemento dado por 

(4) * • [ * > " / ] - [ * > " ( > / ) ] 

Nestas expressões usou-se a notação [ • ] 

para designar a classe dos elementos equiva-

lentes ao de <?* (R) que figura dentro do pa-

rêntesis, Esta notação será ut i l izada 110 de-

curso do trabalho, bem como a de C(j(R) 

para designar o espaço vectorial destas classes. 

E m <?U(R) consideremos então as apl icações 

D • su CR) ^„(R) e definidas 

pelas relações 

(5) n m " V T _ r n n + l 

(6) 

Elas são lineares, o í» ó in ject iva; alóm 

disso, se / e £ H R ) tem-se 

* (/O = W J = [Vf] - tf * ( / ) 

ou ainda 

s e / admite derivada e <?(R) de ordem n . 

Por sua vez, quaisquer que sejam o inteiro 

natural n e a função contínua f , tem-se que 

(que se demonstra por indução), e se 

ti [Dn f\ = [0] vem [ D " * 1 / ] = [0], 

sendo portanto f um pol inómio de grau 

inferior a n - f 1 , o que significa 

[ D " f ] = D " (constante) 

Fica assim provado que <=U(R) associado 

às aplicações lineares definidas em 5) e G) 

verifica a propriedade 1 , e portanto a exis-

tência de uin espaço que verifica I . 

Se identificarmos <!>(/) com f para todo 

o / e £ ( R ) , o que é legitimo devido à injec-

tivídade de 4», adquire pois sentido dizer-se 
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que uma distribuição é realmente uma deri-

vada de ordem finita de uma função contínua. 

A título de exemplo, consideremos a função 

g (x) definida por 

se a; ̂  0 

se x < 0. 

E la admite derivada (no sentido usual) em 

todos os pootos x =5^0; a sua derivada ó a 

função de HEAVÍSIDE h(x), nula À esquerda 

da origem o igual a 1 à direita. Esta derivada 

é uma verdadeira função, não estando no 

entanto detiuida na origem. 

Reconhece-se também que A(x) admite 

derivada em todos os pontos & 0 . A sua 

função derivada seria portanto nula e definida 

no complementar da origem. No entanto é cos-

tume dizer-se que a derivada de h(x) é a 

função 3 (x) nula no complementar de origem 

e i n f i n i t a p a r a x = 0 , de tal sorte que 

/
'+» .••+«> 

3 (x)d x ~ I õ (x)dx — 1 q u a l q u e r -e <J —m 

que seja o real s > 0 . 

Embo r a se prove que esta função 3 (x), 

que alguns chamam efunção impulso unitária» 

e outros «função 3 de Dirac» , não pode 

existir, a admissão da sua existência tem sido 

de grande utilidade. A derivada de h(x) era 

suposta existir num sentido que não estava 

definido. 

Com a teoria das distribuições estas deri-

vadas de g { x ) adquirem um sentido claro, 

podendo-se escrever 

k{x)~Dg(x) 

e 

3( x) = D*g{x) 

A f u n ç ã o de MEAVISIDE o a de DHIAC s ão 

pois distribuições definidas sobre a recta, e 

como veremos mais adiante, 3(x) verifica 

efectivamente a igualdade 

Analogamente se pode definir a função 

g(x- <x) 

, . (x — a se X^ a 
9 (»—*)= ~ 

t u se x <« 

com oc real, e as suas derivadas 

h (x — a) = D g(x — a ) 

e 

3 (x - a) = W g (se — «) 

que se dizem translatadas de respectivamente 

g (.x1), h (x ) e 3 (x^. 

Exerc íc ios propostos 

1. Demonstre por indução a propr iedade 

I I I . 

2. Sendo 9 e f dois elementos de ^ ( R ) , 

verifique que DQ^DÍp i m p l i c a 0 = ç -f-

+ constante. 

3. Determine as soluções D e í „ (R) da 

equação 

D B Ô = 0 ( n : na tu ra l ) . 

4. Determine uma primit iva de 

[m-J=-~\. 

\j — QO 
3 (x) i 

5 . Designando por Tt , « e R , o operador 

translacção que a todo o / ( « ) 6 ^ ( R ) faz 

corresponder a sua translatada / (ar — a) , 

verifique que va definido por 

í [ Z > Y l - . [ & M ) ] VfeG(R) e n e N 

é um automorf ismo de 

Prove ainda que 

T(Z>¥) = D( tç) 

qualquer que seja ç e (R ) . 
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6. Construa uma t e o r i a axiomática do 

espaço vectorial complexo £ u ( / ) , das distri-

buições escalares de ordem finita, definidas 

sobre um intervalo aberto I c : R - Prove que 

estas distr ibuições se podem apresentar como 

derivadas general izadas de funções continuas 

sobre 1 . 

7. Des ignando por o espaço das 

distribuições de ordem finita definidas sobre 

um intervalo aberto 1 c R(IÍ, (vidé problema 

6) considere as aplicações q u e a cada 

/ e £ ( R ) faz corresponder a sua restricçao a 

Tf e p, : ^ ( R ) -* definida pela relação 

? , [ £ > " / ] = [£>"(&/)]>; para todo o / e £ ( R ) 

e todo 0 n e N (N : conjunto dos números 

naturais). 

Posto isto, prove que : 

a) f j Ó um pro longamento a ^ ( R ) de p,; 

por esse mot ivo tem também a de-

signação de restrição a I ) . 

b) A r e s t r i ç ã o a I da d i s t r i b u i ç ã o 

[D aa; log\x j ] é a f u n ç ã o i se 7 não 

x 
não contiver a or igem; 

c) O mesmo em relação à distr ibuição 

J5 a[jc log j x | + <xg (a:)] onde 

a e R e g (x ) = 
x se x ^ 0 

[0 so x < 0 . 

d) S e J não contiver a origem 

7 , 4 - 0 . 

8) Uma distr ibuição diz-se nula 

num intervalo a b e r t o 1 CZ R « sempre que 

<f = 0 (vidé prob lema anterior). O comple-

mentar de reun ião de todos os intervalos 

abertos I d R tais que % — 0 , diz-se o 

suporte da distr ibuição ç . 

Posto isto, prove q u e : 

a) O suporta de ô (x) é a o r i gem ; 

b) O suporto de função de IÍEÀVISIDE é 

o semt-eixo real n ão negativo. 

3- A s [ u n ç õ e s l o c a l m e n l e s o m á v e i s e 
as m e d i d a s i n t e r p r e t a d a s c o m o d is -
f r i b u i ç õ e s 

No parágrafo anterior definimos distribui-

ções como derivadas de funções cont ínuas . 

Interessa-nos agora relacionar as distr ibuições 

assim obtidas com algumas classes de funções 

úteis pelas suas apl icações. 

Consideremos pois o conjunto das funções 

complexas, localmente somáveis sobre a recta, 

identif icando duas destas funções sempre que 

elas diferem quando muito sobre um con jun to 

de medida à Lebesgue nula. O con jun to des-

tas classes de funções, mun ido das operações 

usuais de adição e de mul t ip l icação por 

complexos, constituí um espaço vectorial com-

plexo, que passaremos a designar por (R ) . 

Ora prova-se que toda a pr imit iva 

( 1 ) / ( « ) - fT9(t)dc 

de uma função localmente somável f í f x ) , é 

absolutamene cont ínua, e que existe a deri-

vada f'(x) = g(x) quási por toda a parte. 

Reciprocamente, toda a função absolutamente 

contínua è primitiva de uma função de -íJ,(R)* 

A aplicação linear de - í l ( R ) em ® B ( R ) que 

a cada elemento ye-CÍ(R) faz corresponder 

a distribuição [Df] com / ( x ) = I g(t)dt, 

•Jo 
6 injectiva, o que permite pois identif icar 

-íc(R) com um sub-espaço de e
t t (R)> e por-

tanto interpretar toda a função localmente 

somável como uma distr ibuição. 

Com esta identificação, torna-se então pos-

sível definir derivada de qua lquer ordem de 

uma função localmente somável . 

Analogamente , dada uma medida f*(x) sobre 

a recta, o integral 
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definô uma função, que é usual designar por 

primit iva da medida, e que é de variação 

l imitada sobre cada intervalo compacto da 

recta. Reciprocamente, dada uma função g(x) 

de variação l imitada sobre cada intervalo 

compacto, pondo para todo o intervalo [a , ,3], 

onde <7(a~)=litn g(x), fica determinada uma 

medida sobre a recta que se designa 

por derivada do g : JI = D g . 

Além disso, prova-se que toda a função de 

var iação l imitada sobre cada intervalo com-

pacto ó localmente somável , e que duas 

primit ivas de uma mesma medida diferem 

entre si exn uma constante. A apl icação linoar 

que a cada medida p (x) faz corresponder a 

distr ibuição Dg, sendo g uma primit iva de 

fjt, 6 pois injectiva, o que permite identificar 

toda a medida com uma distr ibuição, e por-

tanto, definir também derivada de qualquer 

ordem de uma medida. 

Em resumo, as funções localmente somáveis, 

e as medidas são distribuições; no entanto 

esta interpretação, no quo se refere às pri-

meiras, impl ica a identificação de duas quais-

quer funções localmente somáveis, sempre 

que elas tomam os mesmos valores quási por 

toda a parte. 

A distr ibuição de DIRAC constitui um exem-

plo de uma medida, que a cada intervalo faz 

corresponder a medida 1 ou 0 , consoante 

esse intervalo contém ou não a origem. A 

f u n ç ã o de I I IAVISIDE è p o r sua vez uma 

primit iva de 3(ar) o uma função localmente 

somáve l ; está definida no complementar da 

or igem, e nesta pode se-llie atribuir qualquer 

va lor . 

Exercícios p r o p o s t o s 

1. Determine as distribuições que se iden-

tificam com aa seguintes funções 

se x racional 

se x i rracional 

b) v (af) =• 

c) r{x) — 

0 se x 0 ou x racional 

1 se x > 0 e x i rracional 

0 se x ^ 0 ou x irracional 

1 se x > 0 e x racional . 

4. V a l o r d e u m a d i s t r i b u i ç ã o n u m p o n t o 

Sabemos como ao conceito de função está 

l igado o de valor num pon to ; e como este ó 

importante para que as funções possam re-

presentar dependências entre grandezas. No 

entanto, quando em -^(R) se identificam 

duas funções que tomam o mesmo valor 

quási por toda a parte, este conceito parece 

perder significado Ora com a teoria das 

distribuições pode voltar a falar-se de valor, 

neste caso de uma distr ibuição, num pon to ; 

e este va lor é deíiuido por forma que quando 

a distr ibuição ó uma função contínua numa 

viz inhança desse ponto, o valor da distribuição 

coincide com o valor desta função. 

Este objectivo consegue se com a seguinte 

definição : 

I . Diz-se que uma distribuição e (R) 

tem valor num ponto a 6 R , se e só se ela 

admite uma representante Dnf,f 6 £ ( R ) , tal 

que existe o limite 

n\f(x) 
l im 
JC n (x — a ) " 

e esse limite que se representa por ç (<*) deno-

mina-se valor de <j> no ponto a. 

Esta definição tem sentido uma ven que : 

t) Dadas duas representantes Dnf e Dm g 

da mesma distribuição se existem os limites 

lim n [ f ( w ) e lim m [ f f ( x ) 

(K — a)" (.r — <x)m 

a) u (ar) — eles Bão iguais ; 

ii) So existo e ó contínua a derivada f ^ 

< 
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de ordem n de f em todo o ponto x de uma 

vizinhança de a , então /<"> («) = ç («) (resulta 

de simples apl icação da regra de L Hospj-

T I L ) ; 

MI) Se qs e ijj são duas distribuições com 

valor no ponto a , 0 = ip + tf e » — X• ç , 

com l e C (C : p lano complexo), então 

H * 3 = ? ( « ) + +(« ) 

to ( a ) = A • <p (a) . 

A apl icação de I às distribuições de HEA-

VI SI DE e de D I R A C 3 ( X ) conduz aos 

seguintes resultados: /í(a) = l e 3(a) = 0 

se « > 0 ; h (a ) = ifyi) = 0 se a < 0 . Ne-

nhuma destas distribuições tem valor na 

origem. 

Um outro conceito importante é o de limite 

lateral : 

I I . Dada uma distribuição cp diz-se que 

ela tem limite lateral à direita [A esquerda] do 

ponto ci e R, se e só se ela admite uma repre-

sentante D n f , f e E(R) , tal que existe o limite 

l í m " ' / M 
* _ (a; — a)" 

r .. « ! f(x) -| 
r e sp . l im • • ••• 

L (*-«)• J 

Este limite denomina-se limite lateral de <p 

à direita [resp. à esquerda] do ponto x, e 

representa-se por <p (a-1*) [resp. ç (a - ) ] . 

Demonstra-se também que estes valores, 

quando existem para uma dada distribuição, 

são independentes do representante escolhido 

para os determinar, e verificam propriedades 

semelhantes às enunciadas em tu . 

No caso da função de IIEAVISIPE h(x) e 

de 3 ( » ) , tem-se: A ( 0 + ) - 1 ; h ( 0 " ) _ 0 j 

3 (0+) =• 5 (O - ) = 0 . Efectivamente, de 

h(x) = Dg{x) 

Hz) = D2g(x) = D*(g(x) - x) 

onde 

vem 

, . b se x ^ O 

Zn [0 se x < 0 

ft(Ò+)= l i m 

h(Q~) =• l i m = 0 

3 ( 0 + ) » m 3 ! f g W - x ) M 0 

Ò ( 0 " ) = lim 2 ' g ( x ) =0. 
x 2 

Interessa também relacionar estes l imites 

laterais, com conceitos aDálogos l igados à 

teoria das funções, E tem part icular interesse 

o caso das primitivas de medidas, que são 

funções localmente somáveis. Dada uma des-

tas primitivas / ( x ) , prova-se que existem 

os limites laterais, lim f(x) o l im f(x) n o 
X X' j£ - (X_ 

sentido das funções, em todo o ponto a. e R , 

e que eles coinçidem com os mesmos l imites 

calculados no sentido das distribuições. 

É o que se passa, por exemplo com a 

função de HEAVISIDE h (x) na o r i gem : em 

ambos os casos tem-se l im A (x ) = l e 

l im k (x) = 0 . 

O conceito de limite de uma função f(x) 

quando x tende para -)- » [ — « , ] , t ambém 

pode ser general izado e apl icado às dis-

tribuições : 

I I I . Diz-se que o limite qnando x -*-f-oe> 

[x -+ — oo] de uma distribuição <p é f i , e 

escreve-se lim <p ( x ) =• P ou ç ( + = |3 
X -+ 4- CO 

[resp. Hm <p(x) = (3 ou <f>( — oo) = p] quando 
~ — - - O*:: 

existe uma representante Dnf de 9 tal que 

l im J v ' = (3 
i->-|-cc X* 

[resp. l im " = p]. 

• 

x — 
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Este limite é independente do represen-

tante de o escolhido para o determinar, e 

se a derivada j 7 e x i s t e numa vizinhança 

de + oo [ — 0 0 ] , bem como o l im /M ( a : ) 
X -> -f- 5D 

[resp, l im /<" ' (#)], então tem-se 
'Z •* - -JJ 

l im /<">(*) = < p ( + = 0 ) 

[resp. l im /(n)(a;) = <p(— co)]. 

A l ém disso, demonstram-se ainda proprie-

dades respeitantes à sua l inearidade, isto é, 

propriedades análogas às enunciadas em m ) 

para os valores das distribuições. 

Como exemplo, consideremos uma vez mais 

as distribuições A(ae) e Sendo h{x) = 

= Dg(x) e 5 (a?) = D2 g (a;) onde 

9 0 • H l 
se x ^ 0 

se x < 0 

vem 

h 00) = lim 

h ( — 0 0 ) = lim 

.9 O ) 

x 

9ÍX) 

= 1 

= 0 

Exerc íc ios p r o p o s t o s 

1. Determine o v a l o r de distr ibuição 

Dí{x—l'f no ponto a? = 1 . 

2. Calcule os limites 

a) lim eitlx (a 0) 
x aa 

b) lim XIS ( a ;—1)2 , 

3. Sendo y e S u ( R ) } prove que se p /<p=0 

(vidó problema 7, § 2) então <p (2) = 0 para 

todo o * e / . 

5. I n t e g r a l d e f i n i d o d e u m a d i s t r i b u i ç ã o 

Sendo í 8 |3 dois pontos de recta, sabe-se 

que o integral I p (ar) ti a; no sentido de 

LEUESGUE existe para toda a função local-

mente somável e sabe-se também quo j 

sendo f ( x ) uma primit iva dô f* (x) , f (x) 

é absolutamente contínua, e tem-se 

d ) 

j ( + « , ) = lim = 0 

ar \ 1- 2 ! g(x) n a (— 0 0 ) = lim — • • - = 0 . 

U m outro caso com interesse ó o das jun-

ções sen a; e cosa; , que no sentido das dis-

tribuições têm limite quando x tende para 

+ 00 ou para — 00 , Uma vez que sen x = 

= — B C O S X e q u e COB X — D s e n X , v e m 

õbviamente 

sen ( + 00) — cos ( + ™) = 0 

resultados que de resto j á foram utilizados 

de uma forma heurística. 

Por sua vez, sendo p (x) uma medida 

r? 
sobre R, o integral de STIELTJES I p(x)dx 

J\i 

existe também e verifica a igualdade 

(2) P ) - / ( « - ) 

onde f(x) é urna primit iva de e _/'(or) = 

— lim f (x) . 
j- a 

Tendo pois em atenção estes resultados, 

para as distribuições definem-se os seguintes 

integrais ; 

I. Dado uma distribuição u (.r) , se existe 

uma sua primitiva <? (x) com valores nos poji-

tos st, ]3 e R , (A (x ) diz-se integrável sobre o 
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intervalo definido por aqueles pontos, e o 

valor de 

XP 

diz-se integral entre a. e (3 de p ( a ; ) . 

I I . Dada uma distribuição y-(x), se exis-

tem uma sua primitiva y(x) e os valores <?(&') 

e (J.(x) diz-se integrável entre ar e 

, e o valor de 

j p (a;) d x - ç (/3+) - <p 

denomina-se tníegrraZ efiíre e de 

E de forma aná loga definem-se ainda 

J P- ( x ) d x = <P (t3 ) — T (<*~)) 

r~p-(x)dx = ? ( ( 3 ~ ) - ? ( « + ) , 
>/ a 

ú>) / ^ [u. (a*) 4 - K (a?)] d x = / ^ f* (a: ) d a; 
»/a »/a 

OB integrais I e I I são Obviamente prolon-

gamentos dos definidos respectivamente para 

aB funções localmente somáveis, e para as 

medidas, e a existência do primeiro é sufi-

ciente para garaotir a existência dos restantes 

que tomam o mesmo valor que aquele. 

Eles verificam além disso as propriedades 

usuais 

0 I ^ p.(x)dx = I fj.(x)dx; 
da 

ti) I p X • ft (ar) d X = A I 3 í* (ar) d x, V X e C ; 
J A. JJL 

rt 
f«\ j p(x)dx= I p(x)dx+ I p(x)dx-, 

+ J h ( x ) d x 

e igualdades análogas que se podem obter 

destas substituindo os extremos de in tegração 

x , p ou y por respectivamente ± {3 

e + */ . Estas propriedades demonstram-se 

por simples aplicação das definições dadas . 

Tem particular interesse a apl icação destes 

resultados À distribuição de DIRAC. Sendo a 

função de HEAVISIDE A (ar) uma pr imit iva de 

ò(a)) , e verificando-se que h (a) =. 1 para 

todo o a > 0 , h (et) = 0 para todo o a -< 0 , 

h (0—) = 0 e h (0+ ) = 1 , vem q u e : 

/•p s 

I d (ar) d x — 

0 se o intervalo de integra-

ção não contém a or igem 

1 se contém a origem e (}><x 

—-1 se contém a origem e f3<« 

e ainda 

í° 3(x)dx = 1 
J o-' o-

igualdades estas que constituem propr iedades 

da distr ibuição de DIRAC mui to ut i l izadas. 

O recurso ao conceito de l imite de uma 

distribuição em — » e -I-™ permite também 

definir o integral entre — co © —j- oo ; 

I I I . Dada uma distribuição fj. ( x ) , se existe 

uma sua primitiva <p (AR) COÍÍI valores em — » 

e " + co j fx(ar) diz-se integrável sobre R , e o 

valor de 

p (ar) d x = <p ( + ™ ) — tp ( — « ) 

denomina-se integral de ^ (x) entre — ™ e 

+ co . 

Este integral é òbviamente uma generali-

zação do integral imprópr io de 2." espécie 

relativa a funções. 
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A su;i apl icação Â distr ibuição tio DIKAC 

conduz ao conhecido resultado 

f + " o das = + A ( - « > ) = ! . 

d-ca 

Por sua veu, sendo sen x — — D cos a ' , 

cosvc^-Dsen j? , e sen (+o t ) = c o s ( + oo) = 0 , 

tem-se 

/l-J-ÜC 

L ; sen x — d x = j cos x d x = 0 

isto ó sen a: e cosa; , que não eram integrá-

veis entre — oo e -j- m corno funções. j á o 

suo como distribuições. 

Exerc íc ios p r o p o s t o s 

1. Determine os integrais, 

a) I eíx*dx U-, 0) 

Q0 

b) I ô'(x)dx 
J-3a 

6-

;) I sen x dx 

\J— gO 

(compare o resultado com o 

'•r M 

v. p, / sen x ti,/1). 
d- ao 

M u l t i p l i c a ç ã o d e u m e função i n d e f i n i -
d a m e n t e d i f e r e n c i á v e l por u m a distr i -
b u i ç ã o . U m a g e n e r a l i z a ç ã o possíve l . 

Esta operação ó definida por forma a, cian-

terem-se vál idas algumas propriedades rela-

tivas à mult ip l icação entro funções ; e uma 

dessas propriedades, que diz respeito à deri 

vadu do produto, ó suficiente para que esta 

operação tique univocamente determinada. 

O con junto d;is funçOes complexas iudofiui 

damente diferenciáveis sobre R , mun ido das 

operações usuais de adição e de mul t ip l icação, 

C o n s t i t u i um anel, que designaremos por 

-r'"lRt; e entre elementos de c'"'i.R) e de 

dctiiie so a referida (multiplicação cio seguinte 

modo ; 

I. Dados dois elementos feSf*(R) e ç 6 

e^fR). denomina-se produto de f por o, e 

represen ta-se por f • -J , uma distribuição tal 

que: 

i) Se <f è uma função continua, f • o ê 

o produto usual; 

iiJ E válida a regra de derivação 

onde f designa a derivada de f . 

De í() deduz-se facilmente, fazendo indução 

sobi e )t , que 

( 1 ) f . D U = V ( ~ ; W " 1 ( /< '< • ? ) 

k 0 \ ' l / 

para todo o / e ^ w ( R ) e todo o o 

que permite escrever no caso de tp = [ t j ] , 
com i / 6 ^ ( R ) 

[ff]) 
n o \k / 

e atendendo a i), 

m f - i & s i -

Esta fórmula ó pois uma consequência de 

i) e ii), e poderá eventualmente definir o 

produto f • o se o resultado dado por ela 

for independente do representante de ç uti-

l izado. Vamos provar que asnira sucede. 

Para o fazer, ó conveniente recof re í à noção 

de ordem do uma distr ibuição; diz-se que uma 

distribuição 9 é de ordem n , quando é deri-

vada de ordem it de uuta função continua, 

e não è derivada de ordem inferior de qualquer 

outra fnnçtlo de t ( R ) . 
U m a função contínua ó pois uma distri-

buição de ordem 0 . 
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Fazendo indução sobre a ordena das dis-

tribuições, demonstra-se então que o produto 

dado por 2) é independente do representante 

uti l izado. 

Para as distribuições de ordem = 0 , apli-

cando a fórmula 2) demonstra-se facilmente 

que 

quaisquer qtie sejam o representante escolhi do 

Dm g de uma distribuição de ordem 0 , e 

/ e ^ í R ) ; e como consequência, que ó vál ida 

a propriedade distributiva 

(3) 

quaisquer que sejam as distribuições 0 e v 

de ordem ^ 0 . 

Por sua vez, da hipótese de que o resul-

tado dado por (2) da mult ipl icação de f por 

uma distribuição de ordem ^ )i , è indepen-

dente do seu representante util izado, e que a 

propriedade distributiva (3) é vá l ida quais-

quer que sejam as distribuições 0 e a de 

ordem ^ n , infere-se que o mesmo se veri-

fica para as distribuições de ordem 

Com efeito, sendo <p uma distribuição de 

ordem ^ n + 1 , e D'"g uraa sua represen-

tante, de acordo com (2) vem 

/• [ v » } - 1 ) D'n~k t/w • 3)= 
\ * ' 

= D(f.[D'-^g])-f[D«^g} 

e sendo os produtos / • [D—i (?) e f [O"'-' g] 

dados por 2) independentes do represen-

tante da distribuição 6 = [Dm~i g], que é de 

orden podemos pois, escrever 

Se tivéssemos uti l izado outro representante 

Df h de tp j teríamos obtido 

onde w seria também uma primit iva de m. 

Mas sendo w = 9 + constante, substituindo 

na expressão anterior, vem 

f . [ D n i ] ~ D ( f . { < » \ c o n s t . ) ) -

— / ' . (01 +const . ) = s O { / - w ) + 

+ £> ( / • cons t . ) - ( f • a) const. = 

= D(f .*)-(/>.*)=»/.[D~g] 

isto é , o produto f • 9 dado por 2) ó inde-

pendente do representante de <p, como se 

pretendia. 

Para demonstrar a distributividade no caso 

de 0 e ç s e r o m distribuições de ordem 

^ 11 -f- 1 , podem-se ut i l i z a r derivadas da 

mesma ordem de funções contínuas para as 

representar, com o que a demonstração se 

torna imediata. 

A fórmula 2), que ó uma consequência de 

i) e n) define pois uma mult ipl icação entre 

elementos de e*(R) e de ^ „ (R ) , a qual , como 

se pode provar facilmente, satisfaz por sua 

vez as propriedades i ) e « ' ) . Isto é, esta mul-

tiplicação é a única que verifica t) e ti). 

Além disso, ela verifica ainda as seguintes 

propr iedades: 

1) ( / + ? ) • < ? = / • 9+ 9-9 
2) / ( ? + '•}') = / * ? + / • 41 ( já demonstrada) 

3 ) / • ( $ ' •<? ) = ( / ' ? ) • ¥ 

4) 1 • f = ç 

quaisquer que s e j a m / , jf6í?' í(R) e y j + e <?_(!?) 

isto é, £U (R) constitui um módulo sobre o 

anel 

Se ? 6 (R) toma valor num ponto ot e R , 

para todu o fe É"* (R) , o seu produto f • <p = 0 

também tem valor naquele ponto, e tem-se 

f'Wmg] = D[f- 6] - / ' . e . 
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Relat ivamente aos limites laterais, também 

se podem enunciar resultados análogos. 

A fórmula 1) permite ainda uma generali-

zação desta mul t ip l icação, que se baseia no 

facto do produto de uma função contínua por 

uma medida ser uma medida. Sendo g uma 

função contínua e g. uma medida, diz-se pro-

duto de g por a der ivada da função <?(x) 

definida por 

onde a e R e o integral ó entendido no sen-

t ido de RIEMANK-STIELT.IKS. 

Posto ísto, dadas uma função f que admite 

derivadas contínuas até à ordem n , e uma 

medida f i , é legítimo definir o produto f - D " fi 

através da relação 

(5) 

A mult ip l icação que resulta desta fórmula , 

entre funções que admitem derivadas até uma 

determinada o r d e m n , e derivadas dessa 

mesma ordem de medidas, verifica aliás as 

propriedades referidas atrás, relativas à mul-

t ipl icação entre funções de ^ (R) e distri-

buições. 

Ve jamos alguns exemplos. Sendo uma 

medida , para toda a função contínua f ( x ) , 

e quaisquer que sejam os reais a e J3 dife-

rentes de zéro, existe o integral de RIEUAHX-

-ST ILTJES 

J. r? 

fWdi-fm* ( P ) - A W ) -

A função j " f(t) d 3 = / ( 0 ) (A (a;) - h («)) ó 

de var iação l imi tada sobro todo o intervalo 

compacto, e a stia derivada é por definição o 

produto de f por ò ( x ) . Vem pois, der ivando 

o integral anterior 

f . i = » / ( 0 ) . 3 

igualdade esta que constitui unia das proprie-

dades mais importantes da distr ibuição de 

DiitÀC. 

Por sua vez, se f admite derivadas contí-

nuas até à ordem n , o seu produto pela 

derivada de o r d e m n de o(ar), vem de 

acordo com 5 e 6 

f • = 2 ( - 1 y Q (/<*> (0) d)= 

- S N 

í . 

«) 

à) 
4 
d) 

o 

f ) 

9) 

a) 

à) 

Exerc íc ios p r o p o s t o s 

Efectue os seguintes produtos 

x5(x) 

S(x) 

xo(x — [3) (f3 real) 

e«-xò(x — 0) (J3 real) 

eIX h(x) ( h ( x ) : função de HEAVISIDE) 

e*x ò' (x - (3) 

e " ò<"> (x — P ) , 

Determine 

J-p 
( e * 5 (x) d x com |3 > a > 0 ; a 

1 e*x òl*)(x)dx . 
d— ao 

3. Prove que ( f 0 para todo o 

/ e # (R) e todo o (pe^« (R) tal que p, =p = 0. 

restricção a I , intervalo aberto de R , 

vidé problema 7, § 2). 

4, P r o v e q u e T, ( / • f ) = / ) - (T <p) 

quaisquer que sejam / e ^ ( R ) e ç e (R) , 

isto é, que a translatada do produto f • f 

é igual ao produto das translatadas de / e 

<f (vido problema 5, § 2). 

(Continua) 

í 


