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Uma introducdo & Teoria das Distribuicdes

por Fernando Sequeira
Lisboa

1. Introdugédo

O progresso dos diferentes ramos da ciéncia
tem exigido a ecriagio constante de novas
entidades mateméticas que, por sua vez, vio
originar ulteriores desenvolvimentos da cién-
cia. As distribui¢des sio um exemplo desta
dialéctica: a fisica e a electrotecnia definiram
certas propriedades que as distribui¢cdes de-
viam verificar, que serviram depois, de base
4 respectiva axiomatica. Uma vez criada, ela
origina novas investigagles, novas andlises
naqueles e outros ramos da Ciéncia.

As entidades matematicas satisfazem pois
a certas propriedades definidas & priori pelos
fenémenos a estudar, e o seu valor mede-se
pela capacidade que confere para analisar ou
representar mais exactamente a realidade.

criagio destas entidades, corresponde
em geral uma abstraccio crescente, o que nio
significa de modo algum uma descripgio
menos objectiva dos fenémenos. Em geral
sucede até que a descripcio é muito mais
realista, e as distribuicdes sio um exemplo
flagrante desse realismo.

Com elas torna-se possivel representar
alguns conceitos de fisica e de electricidade,
como por exemplo, o de partfcula material,
carga pontual, distribui¢io de carga em su-
perficie e em dupla-camada, o impulso unita-
rio dos electrotéenicos, ete. E foi possivel
ainda justificar e definir as condig¢des em que
8do validas muitas das operagdes e calculos
efectuados até agora de uma forma heuristica.
O calculo simbolico usado pelos electrotée-
nicos fica justificado e adquire uma simplici-
dade que n#o tinha com as fungdes.

A nocio de distribui¢io é na realidade uma
generalizagio do conceito de funcio, e foi a
insuficiéneia deste para descrever alguns fen6-
menos que originou o aparecimento das dis-
tribuicdes. Os conceitos de matematica sio
muitas vezes generalizagdes de conceitos an-
teriores, generaliza¢des essas que visam objec-
tivos definidos. Assim sucedeu com a passagem
dos numeros inteiros aos racionais, e destes
aos reais: resolveu-se o problema da medida.
I asim sucede agora com as distribuigdes.

As entidades que se generalizam, sio em
geral elementos de um conjunto, munido de
certas estructuras, de certas propriedades :
e 6 exactamente este conjunto com a sua
estructura que se amplia; cria-se um sobre-
conjunto do primeiro, conservando as suas
principais propriedades, mas por forma a
obter-se o objectivo desejado.

Partindo-se pois do conjunto das fungdes
complexas, definidas e continuas sobre um
conjunto aberto do R", passa-se ao das dis-
tribui¢des definidas sobre o mesmo conjunto,
conservando-se a estructura de um espaco
vectorial complexo. K esta ampliagio é feita
de modo a tornar sempre possivel a deri-
vacio.

E desta ampliagio que trataremos no paré-
grafo sezuvinte. No entanto, limitar-nos-emos
a tratar o caso das distribuicdes de ordem
finita definidas sobre a recta. Mais concreta-
mente, no presente artigo tentaremos dar
uma pequena contribui¢io a divulgagio a
nivel elementar de tecria das distribuigtes.
Faremos uso da axiomatica introduzida por
J. Sebastido e Silva, que julgamos ser a mais
intuitiva e talvez a de mais facil aplicagio.
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2. Distribuigdes de ordem finita

Seja €(R) o espago vectorial complexo for-
mado pelo conjunto das fung¢des complexas,
definidas e continuas sobre R, munido das
operagdes usuais de adicdo e de multiplicacio
por escalares, e ¢! (R) o seu sub-espago cons-
tituido pelas fungdes continuamente derivaveis.

Partindo de ¢(R) e conservando a sua
estructura vectorial, é possivel criar um seu
sobre-espago minimo, onde a derivagio é
sempre possivel, um operador linear e um
prolongamento da derivada definida em ¢! (R).
Por ontras palavras, as distribuigdes sdo
elementos de wm espago vectorial complexo E
que verifica a seguinte propriedade :

I. Ezistem duas aplicagdes lineares
®:¢(R)+-E ¢ D:E—E
tais que:

i) ® ¢ injectiva (assegura que E é um
sobre-espaco de ©(R));

@) Se fe€l(R), entdo ¥(f')=DP(f)
(garante que a derivada D em E é um pro-
longamento da derivada em €1(R));

177) Todo o pe E pode exprimir-se na forma
e=D"®(f) onde n é um inteiro ndo negativo
e feC(R) (£ sera entio o menor sobre-es-
paco de C(R) onde a derivagio é sempre
possivel);

w) Se Dy=0, entdo g = P (constante)
(esta condigio é decisiva para a construgio
da teoria).

Antes de procedermos a demonstracgio da
existéncia e da unicidade (a menos de um
isomorfismo) de um espago £ verificando 7,
vamos demonstrar algumas propriedades re-
lativas a derivacio em £, supondo que £
existe.

Seja feC(R) ® g(z) =j:_f(z)dz uma sua

primitiva. Em virtude de g'(x) = f(x) para
todo o real «, e de i) vem

D2(9) =@ (f)

e portanto, designando por J o operador
primitivagio considerado,

D*OJ°f)=2(f)

quaisquer que sejam o natural p e a fungio
continna f, o que assegura o seguinte
resultado :

II. Dado ¢=D"®(f), com fee(R) e

n tnteiro ndo neqativo, tem-se
Dn-rw(b(‘}mf):Dn(p(f)

qualquer que seja o inteiro natural m.

Dadas duas distribui¢des D"®(f) e
D" ®(g) 6 pois sempre possivel reduzi-las a
derivadas da mesma ordem de imagens dadas
por ® de funcdes continuas: D"®(f)=
Do (J"f) e D"®(g)=D""d0(J"g).

Tomando em consideragio a propriedade
7v) e a linearidade de D e de ®, por in-
dugio pode demonstrar-se ainda que:

III. A derivada de ordem « (inteiro natu-
ral) de uma distribuigido é nula se e s6 se ela
é a imagem dada por P de um polinémio de
graw inferior a n.

Por sua vez, tendo presente a propriedade
II, dadas duas distribui¢cdes ¢=D"P(f) o
y=Dny(g) com f,geC(R), vem que
(1) P+ ¢=D""0(J"f+ J"g)

e

@) h-e=D"00 )

qualquer que seja LeC.
Finalmente, da rela¢io 1) e de III infere-
-88 Que :
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1IV. D"®(f)=D"D(y) seesdse J"f—
J" g & um polinémio de grau inferiora n+ m.

As propriedades 1I, IIT e IV, bem como
as relagdes 1) e 2), silo pois consequéncias
de I. Tendo presentes estes resultados de-
monstra-se entio que:

Se E, e Ey sdo dois espagos vectoriais com-
plexos que, associados as aplicagdes lineares
respectivamente Dy, P, e Dy, Py, verificam
1, entdo a aplicagdo 0:FE; - E;, que a cada
elemento Dy ®,(f) de E, faz corresponder
o elemento D Oy (f) de Eq, é um isomorfismo
que verifica a igualdade 6(Dy3p)= Dy(9¢)
qualquer que seja g K.

Isto 6, se existe um espago E que verifica
I, a menos de um isomorfismo ele é inico.
Para demonstrar a sua existéncia, conside-
remos agora o conjunto €*(R) dos elementos
da forma D"f com = inteiro nio negativo
e fe@(R). Sobre este conjunto consideremos
ainda a rela¢io de equivaléncia definida do
seguinte modo : dados dois elementos D" f e
D™ g, eles dizem-se equivalentes se e s6 se
J*f—J"g é um polinémio de graw inferior
an+4t+m.

Sobre o conjunto das classes de equiva-
léncia assim obtidas, o qual passaremos a
designar por €,(R), é possivel definir uma
estructura de espago vectorial complexo in-
troduzindo as operacdes de adigio e de mul-
tiplicagio por escalares seguintes :

a) Dados dois elementos [D"f] e [D"g]
de €, (R), denomina-se soma [D"f]+ [D" g]
0 elemento dado por

@) [D"f]+ [D™g]=[D""™"(J"f + J"g)]

b) Denomina-se produto A-[D"f] do
complexo A por [D"f] o elemento dado por

4 A [D'F]=[D"(f)]

Nestas expressdes usou-se a notacgiio [ -]
para designar a classe dos elementos equiva-
lentes ao de ¢*(R) que figura dentro do pa-
réntesis. Esta notagio serd utilizada no de-
curso do trabalho, bem como a de ¢&,(R)
para designar o espago vectorial destas classes.

Em ¢, (R) consideremos entio as aplicagtes
D:¢,(R)—~¢€,(R) e ®:¢(R) - Cu(R) definidas
pelas relagtes

() D[D" f]=[D"*'f]
e
) () =[D°f].

Elas sio lineares, e ® é injectiva; além
disso, se fec!(R) tem-se

e(f)=[D°f')=[Df]=DP(f)
ou ainda
@ (f") = D" 0 (f)

se f admite derivada f™ e e(R) de ordem n.
Por sua vez, quaisquer que sejam o inteiro
patural 7 e a fungio continua f, tem-se que

[D°f]=D"2(f)
(que se demonstra por indugio), e se
D[D"f]=[0] vem [D"*'f]=[0],

sendo portanto f um polinémio de grau
inferior a 2 + 1, o que significa

[D"f]1=D"®(f)=P(f™) =P (constante)

Fica assim provado que €,(R) associado
as aplicagdes lineares definidas em 5) e 6)
verifica a propriedade I, e portanto a exis-
téncia de um espago que verifica 7.

Se identificarmos ®(f) com f para todo
o fe€(R), o que é legitimo devido & injec-
tividade de ®, adquire pois sentido dizer-se
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que uma distribuigio é realmente uma deri-
vada de ordem finita de uma fun¢io continua.
A titulo de exemplo, consideremos a fungio
g () definida por

xz se o0

9(=) [O se r< 0.

Ela admite derivada (no sentido usual) em
todos os pontos x=~0; a sua derivada é a
fun¢io de Heavisipe % (x), nula 4 esquerda
da origem e ignal a 1 & direita. Esta derivada
6 uma verdadeira func¢io, ndo estando no
entanto definida na origem.

Reconhece-se também que X (xr) admite
derivada em todos os pontos x==0. A sua
fungdo derivada seria portanto nula e definida
no complementar da origem. No entanto é cos-
tume dizer-se que a derivada de h(x) é a
fung¢io J(x) nula no complementar de origem
e infinita para x =0, de tal sorte que

+z oo
f a(a,«)d,;c=J 3(x)dz=1 qualquer
—e —m
que seja o real e > 0.

Embora se prove que esta func¢io d(x),
que alguns chamam «fungfio impulso unitaria»
e outros «funcio ¢ de Dirac», nido pode
existir, a admissio da sua existéncia tem sido
de grands utilidade. A derivada de A(x) era
suposta existir num sentido que nio estava
definido.

Com a teoria das distribui¢des estas deri-
vadas de g(xz) adquirem um sentido claro,
podendo-se escrever

h(x)=Dg ()
3(2) = D3g ()

A fungio de HeavisipE e a de Dirac séo
pois distribui¢des definidas sobre a recta, e
como veremos mais adiante, d(x) verifica
efectivamente a igualdade

e ]
J d(x)da =1
—m

Analogamente se pode definir a fungio

9(z— =)
y(r—a)=[

T—a B rXa
0 se & <«

com « rteal, e as suas derivadas

h(z—o)=Dg(@—a)

8(x —a)=Dig(xr — a)

que se dizem translatadas de respectivamente
g(x),h(x) e d(x .

Exercicios propostos

1. Demonstre por indugio a propriedade
1II.

2. Sendo 6 e 9 dois elementos de €, (R),
verifique que D0 = D¢ implica 6 =¢ +
-+ constante.

3. Determine as solugdes 6 e ¢, (R) da
equagio

D"6=0 (n: natural),

4. Determine uma primitiva de

., e T
\/].—f—;l:?
5. Designando por 7,,x€R, o operador
translacgio que a todo o f(z)e @ (R) faz

corresponder a sua translatada f(z — a),
verifique que =, definido por

7 [D"f1=[D" (s f)] ¥feG(R) e neN

é um automorfismo de €, (R).
Prove ainda que

T(Dg) =D (7o)

qualquer que seja ¢e@,(R).

m ™. M B M
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6. Construa uma teoria axiomatica do
espago vectorial complexo €,(I), das distri-

" buigbes escalares de ordem finita, definidas

gobre um intervalo aberto /c R. Prove que
estas distribui¢des se podem apresentar como
derivadas generalizadas de fun¢des contfnuas
gobre I. :

7. Designando por &,(/) o espago das
distribui¢des de ordem finita definidas sobre
um intervalo aberto /c R,, (vidé problema
6) considere as aplicacbes p, que a cada
fe@(R) faz corresponder a sua restricgio a
I, e p,:€,(R) ~ &,(/) definida pela relagio
o, [D"f]=[D"(p,f)], para todo o fe€(R)
etodo o neN (N: conjunto dos nimeros

naturais).
Posto isto, prove que:

a) 7, éum prolongamentoa ¢, (R) de p,;
(p, por esse motivo tem também a de-
signagio de restrigio a I).

b) A restricio a [ da distribuicdo
[D2xlog|x]|] éafuncio 2.2 gse I nio

T

ndo contiver a origem;

¢) O mesmo em relagio a distribuigio
D2[xlog|xz| + «g(x)] onde

x se x>0

el g(:r)={0 ge o <0

d) Se I nio contiver a origem

o P

8) Uma distribnigio ge €, (R) diz-se nula
num intervalo aberto ICR, sempre que
E,q.w = 0 (vidé problema anterior). O comple-
mentar de reuniio de todos os intervalos
abertos /R tais que p, =0, diz-se o
suporte da distribuigio ¢.

Posto isto, prove que:

a) O suporte de d(x) é a origem;

b) O suporte de fungio de HEAVISIDE é

o semi-eixo real nio negativo.

3. As fungdes localmente soméaveis e
as medidas interpretadas como dis-
tribuicSes

No paragrafo anterior definimos distribui-
¢bes como derivadas de fun¢des continuas.
Interessa-nos agora relacionar as distribnic¢tes
assim obtidas com algumas classes de fungdes
uteis pelas suas aplicagdes.

Consideremos pois o conjunto das func¢des
complexas, localmente somaveis sobre a recta,
identificando duas destas fun¢des sempre que
elas diferem quando muito sobre um conjunto
de medida & Lebesgue nula. O conjunto des-
tas classes de fung¢des, munido das operacdes
usuais de adigio e de multiplicagio por
complexos, constituf um espaco vectorial com-

plexo, que passaremos a designar por 4 (R).
Ora prova-se que toda a primitiva

) f@= [Tg@ae

de uma fungio localmente somavel g(x), é
absolutamene continva, e que existe a deri-
vada f'(x) = g(x) quasi por toda a parte.
Reciprocamente, toda a func¢io absolutamente
continua é primitiva de uma fungio de £L(R).
A aplicaciio linear de -E'IELR) em €_(R) que
a cada elemento geLl(R) faz corresponder

a distribuicio [Df] com f(x)— f “g(dt,
0

6 injectiva, o que permite pois identificar
+£L(R) com um sub-espaco de &,(R), e por-
tanto interpretar toda a fun¢io localmente
somavel como uma distribuigiio.

Com esta identificagio, torna-se entio pos-
sivel definir derivada de qualquer ordem de
uma fun¢io localmente soméavel.

Analogamente, dada uma medida u(z) sobre
a recta, o integral

y(m)“fp(t)dt
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define uma funciio, que é usnal designar por
_ primitiva da medida, e que é de variagio
limitada sobre cada intervalo compacto da
recta. Reciprocamente, dada uma fungio g (x)
de variacio limitada sobre cada intervalo
compacto, pondo para todo o intervalo [«, 3],

p(lz, 8]) = g(8) — g(=)

onde g(x~)=lim g(z), fica determinada uma

T-Z
medida p(x) sobre a recta que se designa
por derivada de g:p=Dg.

Além disso, prova-se que toda a fungio de
variagio limitada sobre cada intervalo com-
pacto é localmente somavel, e que duas
primitivas de vnma mesma medida diferem
entre si em uma constante. A aplicaciio linear
que a cada medida p(x) faz corresponder a
distribuigio Dy, sendo g uma primitiva de
g, 6 pois injectiva, o que permite identificar
toda a medida com uma distribui¢io, e por-
tanto, definir também derivada de qualquer
ordem de uma medida.

Em resumo, as fungtes localmente somaveis,
e as medidas sdo distribuigdes; no entanto
esta interpretacio, no que se refere as pri-
meiras, implica a identificacio de duas quais-
quer fungdes localmente somaveis, sempre
que elas tomam os mesmos valores quasi por
toda a parte.

A distribui¢io de Dirac constitui um exem-
plo de uma medida, que a cada intervalo faz
corresponder a medida 1 ou O, consoante
esse intervalo contém ou nido a origem. A
fun¢iio de IHiavisiIDE é por suz vez uma
primitiva de d(x) e uma fung¢io localmente
somavel; esta definida no complementar da
origem, e nesta pode-se-lhe atribuir qualquer
valor,

Exercicios propostos

1. Determine as distribuicdes que se iden-
tificam com as seguintes fun¢dos

a) u(a:)=[

0 se x racional
1 se a irracional

8 # £ 0 ou & racional

b) vc«-c)==[f

se x >0 e a irracional

se * £ 0 ou x irracional

9 r(x)={f

se >0 e x racional.

4. Valor de uma distribuicdo num ponto

Sabemos como ao conceito de funciio estd
ligado o de valor num ponto; e como este é
importante para que as fungdes possam re-
presentar dependéncias entre grandezas. No
entanto, quando em <:(R) se identificam
duas fun¢des que tomam o mesmo valor
quasi por toda a parte, este conceito parece
perder significado Ora com a teoria das
distribui¢gdes pode voltar a falar-se de valor,
neste caso de uma distribui¢io, num ponto;
e este valor é definido por forma que quando
a distribui¢io é uma func¢io continua numa
vizinhanca desse ponto, o valor da distribuicio
coincide com o valor desta funcio.

Este objectivo consegue-se com a seguinte
defini¢do :

1. Dizse que uma distribuicdo ¢e€,(R)
tem valor num ponto =eR, se e 36 se ela
admite uma representante D" f,fe€(R), tal
que existe o limite

i 2L

za(x— o)

e esse limite que se representa por ¢(2) deno-
mina-se valor de 9 no ponto «.
Esta definigio tem sentido uma vez que:
t) Dadas duas representantes D" f e D™g
da mesma distribui¢io ¢, se existem os limites

i AL} o

T ax (.}‘: —_ a)“

- m!g(x)

T+ (.g — rx}""

eles sio iguais;
i/) Se existe e é continua a derivada [

—u

oo e B Y
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de ordem n de f em todo o ponto x de uma
vizinhanca de «, entio f(") () = ¢ (=) (resulta

. de simples aplicagio da regra de L'Hosrr-

TAL);
iii) Se @ e { sio duas distribuigdes com

valor no ponto a,0=9¢+¢ e w=124-9,
com 1eC (C: plano complexo), entio

0(x) = ¢(x) + ¥()

w(x) =X 9(a).

A aplicacdo de I as distribui¢cdes de Hea-
visipE k(x) e de Dirac J(x) conduz aos
seguintes resultados: %(a)=1 e d(z)=0
80 K>0;k(a)=.o'(rx)=0 se a<<0. Ne-
nhuma destas distribuigdes tem valor na
origem.

Um outro conceito importante é o de limite
lateral :

II. Dada uma distribuigio ¢ diz-se que
ela tem limite lateral & direita [@ esquerda) do
ponto =&R, se e s se ela admite uma repre-

sentante D"f,feC(R), tal que existe o limite

i BISE) [resp. AL B

esat (:c__a)n P (-’L'-'-tx)"'

Este limite denomina-se limite lateral de ¢
& direita [resp. & esquerda) do ponto «, e
representa-se por @ (at)[resp. ¢ (=7)].

Demonstra-se também que estes valores,
quando existem para uma dada distribuigio,
sio independentes do representante escolhido
para os determinar, e verificam propriedades
semelhantes as enunciadas em iii.

No caso da funcio de HeavisiDE %(z) e
de d(x), tem-se: A(0+)=1;k(07)=0;
3(0+) =3(07) = 0. Efectivamente, de

h(z) = D g(z)
3(z) = D?g(x) = D*(g(z) — =)

onde
2z se 0

g(m]={0 se <0
vem
A(0+) = lim g—(ﬂ:.l
:-vg]+ &£
B0 )= Tim 25 2o

z=0" T

3(0+) = lim Slipte) —w) o

:-+o+ ‘TE
L T A ) R
2
N £

Interessa também relacionar estes limites
laterais, com conceitos analogos ligados a
teoria das fungdes. E tem particular interesse
o caso das primitivas de medidas, que sio
fun¢des localmente somaveis. Dada uma des-
tas primitivas f(x), prova-se que existem
os limites laterais, lim f(x) e lim f(x) no

z-sat x>
sentido das fungdes, em todo o ponto «eR,
e que eles coingidem com 08 mesmos limites
calculados no sentido das distribui¢des.

E o que se passa, por exemplo com a
funcio de HEAvViSIDE k(x) na origem: em
ambos 08 casos tem-se 1im+ h(x)=1 e
fim h(z) =0, i
z -0

O conceito de limite de uma fungio f(x)
quando « tende para - co[— oc], também
pode ser generalizado e aplicado as dis-
tribui¢des :

III. Diz-se que o limite gnando x — 4 oo
[+ — =] de uma distribuigdo ¢ é B, e
escreve.se lim  o¢(x)=p ou ¢(+ =) =f

x -4 co

[resp. lim ¢ (x)=p ou ¢(—o)=f] quando
existe uma representante D" f de ¢ tal que

im 2V g

T - 4 oC e

[resp. lim s 8].

T = — oo o il
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Este limite é independente do represen-
tante de ¢ escolhido para o determinar, e
ge a derivada f(") (x) existe numa vizinhanga

de + oo [—e], bem comoo lim f((zx)
-4 m
lim f"(x)], entio tem-se

T—+—00

[resp.

T =

lim £ (z) = 9 (+ =)
[resp. lim £ (x) = p(— ==)].

Além disso, demonstram-se ainda proprie-
dades respeitantes i sua linearidade, isto é,
propriedades analogas as enunciadas em %)
para os valores das distribuigdes.

Como exemplo, consideremos uma vez mais
as distribuicdes £ (xz) e d(x). Sendo A(x)=
=Dg(x) e d(x) = D?2g(x) onde

x se x>0

g(m)={0 se x<<0

vem

§ (e oo lim 220AEY, 5
z-»o0 a?

(= ey e 2220 g
T—+—a0 .’,L‘n

Um outro caso com interesse é o das jun-
¢bes senx e cosx, que no sentido das dis-
tribuigdes tém limite quando x tende para
+ o ou para —oo. Uma vez que senaz =
= —Dcosxz e que cosx= Dsenz, vem
dbviamente

gen (+ o) = cos (£ )=0

resultados que de resto ji foram utilizados
de uma forma heuristica.

Exercicios propostos

1. Determine o valor de distribuicio
D2(z —1)2 no ponto z=1.
2. Calcule os limites

a) lim e** (ax=£0)

z—>-4oo

b) lim D2(x — 1)2.

T-» o0

3. Sendo 9€¢,(R), prove que se p,g=0
(vidé problema 7, § 2) entio ¢(z) =0 para
todo 0 =€ /.

5. Integral definido de uma distribuigdo

Sendo « e (3 dois pontos de recta, sabe-se

que o integral fﬂ,u.(:r)dm no sentido de

LEeBesGUE existe para toda a fungio local-
mente somavel p(z); e sabe-se também que,
sendo f(xr) uma primitiva de p(x), f(x)
é absolutamente continna, e tem-se

(1) f%(r)dwf(ﬁ)_f(a)-

-]

Por sua vez, sendo p(x) uma medida

sobre R, o integral de STIELTIES fﬂp(m)d:n

-2
existe também e verifica a igualdade

@) f”p(x)dw —f (@) —£(=)

onde f(x) é uma primitiva de p(x) e f(a”)=
= lim f(x).

T3

Tendo pois em atengio estes resultados,
para as distribui¢des definem-se os seguintes
integrais :

I. Dado uma distribui¢do p (i), se existe
uma sua primitiva p(x) com valores nos pon-
tos «,BeR, p(x) diz-se integravel sobre o
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intervalo definido por aqueles pontos, e o
valor de

fap(-r)dm =¢(B)—9(

diz-se integral entre a e (3 de p(z).
1I. Dada uma distribui¢do p.(x), se exis-
tem uma sua primitiva ¢ (x) e 08 valores g («-)

e 9(Bt), wp(x) diz-se integrdvel entre a~ e
B+, e o valor de

[T e@dz= 0@ o)

denomina-se integral entre a— e Bt de p(x).

E de forma analoga definem-se ainda
[T e@dz=p@) -2,
[ r@dz = ¢ E) - o),
[T r@dz =g — o).

Os integrais I e II sdo dbviamente prolon-
gamentos dos definidos respectivamente para
as fung¢des localmente somaveis, e para as
medidas, e a existéncia do primeiro é sufi-
ciente para garantir a existéncia dos restantes
que tomam o mesmo valor que aquele.

Eles verificam além disso as propriedades
usuais

9. [ =—j:u(w)dx;

i) IBLp(x)dm=lfﬁp(m)dm,V16C;

iy [Pe@dz= [Tu@det [*uEds;

) f?’w:v) +i@ldz = [*pE)de+

+f£(:c)czx

e igualdades analogas que se podem obter
destas substituindo os extremos de integragio
@, B ou y por respectivamente +a«, +f
e +y. Estas propriedades demonstram-se
por simples aplicagio das defini¢cdes dadas.
Tem particular interesse a aplicagio destes
resultados a distribuicio de Dirac. Sendo a
fungio de HEAVISIDE A (x) uma primitiva de
o(x), o verificando-se que h(x)=1 para
todo 0 «a >0, A(¢) =0 para todo o «a <0,
R(07)=0 e A(0T)=1, vem que:

0 seo intervalo de integra-
¢do ndo contém a origem

fﬁa(m)d.r=

1 secontéma origem e >
—1 secontéma origeme [<a
e ainda

1u+
J J(z)de=1
o—

igualdades estas que constituem propriedades
da distribui¢gio de Dirac muito utilizadas.

O recurso ao conceito de limite de uma
distribui¢io em —co ® +co permite também
definir o integral entre — oo & 4 oo:

III. Dada uma distribuigdo p(x), se existe
uma sua primitiva ¢ (x) com valores em — oo
e + oo, p(x) diz-se integravel sobre R, e o
valor de

[T e@dr =g+ o) —p(—=)

denomina-se integral de p(x) entre — oo e
+ oo,

Este integral é dbviamente uma generali-
zagdo do integral impréprio de 2.* espécie
relativa a fungdes.
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A sua aplicagiio a distribuigio de Digac
conduz ao conliecido resultado

o o
j J@)da =h(+x)—h(—o)=1,

Por sua vez, sendo sena = — Dcos.x,
cose=Dsenx, & sen(tecc)=cos(to)=0,
tem-se

"t
¥
isto 6 sena e cosx, que nilo eram integra-

veis entre — oo ® -+ o= como fung¢des, ji o
siio como distribuigdes.

e 4=
sena =da = l

V—m

x
cosedae=—0

Exarcicios propostos

1. Determine os integrais,

oo

a) ‘j et d (=5 0)

4=} oo

b) J_:. 3 (x)dx

4o

c) J_w sena d

(compare o resultado com o
vipoo

v. p. J sen d.r).

6. Multiplicagdo de uma fungdo indefini-
damente diferencidvel por uma distri-
bui¢do. Uma generalizagdo possivel.

Esta operucio é definida por forma a man-
terem-se vilidas algumas propriedades rela-
tivas 4 multiplicagio entre fungdes; e uma
dessas propriedades, gque diz respeito & deri
vada do produto, é suficiente para que esta
operacio fique univocamente determinada.

O conjunto das fungdes complexas indefini-
damente diferenciaveis sobre R, munido das

operagdes usuais de adi¢io e de multiplicaciio,
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constitui wm arvel, que designaremos por
<“(R): eentre elementos de < (R) o de <, (R)
defive so a referida multiplicagio do seguinte
modo:

I. Dados dois elementos fec®(R) e g€
€<, (R). denomina-se produto de [ por o, e
represeita-se por .o, wma distribuigdo tal
que:

{) Se g é wma fun¢do continua, f-o é

o produto wsual;
i) I vdlida a regra de derivagdo

D(f-g)=F -Dut-f'~e

onde [' designa a derivada de f.

De i) deduz-se facilmente, fazendo indugio
sobre u, que
"

(1) f-D'g="S(~ 1) (j, )D"'*(j“*’ . 9)

o
k0

para todo o fe<”(R) e todo o geC,(R), o
que permite escrever no caso de g =:[g],

com y€¢<(R)
f D=3 (=) ( 5 ) D" (% .g))
k-0
e atendendo a 7),

@ 710" 1= X =0 (1 ) -l

k=0 ¢

Esta férmula é pois uma consequéncia de
¢) e i), e podera eventuslmente definir o
produto f.¢ se o resultsdo dado por ela
for independente do represontante de ¢ uti-
lizado. Vamos provar que assim sucede.

Para o fuzer, d conveniento recorrer a nogio
de ordem de nma distribuiciio: diz-se que uma
distritnicio g é de erdem n, quando é deri-
vada de ordem wn de wmea fungdo continua,
e ndo & derivada de ordem iiferior de qualquer
outra fungdo de <(R).

Uwma fungio continua é pois uma distri-
buicio de ordem 0.

| @

tr
ut

Ca

or
tar

i

da
tar
or
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Fazendo indu¢io sobre a ordem das dis-
tribui¢des, demonsira-se entio que o produto
dado por 2) é independente do representante
utilizado.

Para as distribuigdes de ordem =0, apli-
cando a férmula 2) demonstra-se facilmente
que

f-1D"g)=(f-g")]

quaisquer que sejam o representante escolhido
D" g de uma distribuicio de ordem 0, e
f€€(R); e como consequéncia, que & valida
a propriedade distributiva

(3) SRICE SO L A ER S oV &)

quaisquer que sejam as distribuicdes 6 e %
de ordem < 0.

Por sua vez, da hip6tese de que o resul-
tado dado por (2) da multiplicagio de f por
uma distriboicio de ordem < n, é indepen-
dente do sen representante utilizado, e que a
propriedade distributiva (3) é valida quais-
quer que sejam as distribuigdes 0 e o de
ordem < n, infere-se que o mesmo se veri-
fica para as distribuictes de ordem <n+1.

Com efeito, sendo ¢ uma distribui¢io de
ordem Zn+1, e D™y uma sua represen-
tante, de acordo com (2) vem

f-[D"gl= i(—l)*(T) D [fY.g]=
k=0 i

m-1

=D =1 ( E : ) DM g]—

k=0
k=0 "
= D(f- (D™ g]) —f' [P )

= 2 (— 1)
e sendo os produtos f-[D"-1g] e f' . [D"1g]
dados por 2) independentes do represen-
tante da distribuicio 8 = [D™1g4], que é de
orden < n, podemos pois, escrever

f-1Dmgl=DIf- 6] —f"-0.

Se tivéssemos utilizado outro representante
DPh de ¢, terfamos obtido

[ D =D(f 0)—f o

onde w seria também uma primitiva de ¢.
Mas sendo w =— 0 4 constante, substituindo
na expressio anterior, vem

fe[D?h]) =D (f (w1} const.)) —
—f"+ (w+const.) = D(f-w) +
+D(f-const.)—(f"-w)—f'-const.=
=D(f 0)—(f -w)=Ff-[D"g]

isto é, o produto f.p dado por 2) é inde-
pendente do representante de ¢, como se
pretendia.

Para demonstrar a distribatividade no caso
de 6 e ¢ serem distribuicdes de ordem
Zn+1, podem-se utilizar derivadas da
mesma ordem de fun¢des continuas para as
representar, com o que a demonstracio se
torna imediata.

A férmula 2), que é uma consequéncia de
?) e i) define pois uma multiplicagio entre
elementos de € (R) e de € (R), a qual, como
se pode provar facilmente, satisfaz por sua
vez as propriedades ¥) e 7). Isto é, esta mul-
tiplicagio é a tinica que verifica 7) e ).

Além disso, ela verifica ainda as seguintes
propriedades :

) (f+9)-9=f-9+g-9

2) fle+¥)=f-9+f ¥ (ja demonstrada)
3) f-(g-9)=(-9)9

4) lig=g¢

quaisquer que sejam f, ge¢“(R) e ¢,4€e¢,(R)
isto 6, €, (R) constitui um mddulo sobre o
anel ¢ (R).

Se &€, (R) toma valor num ponto «eR,
para todo o f'€¢“(R), o seu produto f. =18
também tem valor naquele ponto, e tem-se

f(@)-g()=20().
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Relativamente aos limites laterais, também
so podem enunciar resultados analogos.

A férmula 1) permite ainda uma generali-
zacio desta multiplicacio, que se baseia no
facto do produto de uma fungiio continua por
uma medida ser uma medida. Sendo g uma
funciio continua @ p uma medida, diz-se pro-
duto de g por p, aderivada da funcgio ¢ (x)
definida por

p(=)= fmgtt)dt

onde 2eR e o integral é entendido no sen-
tido de RIEMANN-STIELTIES.

Posto isto, dadas uma fungiio f que admite
derivadas continuas até 4 ordem =, e uma
medida p, élegitimo definir o produto f-D"p
através da relacio

fD p= 2(— 1) (:) (™)

k=0

(®)

A multiplicagio que resulta desta férmula,
entre fungdes que admitem derivadas até uma
determinada ordem =, e derivadas dessa
mesma ordem de medidas, verifica alias as
propriedades referidas atras, relativas & mul-
tiplicagio entre fungdes de ¢ (R) e distri-
buigdes.

Vejamos alguns exemplos. Sendo ¢ () uma
medida, para toda a funcio continua f(x),
e quaisquer que sejam os reais « e [ dife-
rentes de zéro, existe o integral de RIEMANN-
-STILTIES

j?ﬁmw=fmnmm—h@»

A fungiio ff(t)d6=f(0)(k(.r)—k(a)) é

de variaciio limitada sobre todo o intervalo
compacto, e a sua derivada é por definigio o
produto de f por dé(x). Vem pois, derivando
o integral anterior

fo3=F(0)3

igualdade esta que constitui uma das preprie-
dades mais importantes da distribuicio de
Dirac.

Por sua vez, se f admite derivadas conti-
nuas até &4 ordem =, o seu produto pela
derivada de ordem = de dJ(x), vem de
acordo com D e 6

_5("]= . 1\ n n=k ¢ p(%) =
f Z(U(QD (1 (0)3)

= :g(_ " (:) #0309

Exercicios propostos

1. Efectue os seguintes produtos

a) xd(x)

b) e*=d(x)

¢) xd(x—pP) (B real)
d) e**d(x—B) (B real)

e) e~ h(x) (kh(x): fungio de HEAVISIDE)
1) ezd(z—B)
9) €= i) (@ —B).

2. Determine

& [Teri@da;

5) fﬁe’f’a(m)dm com’ B w0

@

e
c) J e*z g (x)da.

3. Prove que ¢, (f-9)=0 para todo o
f€€ (R) e todo o g€ (R) tal que p, =0.
(5:,: restricgio a I, intervalo aberto de R,
vidé problema 7, § 2).

4. Prove que %% (f:-9)=(zaf) -(79)
quaisquer que sejam [ ec“(R) e ge&cu(R),
isto 6, que a translatada 7, do produto f-.¢

é igual ao produto das translatadas de f e
¢ (vidé problema 5, § 2).

(Continua)
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