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Matrices partitionnées en blocs commutatifs 
par José Vitório Í1) 

Lourouçc Marqnrt» (MoçamMquo) 

Résumé 

En travaillant sur des matrices partionnées 
en blues commutatifs, on obtient des résul-
tats formellement semblables à la règle de 
Cramer et au théorème de Rouché; et on 
donne, à partir de là, la solution de l'équa-
tion AX—XX, où A est une valeur propre 
de A et où X est soit un vecteur soit une 
matrice. 

Sumário 

Trabalhando com matrizes fraccionadas 
em blocos comutativos, obtemos resultados 
formalmente semelhantes à regra de Cramer 
e ao teorema de Rouché; e damos, a partir 
dai, a solução da equação = em 
que X é um valor próprio de A e em que 
X é quer um vector quer uma matriz. 

I . Introduction, définitions, notations 

Dans la pratique, quand ou a à résoudre 
des systèmes d'équations différentielles aux 
dérivées partielles par la méthode des diffé-
rences finies, la matrice du système est par-
titionnée en blocs commutatifs et symétri-
ques [5]. 

Dans cette étude, nous nous intéressons à 
certains systèmes d'équations linéaires (ma-
tricielles), où la matrice du système est par-
titionnée en blocs commutatifs, qui surgissent, 
par exemple, quand on a affaire à la resolu-
tion simultanée de systèmes d'équationB li-

néaires (algébriques) qui diffèrent seulement 
par les colonnes des termes indépendants. 
On n'aura pas besoin de calculer le détermi-
nant de la matrice donnée, mais simplement 
de savoir si une certaine matrice de l'ordre 
de ses sons-matrices est non-singulière. 

K désigne le corps des nombres réels ou 
complexes (R ou C ) ; 

a n 

Oui 

0| „ 

«un 
= K) 

désigne la matrice de type (n , n) d'éléments 
ciij appartenant à K; 

Xi 
: = fo) = X e K" et 

x. 
(bt) — 8 e K " 

vecteurs d'éléments de K ; 

«il " - « i s 
D : = det 

Qui 

déterminant principal; R ^ n , rang de la 
matrice A ; 

Di : = det 
«n •••«i.i-i* [ b\ ! <*l.<+1 «\n t i i *• • t 
«fl I * ' • | bit [ <*R,i+\ • • • <*liR 

( ') Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian, 
Lisboa, Portugal. 
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«il *•• a i R j h 
Cj : = det 1R\ * • * O-RR bu , y — f l + i , . . . , « ) , 

aj\ bj 

déterminant caractéristique; (si R = n f <7> 
n'est pas défini) ; 

An ' • • A\n 

A = =(Apq), 
A„i' • • Amn 

(p=l ; 9 = l j ' * " ) r t ) j où ^ p , eM. , , (K) 
et Apq • A?.* = Ap., - Apq , c'est-à dire, on 
considère les sons-matrices Atj appartenant 
à un anneau commutatif (relativement à la 
multiplication et à l'addition) avec élément 
unité ; 

A h • • • Au 

A : = dev 
Ar| ••• Ar 

désigne la matrice d'ordre s que l'on obtient 
en développant le déterminant de {Ai}), 
(* ,j = 1 » • , r ; r ^ m i n (m,w)) et en con-
sidérant les A ^ comme éléments (scalaires) ; 

Ai : = dev 

{t = 1 , , r) , désigne la matrice de type 
( r , « ) que l'on obtient en développant le 
déterminant suivant la «colonne» i (colone de 
blocs) et en considérant les Apq, 
q = 1,... , i — 1, i + 1, , r), et les ma-
trices B\-,(j=l, ••• ,r) de type (a, i) comme 
éléments, mais où les facteurs Bj sont tou-
jours à droite; (pour que l'on puisse éffec-
tuer les multiplications - ' ) ; 

Ç , : » = D e v 

A,, ••• Ayr 

Ar I ••* A,r Br 

Aji... Ajr Bj 

désigne la matrice obtenue en développant le 
déterminant suivant la dérnière «colonne», 
les Apq,(p = l,-.. ,r), et 
les Bt,(i = 1 ,r,j) (ceux-ci apparaîtront 
à droite) considérés comme éléments. 

On définit le «co-facteurs de «l'élément» 
en position (i comme étant le déterminant 
de la matrice que l'on obtient en rayant la 
«lignes * et la «colonne» j de la matrice 
en considération, multiplié par (—1)'+^. 

Désignons par A^, (i ,j = 1 , . . . , n) , les 
matrices obtenues en développant les «co-
• facteurs* des matrices A i j . 

E X E M P L E 

Ai A ia ^13 
A = ^22 A 25 ; Atj « M,,, (K) 

An A & ^33 

et commutatives ; B t matrices de type (a, i ) , 
( i = l , 2 , 3 ) ; Supposons r — 2 , 

An-. ••Au 

Ar • ATii-j Sri -^r.t+l ' • • ArT 

A : = dev 

Ai : = dev 

^i l 
^21 

^12 
^22 

Bi A 

B» A 

= A23Bl — Al2B2eM,,t(K); 

A0 ; = dev Au Bi 
A 21 

AnB2-A21 Bx e M,,< (K) ; 

S, : •= Dev 
A 

3 

i B l 
22 I 

1 

Ml 12 

-^21 

^31 

= dev Au A1S 

A2 i -̂ 22 

A 22 i 

• ( - 1J3+3/Ï3 + 

1 
2 = 
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+ dev 

4 - d e v 

A . A ia 
^ 3 2 

Al 
Ai A2 

, ( - 1 ) 2 + 5 B 2 + 

AS1 AN 

A I A S 

de A 1 2 ) 

A I A23 

A I A S 

A I A S 

A I A S 

=» {An A22 — Al Ait) BS — 

-(AnAn-AuAn)B2 + 

+ {Ai a52 ~ Ai Ai) Sx e M1(j (K) ; 

«co*facteur» de 

= . ( - l ) i + a d e t 

A l a : = dev («co-facteur: 

= dev (— l)i+a 

= ( _ 1)1+2 dev 

I I . Résultais intermédiaires (Connus) 

Considérons le système 

n 

(1) ^ a'i Xj = ?>i,(i = 1 , , m ) . 
i= 1 

On peut énoncer [4, 1], si le rang de la 
matrice du système est r = m = ni 

A. Règle de Cramer ( M A C - L A U R I N , BII-
ZOUT [ 1 ] ) . 

Tout système de n équations à n inconnues, 
oit le déterminant des coefficients est différent 
de zéro, admet un système de solutions uniques, 
données par les formules suivantes : 

X i = j O " 1 D i , ( » = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Lorsque r = m < j i , le système est pos-
sible indéterminé et les r inconnues princi-

pales sont fonctions linéaires des M — r in-
connues non-principales. 

Lorsque r < m , le système est possible 
si et seulement si Cj=0, , ••• , n ) . 

Et l'on peut énoncer [4, 7] : 

B , T h é o r è m e de R o u e f i é (CAPPELLI [ 3 ] ) . 

Un système d'équations linéaires est possi-
ble si et seulement s'il n'y a pas de détermi-
nants caractéristiques ou tous s'annulent. 

On a, alors, r étant le rang de la 
matrice du système : 

Xt^D^Di ( t = , r ) , 

n — r inconnues arbitraires et 

Cj=0, (J = r + 1,... ,m). 

Il nous faut un théorème hybride d'abord ( ' ) 
énoncé par INGRAHAH [6] et récemment géné-
ralisé par BRESÎTER [2] : 

C . f / n g r a / i a m ) 

Si A = ( 4 i > ) , (i,j = 1 , 2 , . - , « ) , et Aij 
sont des matrices carrées de type (s, s) per-
mutables entre elles et si A est la matrice 
obtenue en dèvellopant le déterminant de A 
en prennant les Atj comme éléments, alors 
det A = det A . 

REMARQUE. ISGRAHAM a démontré ce théo-
reme sous une double hypothèse : toutes les 
sous-matrices Atj sont commutatives et le 
corps des coefficients est aussi commutatif. 
BREXNER l'a généralisé pour le cas où les 
matrices ne sont pas commutatives. 

Maintenant, considérons l'équation Ax x = 
« A J Î T J , o ù j 4 e M „ ) B ( K ) , Xi e s t u n v e c t e u r 
propre de A correspondant à la valeur 
propre simple , étant simple, la matrice 

f1) OSTBOWSKI [8] AE réfère aussi à Schur, 
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(A — I) admet, au moins, un mineur d'or-
dre n — 1 différent de zéro. Sans perdre de 
la généralité on peut supposer que c'est le 
déterminant de la sous-matrice principale 
d'ordre n — 1 de {A — /). 

De la théorie des équations algébriques, 
on sait que l'on peut avoir [11, p. 67J : 

D. 
Cn t 

oit c„ i ; désigne Je co-facteur de l'élément de 
(A — I) dans la position 

(n , t) , (» = 1, 2 , • • • , n) . 

I I I . Résultats ( formel lement) semblables 
à A. et B. 

Considérons le système d'équations matri-
cielles linéaires 

(2) ^ A i t X t - 2 , — , « ) , 
k-i 

où 

En pré-multipliant les deux membres de (2) 
par Aij, (i,j — 1 ,n) et en sommant, vient 

(=1 ic-I ( - 1 

et, par définition de A , de A ; i et de A^, 
(J = 1 , . • • , n) , on obtient [9] 

AX j = A,-,(J = 1 , . . . , « ) . 

D'où Xj = A - 1 Aj , (j1 = 1 , 2 , - •. , n ) , si et 
seulement si A est non-singulière. 

Toujours pour m = n = r , le système (2) 
admet une solution unique si et seulement si 
sa matrice Atj •• • A 1« est non-singulière. 

An I * - • Ann 

Donc, vu le théorème de Ingraham, on 
peut énoncer: 

A 1. Le système (2) admet une unique solu-
tion si et seulement ni la matrice A est non-
singulière, et la solution est donnée par 

X ^ A - i A j . O ^ l , 2 , - . - , « ) . 

b) Considérons maintenant r —= m < n 

Le système (2) peut s'écrire 

Apq e M, P , (K) , ( />=1,2 ,•••,m;g=l i 2,•••,» ) (3) ^ Aik Xk = B[, (f _ 1 f... , m) 

sont des éléments connus de l'anneau commu-
tatif M, r»(K), (relativement à l'addition et 
à la multiplication), avec élément unité; 

BT G M«,Î (K) , ( i = 1 , 2 , . . . , m ) 

sont connus et 

sont inconnus ; 

a) Soit d'abord m = n = r. 

avec 

B'i = Bi- ^ Xj » ( t = l , 2 , . - . , m ) , 
J-m+l 

où les matrices Xj, ( j = m + 1 , , ri), 
sont considérées arbitraires [10]. 

La matrice de (2) est 

A j; Af m • •. Aj n 

A m 1 * * * Arnm ' ' * Amn 
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celle de (3) est 

A1 = 
^11 A l m 

Am\ • * • A r: n 

Notons par A' et Aj les correspondants de 
A et Ai (pour Al et B'i). L'on peut dire: 

A 2. Le système (3) admet la solution 
Xj = (A')~ 1 ùij, (J — 1 , S , • « • , M»), si et seule-
ment si la matrice A' est non singulière. La 
solutiou dépend évidemment des n — — r 
matrices arbitraires restantes. 

e) Supposons finalement m >• n = r . 
Considérons le système (2) et aussi le système 

( 4 ) 

'An -M,* X'n 

An i "I- Ann X'm =Bn 

^«+1,1 x1
i+- + A„+l nA'„ + = Bn+i 

An+2,\ 

Am 1 + Amn X'n + X'm = Bm 

La matrice du système (2) est 

An - • Ai„ • • Alm 

- • Am n • 

et celle du système (4) est 

A " 

Au • 0 0 . . . 0 

Anl • - Ann 0 0 . . . 0 

An+\,\ * ' Aji 4-1 )Ti I 0 . . . 0 
AB + S.I • • An + 2,n 0 I . . . 0 

- • Am<n 0 0 . . I 

où I est l'identité de M., , (K) . 
Le système (4) admet une unique solution 

si et seulement si la matrice A" : = dev A " 
est non-singulière. La solution est donnée 
par les formules 

(5) X'j = (A") -1 *=1,2, ,m), 

où les matrices A!J sont définies par rapport 
au système (4), De (5) on voit que X'j = 0 , 
{ j = n +1, • . •, m) si et seulement si A" = 0 , 
(J = n + 1 , ., m). Mais, lorsque X'j = 0 , 
(y = n + l, ... ,m), X',=Xlt(i= 1,2,...,«). 
On remarquera que, dans le cas du système 
(4) [10]: 

A" = dev 
Au .- • Aln 

Anl • ' Ann 

A \ \ • ••A ln 

Anl ' \B„ An,j+1 • * * ^nn 
A;' = dev 

(J = 1 , 2 , • • •, n) , et 

An. By 

Anl- ••Ann Bn ï - s r , 
(fc = n + l , 

Aki. - * Ain B, 

Donc on peut énoncer: 

B1 . Soit A" une matrice non-singulière 
de type (s, s) . Le système ( 2 ) admet une 
unique solution donnée par 

Xt = (A")"' Af, (i = 1 , 2 , •. •, » = r), 

si et seulement si = 0 , {k = n +1,. * •, m) ; 

c'est-à-dire, 

Un système d'équations linéaires matricielles 
est possible si et seulement s'il n'y a pas de 
matrices *,caractéristiques\ou toutes s'annulent. 

Alf = Dev 



54 I G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 54 

[Matrices ^caractéristiques», par ressem-
blance formelle avec déterminants caracté-
ristiques]. 

On peut appeler r le «rang généralisés de 
la matrice du système. 

IV. Résultais (formellement) semblables 
à D . 

On s'intéresse à la résolution de l'équa-
tion A X = 1X où 

An •••Jin 

Ani • • • A„ „ 
= A e M „ , „ ( K ) 

est une matrice carrée d'éléments commuta-
tifs i / ; S M i , i ( K ) i dans un cas, 

œ, 
= X< 

A j 
; i 
xa 

où I j e M , , ^ K ) , ( i = l , - ' - j i i ) , sont des 
vecteurs inconnus non tous nuls ; dans un 
autre cas, 

X = 
f i 

, X e M „ , ( K ) , (£ = 1 , — , » ) , 

sont aussi inconnus et non tous nuls. 
L'équation matricielle A X = 1 X , ^ étant 

un nombre réel ou complexe quelconque, 
peut s'écrire de la forme suivante: 

(6) 
A21 Xj+(A22 ~\1)X21 1- Aï,. X„ = 0 

(I matrice identité). 

On pose 

r = dev 

Alt Âi2 

A l An; 
1 A>M—i J H 
•Am-i ^i» 

A-t,i -A-ijî" • AN_L(„_T An_tll 

A l A 3 »̂rn—1 ABh 

: = dev A ; / 

S>: = dev 
Mi J - A , X 1 •• "1 A»-l 

A-LJL * ' H— ! ' J — I —-̂ it— Y 1 .. l.H *>»| A„. 1.1,-1 

1) ; 

Alt — Aun-i - A . K 

= Dev A-I,L " " ĵ n-ijB-1 A-IJ» f 

A . ••• ^n, w—1 — A„„ 

avec A i ; = Au — X J , (£ = 1 , 2 , • • •, « ) . 
Par <?„;, (i = 1 , 2 , ••• , n) on désigne la 

matrice obtenue par développement des 
a co-facteurs » des « éléments s de A j en 
position (m,î) , ( t = 1 , 2 , . . . , n) . 

a) Cas où l'inconnue est un vecteur 

On a à résoudre l'équation 7) A-X = AX, 
où A est une valeur propre de A . 1 étant 
une valeur propre de A , le vecteur X est 
différent de zéro, par conséquent la matrice 
A* est singulière. (Si et seulement si A« 
était non-sÎDgulière, on aurait la solution uni-
que X = 0 6 K n ' ) -

Par C., A* est singulière. Sans perdre de 
la généralité on suppose que A ^ : dev AÎ-I. 
où AÎUI est la sous-matrice principale d'or-
dre n — 1 . 

On vérifie aisément que 

et 

5}-CnjXn) (J =1,2, ,n — 1) 

g — - . &\Xn. 

Comme X„ est arbi tra ire (A. 2), £i = 0 
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(matrice) si et seulement si A^ = 0 . Et, vu 
le résultat B l . f on pent énoncer: 

D 1. La solution de l'équation 7) est donnée 
par Xj=(A\U)-lCKjXm, (j=l,2,..-,n-l), 
si et seulement si la matrice AU est non-sin-
gulière et si et seulement A* = 0 . 

Xn e M^i (K) e K* étant arbitraire, on peut 
poser Xn — AU K, où l ' e K ' est un vec-
teur arbitraire différent de zéro, et l'on 
obtient 

Xj - (AUT1 (Cnj AU) K = 

= «ALi r 1 A U C n j K , 

C / ' — l , - - - , » — ! ) ; 

Comme A£_] = C n n , vient Xj = Cnj X , 
0 ' = 1 , 2 , - • •, M) . 

Et l'on a : 

D 2. 

X = 12 -

CnlK 
Cn 2 & g JÇni _ 

CnnK 

b) Cas où l'inconnue est une matrice 

Considérons la matrice A du début de ce 
paragraphe et soit X un nombre quelconque; 
soit YT = [I7! Ta • • • J"„] une matr i ce non 
nulle où Yt e M, ) S (K) , ( T = L , 2 , . . . , M) , sont 
inconnus. Soit l'équation 

8) A 7 = » Y. 

Comme avant, on peut affirmer : 

D 3. Si et seulement si la matrice 
est non-singulière, et si et seulement si A* = 0) 
la solution de 8) est donnée par 

Tj _ (At , ) - 1 Cnj Tn , ( j = 1 , 2 , . . . , » - 1) 

où Yn est une matrice arbitraire. 

On peut poser y„ = A*_i = C n i l , donc 
Yj = C n j ,(^' = 1 , 2 , . - . , « ) et, alors, on a : 

D 4. 

r, cnl 
ïa On 2 
« • 

* * 

r» Ci n 

V. Éxemple numér ique. 

Les deux systèmes suivants ont la même 
matrice et seules les colonnes des termes 
indépendants diffèrent. 

x + y + 2s + 2îo 1 
y +2w=2 

3x + 3y + 4z + 4w = 3' 
3 ^ + 4 K : = 4 

* + [3 + 2 7 + 2 3 = 3 
p + 2 3 - 1 

3a + 3(3 + 4 ? + 4 3 = 2* 
3f3 + 4 3 = 4 

On peut résoudre simultanément ceux deux 
systèmes, en considérant le système 

Ai + Ai2 X2 — Bi 
A 21 Xi + A 22 = B2 

où A = 
121 i 2 2 

dont les soua-matrices sont carrées et com-
mutatives ; 

et 

J?i = 

x a 

y P 
i = 

$ y 
tt> 3 

I 3 
, B3 -

3 21 
, B3 -

3 
2 1 , B3 - 4 
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On aura 

A : = dev A = - 2 - 4 

0 - 2 

J. 
2 

1 

Ai : = dev 

1 
2 

3 2 
4 4 ' 

0 
2 

3 ! 2 2 
i B l i 

0; 

4 4 1 3 2 2 3 2 
0 4 2 1 0 2 4 4 
- 2 

0 

dev 

1 3 
2 1 

3 2 

B( 

4 4 
B, 

1 1 3 2 3 3 1 3 
0 1 4 4 0 3 2 1 

9 
— —t 

- 2 

- 6 

1 

X, = A- i A, = 
1 • 
0 
— 1 

1 

j 

4 
J_ 

2 

A - ' A a = 

Considérons, maintenant, simultanément, les 
deux systèmes 

as+ jf + 2s + 2 w = l 
y + 2 tiî = 2 

3x + 'ày + 4 s + 4 w = 3 
3 y + 4 w = 4 

2 a; + 2 ^ + 4 2 + 4«> = 5 
2 jr + 4 w = 6 

« + P + 2 y + 2 3 = l 

p + 2 3 = 2 
3 a + 3|3 + 4 y + 4 3 = 3 

3(3 + 4 3 = 4 
2 « + 2 0 _ + 4 y + 4 3 = 2 

2 p + 4 3 = 4 

On aura 

0 2 ^12 

4 4 î* : = . Dev •<4 21 

0 4 
^51 ^33 ^3 

= Dev 

1 2 2 1 1 
1 0 2 2 2 

3 4 " 4 " 7 3 
3 0 * 4 

2 4 2 
2 0 4 6 4 

2 = 

dev 

+ dev 

+ dev 

3 4 4 
0 3 ; 0 4 

2 2 : 4 4 
0 2 ; 0 4 

1 1 ; 2 2 
0 1 î 0 2 

2 2 ; 4 4 
0 2 I 0 4 

1 1 ; 2 2 
0 1 ! 0 2 

3 3 ; 4 4 
0 3 | 0 4 

— 14 
4 

, ( - 1 ) ,2 + 3 , 13 
4 

• (— 1)5+3 . 
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On pent remarquer, néanmoins, en regar-
dant la 2.e colonne de que le système 
ii) est possible. 

VI. Remarque sur l 'égalité des détermi-
minants de certaines matrices. 

On montre que 
T 

E. Les matrices 

An - • Ain 
et B ^ t • * 

•A?n 

An 1 - * -^nn An 1 • . AT 
• /in» 

ont les mêmes déterminants. (Ajj est la trans-
posée de Aij, Les sous-matrices A(j sont 
commutatives). 

En effet, posant a ; = d e v B et A : = d e v . A , 
vu le théorème de Ingraham, et vu que l'on 
vérifie aisément que aT — A , on a 

det A = det A = det etT => det a = det B . 
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