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Linguagens elementares e estruturas matemélicas
(Breve iniciag3o)

por Hugo Ribeiro

Ponnsylvania State University, U. 8. A,

Esta exposi¢io tem o propésito de oferecer
sistematicamente a estudantes com prepa-
ragio média uma oportunidade de tomarem
interesse por questdes elementares e métodos
que surjem naturalmente em teorias basicas
da Matematica e se situam na fronteira da
Matematica e da Légica. Procuramos a efi-
cacia duma tal tentativa em poucas paginas
através da escolha e organizagio do material,
das aplica¢des, da precisio dos enunciados
definigdes e resultados e da indicagio de
alguns problemas aparentemente acessiveis.
As breves referéncias bibliograficas sio para
apontar acesso imediato ao desenvolvimento
dos varios tépicos.

0. Observacdes iniciais. A classe dos
grupos pode definir-se como a de todos
aqueles sistemas (algébricos) com duas ope-
ragdes, uma, binaria, a multiplicagio, e outra,
unaria, a inversdo, nos quais sio verdadeiras
certas identidades qu$ envolvem, inica-
mente, o simbolo =, simbolos («variaveis»)
x,y,z,---, os simbolos operacionais - e
-1 (cujas interpretagdes sio respectivamente
a maultiplicagio e a inversio) e, finalmente,

A meméria de Manuel Zaluar Nunes

paréntesis (que sio simbolos evitaveis quando
as regras de formacgio de termos forem con-
venientemente escolhidas). Mas nenhum con-
junto de identidades envolvendo unicamente
=, variaveis e o simbolo - (com a mesma
interpretagio) de operacdo binaria, pode ser-
vir como conjunto de axiomas da teoria dos
grupos — porque, de contrario, como essas
identidades seriam todas verdadeiras, diga-
mos, no grupo aditivo dos inteiros o conjunto
dos nimeros naturais, que é fechado para
essa operacio, constituiria, com a adi¢do dos
nimeros naturais, um sistema algébrico no
qual, claramente, as mesmas identidades tam-
bém seriam verdadeiras, isto é, constituiria
um grupo.

Considere-se uma qualquer classe, K, de
sistemas algébricos todos do mesmo tipo, isto
é com o mesmo nimero de operacdes de cada
aridade. I& 6bvio que se ha um conjunto de
identidades tal que a nossa classe, K, é a
de todos os sistemas algébricos, daquele tipo,
nos quais todas as identidades desse con-
junto sio verdadeiras entio X tem a pro-
priedade de conter todos os subsistemas e
todas as imagens homomoérficas de elementos
de K assim como todos os produtos directos
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de elementos de K. Mas G. BIRKHOFF mos-
tron que, reciprocamente, se a classe dada
K, contém eom cada elemento todos os seus
subsistemas e é fechada para todas as opera-
¢des de homomorfismo e produto directo entio
ha um conjunto de identidades tal que os ele-
mentos de K sdo precisamente aqueles do
tipo dado nos quais todas as identidades desse
conjunto sio verdadeiras. Por um lado ha a
consideragio de objectos matematicos, todos
do mesmo tipo, e por outro a (menos fami-
liar) de uma linguagem (formal) bem delimi-
tada que serve para exprimir (com tais limi-
tagdes) o que pode, ou nio, passar-se em
objectos desse tipo. E ndo 86 a estrutura de
expressdes dessa linguagem pode fornecer
propriedades da classe dos objectos matema-
ticos nos quais elas sio verdadeiras mas
também certas propriedades duma classe po-
dem informar-nos a respeito da estrutura de
expressdes (da linguagem fixada) verdadeiras
em todos os membros da classe.

Kavuickr e Scorr determinaram todas as
classes de semigrupos que sio «equacional-
mente completas» isto é tais que dada uma
identidade qualquer ou esta é verdadeira (e 6
sempre!) 86 nos semigrupos com um ftnico
elemento (verdadeira onde x =y ¢é) ou é
verdadeira em todos os semigrupos da classe.
Os semireticulados(«semi-lattices») constituem
uma tal classe como facilmente se verifica:
Se #; e t3 sio termos quaisquer, de 7y = ta
resulta (usando a associatividade, a comuta-
tividade e a idempoténcia da operacio) uma
identidade 14 = /s verdadeira em precisa-
mente 08 mesmos semireticulados e tal que
nenhuma variavel ocorre mais de uma vez
em cada um dos termos ; e s, de modo
que 1) se nestes dois termos ocorrem preci-
samente as mesmas variaveis 'y = t's é ver-
dadeira em todos os semireticulados e 2) se,
digamos, & ocorre em ¢y mas ndio em s
entdo ty=1s s6 pode ser verdadeira nos
reticulados com um inico elemento (porque
88 a e b sido dois elementos entdo interpre-

tando x como a e todas as outras variaveis
como b a multiplicagio de a por & da b
e, por outro lado, interpretando = como &
e qualquer outra varidvel como a a multipli-
caciio de a por b da a). A classe dos reti-
culados distributivos é, também, equacional-
mente completa, isto é nenhuma subclasse
prépria, excepto a dos reticulados com um
tinico elemento, se pode obter acrescentando
uma nova identidade as identidades que cons-
tituem o sistema usual de axiomas da teoria
dos reticulados distributivos. (Procure o leitor
demonstrar isto directamente !). E assim, uma
extensio da linguagem 6 necessaria para se
obter axiomas que fornegam, per exemplo, a
subclasse daqueles reticulados distributivos
constituida pelas ordens totais. Outras indi-
cacgdes de problemas e resultados que envol-
vem classes equacionais encontram-se num
artigo recente de TArsk1. Por exemplo, que
classes sio as classes de todos os sistemas
algébricos de dado tipo em que uma tnica
identidade pode servir de axioma ?

(G. BirgHOFF, Proec. Cambridge Phil.
Soe. 31 (1935); J. Karickr and D. Scorr,
Indag. Math. 17 (1955); A. Tarski, em Con-
tributions to Mathematical Logie, North-
-Holland, Amsterdam 1968).

1. Estruturas e linguagem. Usamos, até
agora sem explicagio, certas noc¢des que é
indispensavel esclarecer: Por outro lado a
linguagem que temos considerado é dema-
siadamente simples. Em particular inte-
ressam-nos também estruturas mateméaticas
com relagles que nio sdo necessarfamente,
como até agora, operagdes.

Consideremos, para uma dada sucessio
<Ny, -+ ,nu> («tipo») de nimeros naturais
a classe de todas as estruturas '

N=<A4,By,---,R,>, onde
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A é um conjunto nio vazio e R;(1 L7 Zm)
uma relagio ni-aria de 4, isto é um sub-
conjunto do conjunto de todos os mn;-tuplos
de elementos de A (que se identifica com um
. elemento de A no casode n;—1 e R; ser
uma operagio de A). Consideremos, por
outro lado, uma linguagem, que permite refe-
réncia directa a tais relagdes, cujos simbolos
sio = (que se nio confundird com o sim-
bolo = da linguagem que estamos usando
nas nossas descrigdes!), variaveis vy, vy :--
que permitem referéncia aos elementos dos
conjuntos A4, simbolos (de predicados)
Py, ..., P, que se referem respectivamente
as relagdes Ry,...-, R,, os simbolos —
(e«ndio», de negacgio), A («e», de conjungio),
/A (e«qualquer que seja», de quantificador
universal) e os paréntesis (e). As férmulas
desta linguagem s#io definidas indutivamente:
elas sido as sucessdes de sfmbolos que per-
tencem a todos aqueles conjuntos de su-
cessdes de simbolos que contém, para cada
t com 1ZL7<Lm e variaveis vj,,:+- Ujn;—1
todas as sucessdes v;,=v;, © P;v;, vj,- V-1
(«férmulas atémicas») e que (regras grama-
ticais) 1) com cada sucessio ¢ contém também
a sucessio — ¢ assim como, para cada va-
riavel v;, também A v;9 e 2) com quais-
quer sucessdes ¢ e ¢ contém também a
sucessido (p AY).

Diz-se duma variavel v, que ocorre livre
numa férmula se e 86 se a férmula é atémica
e v ocorre nela ou a férmula 6 —o¢ e v
ocorre livre em ¢ ou a férmula é (o AYd) e
v; ocorre livre em ¢ ou em ¢ ou, final-
mente, a férmula é Av;9, k==j e v; ocorre
livre em ¢ . Sentengas sio as férmulas sem
ocorréncias livres de variaveis. Sentengas
universais [existenciais] sdo as sentencas
A+ A0, @[V vj,+- V0] para as quais
em ¢ ndo ocorrem quantificadores. (Como 6
usual, escrevem-se abreviaturas das nossas
formulas usando oatros simbolos Vv («ou»),
— («8e ... entdo ...»),<—>(«80 © 80 se»),
(¢ha», de quantificador existencial), e com

frequéneia se omitirio paréntesis). Devera
ser claro como ler, na linguagem que esta-
mos usando, as sentengas da linguagem que
introduzimos. Por exemplo (com m=—1 e
n;==2) as sentencas AvoAv;Avg((Pivyv; A
APy vy vg) = Pyogvg), A vg— Ppuyvg,
A vg Ao (v = vy = (P v vV Py oy %))
constituem um sistema usual de axiomas da
teoria das ordens totais.

Se desejamos focar a nossa atencio em
estruturas, %[, nas quais pelo menos uma
relagio f; é uma operagio entio usamos
frequentemente, para referir a 2;, em vez de
P; um simbolo f; (cconstante» ou enome de
individuo» no caso de m;==1), (Tais estru-
turas sido aquelas nas quais a sentenca
Avgoe A Vg (V Va1 Pivg +oe Vg g AA Y5
AV ((Pivg ++r Vnymg i A Pivg eos Uyy_gv) =
— v; = v;)) 6 «verdadeira»). Termos, t, sdo
entio introduzidos, como constitnindo o infi-
mum dos conjuntos que contém as variaveis
assim como os simbolos f; e que sio fechados
para a operacdo de formagio das sucessdes
fi toty - ty—o. As férmulas atémicas sido
agora t;, = l;, para quaisquer termos #;, e
t,, © Pity.-.t,,—; para quaisquer termos
tgy+** ytn—1- E as férmulas obtdm-se, como
acima, mas agora a partir destas férmulas
atémicas. Se todas as relactes R; de 9 sio
operagdes, 2 diz-se ser uma estrutura algé-
brica.

Necessitamos finalmente, dada uma estru-
tura 2 e uma sentenga ¢ da linguagem cor-
respondente, saber o que deve entender-se
por «c é verdadeira em 2[». Para isto con-
sideremos as sucessdes infinitas a = < q;,
ay,---> de elementos do conjunto 4.
(Seria mais natural limitar-nos a sucessdes
finitas mas isso traria desvantagens de ordem
técnica nesta exposigdo). Definimos induti-
vamente uma relagio entre esses elementos,
a, de A®” e as férmulas, ¢, da nossa
linguagem : a satisfaz em A ) v;,=1v;,
ge @ 86 se a;, é a;,, ) Piv;,v; ...V, 86
e s6 se para o wui-tuplo < aj,,--- ,a,-:‘_,>
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de elementos aj,,---,a;_, de A se tem
<L By or 5@, >€ R, ©ii) — g se e 86 se
a ndo satisfaz,em 2,9, W) (pAY) se e sd
se a satisfaz, em 2,9 e a satisfaz,em A, J,
v) Avj¢ se e 86 se qualquer a’'e A com
a,=a, para l=£j étal que o’ satisfaz, em
A, 9. Resulta imediatamente desta defini¢io
que, para cada %[, se o é uma sentenca
entdio ou todas as sucessdes ae 4“ satisfazem,
em 2,o ou nenhuma sucessio ae A* satisfaz,
em 2A,s. E no primeiro caso que se diz que
c ¢ verdadeira em 2, ou que U ¢é modelo
de o. (E é no segundo caso que se diz que
c 6 falsa em 2f).

Uma férmula, ¢, diz-se ldogicamente valida
se e 80 se qualquer que seja a estrutura
todas as sucessdes ae A® satisfazem, em
A,¢. Assim as férmulas v; =v; séo todas
ldogicamente validas. Também, qualquer que
seja a férmula ¢, se v; ocorre livre em ¢
e a férmula ¢ se obtém de ¢ por substitui-
¢io de ocorréncias livres de v; em ¢ por
ocorréncias livres de qualquer outra variavel
v, entho v = v; — (p«—¢) &é logicamente
valida.

A restrigio a estruturas com um nimero
finito de relagdes (tipo finito), e a restrigdo
correspondente na linguagem, sdo dispensa-
veis (como facilmente se veri) em muito do
que se segue.

(H. Hermes, Einfiithrung in die Mathe-
matische Logik, 1963, Teubner; G. KREISEL
et J. L. Krivixg, Eléments de logique mathé-

matique, 1966, Dunod; A, Tarskr, Some

notions and methods on the border line of
algebra and metamathematics, in Proc. of the
Int. Congress of Mathematicians, vol. 1,
1950).

2. Alguns resultados elementares. Re-
tomamos agora, brevemente, problemas da
natureza dos do § 0. Uma estrutura

B=<B,S,+,8 > (do tipo da estru-
tura A=< A4,R;,.-., R, >) é uma subes-
trutura de 2 (e 2A 6 extensio de B) se e 86
se qualquer que seja ¢ (com 1.<£7.2m)S;=
= R; N B". Se uma estrutura € 6 isomoér-
fica duma subestrutura B de 2 diz-se que
€ ¢ isomorficamente mergulhavel em 2.
TArsgr observou que para cada estrutura
finita B (B finito!) h4 uma sentenga uni-
versal, ¢, tal que as estruturas (do mesmo
tipo!) nas quais B nio é isomodrficamente
mergulhavel sio, precisamente, os modelos
de ¢. (Para a demonstragio, que o leitor
deve tentar, note-se que B pode, a menos
de isomorfismo, descrever-se completamente
por uma sentenga existencial e que esta é,
claro, verdadeira em todas as extensdes de
2B). A unido de uma classe, K, de estruturas
6 a estrutura, 2, cujo conjunto, 4, é a
uniio dos conjuntos dos elemeptos de K e
cuja relagio R; é, para cada ¢, a uniio das
relacBes-¢ dos elementos da classe. K diz-se
cadeia de estruturas se e s6 se de quaisquer
dois elementos de K um ¢ subestrutura do
outro. Do lema, acima, resulta que uma classe
K de estruturas é a de todos os modelos (de
todas as sentencas) de um conjunto de sen-
tencas universais se e 86 se ¢) qualquer es-
trutura isomOrficamente mergulhivel numa
estrutura de A também pertence a K e i¢)
a uniio de qualquer cadeia de elementos de
K t{ambém pertence a K. Resultados que
envolvem uma tnica sentencga universal ou
entio sentencas com formas mais complexas
foram obtidos por VAaugHT, CHANG e outros.
Também extensamente estudadas tém sido
classes de sistemas algébricos fechadas para
certas operacdes, com, por exemplo, a pro-
priedade de conterem com cada sistema todas
as suas imagens homomorficas.
Prosseguimos a analise de KavLickr e ScorT
referida no § O para deixarmos aqui uma
nota mais pessoal : Sabemos que a subclasse
dos reticulados distributivos constitnida pelas
ordens totais ndo pode obter-se, pela adjungédo
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de identidades, como sendo a classe de todos
os modelos do novo conjunto de sentengas,
mas que pode obter-se pela adjuncio da sen-
tenga universal que afirma ser o infimum (ou o
supremum) de dois elementos um destes. Per-
guntamos entdo que subclasses (préprias) da
das ordens totais sio as de todos os modelos
do conjunto de sentencas obtido pela adjun-
¢do de uma tunica nova sentenga universal
aos axiomas que indicAimos no § 1. A adjun-
cio de, por exemplo, AvgAv;Ave(vg=1v;V
V vy=1vgV v;=19) determina as ordens totais
com ndo mais de dois elementos, e expli-
camos na Port. Math. vol. 15 como é simples
mostrar que tais subclasses, isto é, as que
para algum = (dependente da sentenga uni-
versal dada) contém precisamente as ordens
totais de no maximo =n elementos, sio as
tnicas possiveis. Qualquer sentenca universal
da nossa linguagem que ndo é verdadeira em
todas as ordens totais é, pois, equivalente a
uma senten¢a da linguagem mais simples
(sem referéncia & relagio de ordem) da teo-
ria da identidade. B neste sentido que dizemos
que a teoria das ordens totais é universal-
mente completa. Discutimos depois em termos
de propriedades de classes de estruturas a
gituagio aqui exemplificada pelas ordens
totais e também fizémos uma aplicacio &
teoria dos semigrupos ordenados. Gosta-
riamos de conhecer outras aplicacies e uma
analise sistemética da nog¢io de teoria uni-
versalmente completa relativamente nio a
teoria da identidade, a que nos limitdmos,
mas a subteorias mais complexas.

(A. Tarskr, Indagationes Mathematicae,
vols. 16 and 17, 1954 and 1955; R. VaveHT,
Bull. Am.Math. Soc. t. 59, 1953 ; R. Fra1ssg,
Cours de logique mathématique, tome 1, 1967,
Graanthier-Villars; H. Riseiro, Archiv fiir
mathematische Logik und Grundlagenfor-
schung, vol. 5, 1961; D. BricNOLE and
H. Riseiro, Algebra i Logika, t. 4, 1965,
Novosibirski).

3. Teorema de compacticidade (fini-
tude). Se I é um conjunto de férmulas que
é inconsistente (isto é se em cada estrutura,
A, nenhuma sucessio ae A” satisfaz todas
ag formulas de X) entdio ha um subconjunto
finito, A, de X, que 6 inconsistente. (Ndo
tentaremos aqui uma demonstrag¢éo no quadro
desta curta exposi¢cio. Mas desde que varios
leitores conhecem a existéncia de axiomas e
regras de inferéncia da légica elementar e
também o resultado de Godel que afirma
obterem-se deste modo precisamente as for-
mulas ldogicamente validas, notemos aqui que
ge 2 & inconsistente entio usando Z ha
uma demonstragio duma sentenca falsa
em todas as estruturas, e como em tal
demonstragio s6 intervém um subcon-
junto finito, A, de Z,A ¢ inconsistente).
Temos pois que se 2 é um conjunto de
sentencas tal que qualquer subconjunto finito
de 2 tem um modelo entio hi um modelo
de 2. Para mostrar em detalhe uma apli-
caciio muito simples notemos primeiro que a
teoria elementar dos corpos pode ser dada
na linguagem que contém x,y,z,.-- como
simbolos de variaveis, os dois simbolos de
constantes 0 e 1 (de operagdes O-arias) os
dois simbolos + e >< (de operagdes binarias)
e com o conjunto de axiomas Az Ay A 2
+ax+yz=++4+axyz, AxAyANzxx
Xyz=xxzxyz, NeAy+ecy=+y=,
ANz Ay<zy=>xye, Ax+al0=2,
Ne><el=x, AzVy+xy=0, Az\Vy
(=0v><zy=1), AxAyAz><zxtyz=
=4 <xy><wxz, —m1=0. A aplicacio
consiste em obter que para qualquer sen-
tenca, ¢, verdadeira em todos os corpos de
caracteristica zero ha um nimero natural,
n,, tal que ¢ é verdadeira em todos os
corpos de caracteristica maior que n,. Com
efeito, seja ¢; a conjungdo dos axiomas,
acima, da teoria dos corpos e, para cada
nimero primo, p, seja ¢, a sentenca
+141414...411=0 onde ocorrem
p vezes os simbolos 1 (que 86 é verdadeira
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nos corpos de caracteristica p), e agora
observe-se que, por hipétese, o conjunto
{— 9,01, 7 ¢, 1195, 1 9,+++} nio tem
modelos. Ha, pois, de acordo com o coro-
lario acima, um subconjunto finito deste con-
junto de sentengas que nio tem modelos, e
portanto ha um nimero (1 ou primo p) =,,
tal que qualquer modelo de |g;,-+-, —1 ¢a |

niio é modelo de — ¢, donde qualquer corpo

de caracteristica maior que n, é modelo de o.
O leitor deve tentar obter as seguintes

aplicagdes (de TArsKI e de ROBINSON):

1) Se o conjunto das ordens dos elemen-
tos dum grupo, A, ¢é infinito entio ha um
grupo B que tem um elemento de ordem
infinita e tal que as sentencas (da lingaagem
elementar dos grupos) verdadeiras em 9B sio
precisamente aquelas que sio verdadeiras em
A (tal que «A e B sdo elementarmente
equivalentes»).

2) Ha corpos nio arquimedeanos.

3) Para cada dominio de integridade que
néo é um corpo ha um dominio de integridade
elementarmente equivalente com elementos
¢, nido unitario, e d, nido zero, tais que,
para qualquer =, c* divide d.

O teorema de compacticidade permite,
usando o resultado de algebra elementar que
diz haver para qualquer polinémio com coe-
ficientes num corpo, ¥, um corpo extensio
de § no qual esse polinémio tem um zero,
obter imediatamente uma demonstracio do
teorema de STEINITZ que diz que ¥ tem uma
extensio na qual qualquer polinémio se decom-
pde em factores lineares. De facto, conside-
re-se uma linguagem da teoria dos corpos
que contenha uma constante (um nome) para
cada elemento de % e seja I' o conjunto de
todas as sentencas atémicas verdadeiras em
& e todas as negacdes de sentencas atémicas
falsas em % . Observe-se que se ¢; é a con-
jungio dos axiomas (acima) da teoria dos cor-
pos entio cada modelo de I' U {¢1} é um

corpo extensio de %, e que na nossa lin-
guagem ha para cada polinémio com coefi-
cientes em F uma sentenga para exprimir
que esse polinémio é um produto de factores
lineares. Mas se Z & o conjunto de todas
estas sentencas e A é qualquer subconjunto
finito de 2 entio I' U je1} UA 6, pelo re-
sultado de algebra elementar citado acima,
consistente. Do teorema de compacticidade
infere-se portanto que I' U {1} U S é con-
sistente, isto é que ha uma extensio de F na
qual todos os polinémios se decompdem em
factores lineares.

Note-se também que do teorema de com-
pacticidade resulta que se ha uma fnica sen-
tenca cujos modelos sio precisamente os dum
conjunto Z de sentencgas entio ha também
um subconjunto finito, A, de = cunjos mo-
delos sio precisamente os de X.

A nogio de ultraproduto de estruturas, de
importidnecia -na teoria dos modelos mas que
nio podemos discutir aqui, é uma modificagiio
da de produto directo que pode utilizar-se
para uma demonstragio simples do teorema
de compacticidade e com a qual o leitor deve
familiarizar-se.

(A. RoBinsoN, Introduction to model theory
and to the metamathematics of algebra, North-
-Holland, 1963 ; Fray~e, MoreL and ScorT,
Fundamenta Mathematicae, vol. b1, 1962).

4. Algumas aplicagdes de teoremas do
lipo do de Lowenheim-Skolem. Estes teo-
remas que tém tido aplicagdes importantes,
especialmente aos fundamentos da teoria dos
conjuntos, permitem inferir da existéncia de
modelos infinitos dum conjunto de sentencas,
a existéneia de modelos com propriedades
prescritas. Limitamo-nos aqui, primeiro, ao
seguinte enunciado fraco que pressupde uma
linguagem, como a descrita no § 1, em que
o conjunto das férmulas é numeravel: Se o
conjunto, X, de sentengas tem um modelo
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infinito A (isto é se A 6 infinito) entio =
tem um modelo numeravel, 2, tal que 2 e
9’ sio elementarmente equivalentes. (Uma
das demonstragdes envolve a consideragio de
uma linguagem obtida da original pela adjun-
¢io de um simbolo, f>, de operacio n-iria,
para cada férmula que aqui escrevemos
@ (Vjyy =++ , ;) para indicar que as varia-
veis vj,,.--,v;_, sdo as de ocorrédncias li-
vres, e envolve depois mostrar 1) que para
cada estrutura, do tipo dado pela linguagem
original, hA uma estrutura do tipo dado pela
nova linguagem tal que Av; -+ Avj_,
(V Vjut @ (Viys =% 5 Vjny) = c?(v.f. g s Vs y
Jo(vj,5 2+ ,9;,5))) ©2)que os elementos desta
estrutura a que se referem as constantes da
nova linguagem constituem uma subestrutura
elementarmente equivalente).

Deste teorema imediatamente se segue
(SkoLEM) que se a teoria dos conjuntos (axio-
mas de ZERMELO-FRAENKEL, VON NEUMANN-
-BERNAYS, ou outros) é consistente entio tem
j4 um modelo numeravel. (A distingdio, clara,
das duas linguagens — a lingnagem que aqui
estamos usando quando escrevemos «modelo
numeravel» e a lingunagem da teoria dos con-
juntos, que alias permite introduzir a defi-
nigio de conjunto numeravel — elimina a
sugestio da natureza paradoxal do teorema
de LOWENHEIM-SKOLEM).

Se aos axiomas da teoria das ordens totais
(§ 1) se juntam os axiomas — V vy A 7y
(o=v1VPirev)), IV Av(vp=mvV
VPiv 1) e AvgAvi(Progey— Vg (PrygvgA
A Pyvgv,)) obtem-se um conjunto, =, de
axiomas da teoria das ordens totais densas
sem primeiro nem iltimo elemento. Se 2A e
B sio dois modelos de X eles sdo necessa-
riamente infinitos, e ha portanto modelos,
A" e B', numeraveis elementarmente equi-
valentes a, respectivamente, 2 e 9B. Mas
CaxTOR demonstrara (veja-se por exemplo,
Si1erpINsKI, Cardinal and Ordinal Numbers,
1958, p. 209) que dois quaisquer modelos
numeraveis de Z sdo isomorfos. A' e B'

sio, portanto, elementarmente equivalentes,
donde A e B sio elementarmente equiva-
lentes. I pois impossivel distinguir por uma
sentenca da nossa linguagem um modelo, 2,
de Z doutro modelo, B, de Z, porque oun
em ambos uma tal sentenca é verdadeira ou
em ambos é falsa, (isto é o conjunto, 2, de
sentengas é «completo»). Em particular qual-
quer sentenga da teoria da ordem é verda-
deira no conjunto ordenado dos racionais se
e 86 se 6 verdadeira no conjunto ordenado
dos reais.

Registamos agora o seguinte teorema numa
forma que também pressupde uma linguagem
como a do § 1: Se o conjunto 2 de sen-
tencas tem um modelo infinito 2, e ¢ é um
cardinal maior que o do conjunto, 4, de
A, entio = tem um modelo, ', de cardi-
nalidade e tal que 2 e ' sio elementar-
mente equivalentes. Um corolario imediato
diz-nos que ha modelos nio numeraveis do
conjunto dos axiomas de PEANO com o es-
quema de indugdio limitado as propriedades
que podem ser expressas na nossa linguagem
(elementar) da aritmética, portanto que ha
tais modelos ndo isomérficos ao modelo dos
nimeros naturais.

TARSKI mostrara que as sentengas verda-
deiras no corpo dos niimeros complexos sido
precisamente as sentencas verdadeiras em
todos os corpos algébricamente fechados de
caracteristica zero. Dos teoremas que estamos
considerando e do facto, conhecido da alge-
bra, que quaisquer dois corpos algébricamente
fechados e com a mesma caracteristica e
mesma cardinalidade ndo numeravel sio iso-
morficos, resulta agora que um conjunto de
axiomas da teoria dos corpos algébricamente
fechados de dada caracteristica é completo.

. VAUGHT observou, em geral, que se um con-

junto consistente, =, de sentencas nio tem
modelos finitos e para algum cardinal ¢ &
n-categérico (isto é tal que dois quaisquer
modelos de cardinalidade ¢ sdo isomoérficos)
entdo = é completo. Este e outros critérios
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de completude tém consequéncias importantes.
Obtém-se, por exemplo, uma demonstragio,
curta e simples, do conhecido teorema dos
zeros (Nullstellensatz) de HiLBERT.

(T. SkoLEM, em Les Entretiens de Ziirich,
1938; A. Tarskgr and R. VaveHT, Compositio
Mathematicae, vol. 13, 1957 ; A. RoBINSON,
Complete theories, North-Holland, 1956).

5. Algebra cilindrica duma estrutura.
Varias operacdes familiares como a de homo-
morfismo, fazem corresponder estruturas a
estruturas. Utilizamos o conteudo do § 1 para
descrever aqui uma outra que permitira nio
86 a oportunidade de revisio desse § 1 mas
ainda a de pormos algumas questdes aparen-
temente simples.

Seja A=<A,Ry,:-+,R,> uma estru-
tura de tipo <<ny,r--,na>, € fagamos cor-
responder a cada férmula, ¢, da linguagem
correspondente o conjunto, ¢*, de todas as
sucessdes a= <ap,ai,as,--> de elementos
de A tais que a satisfaz, em 2[,e. Observe-
-se que qualquer que seja j, (v;=1v;)* = A®
e (m7z;=v)*=0 (o conjunto vazio). Ob-
serve-se, mais, que o conjunto, &, dos con-
juntos o* assim obtidos constitui um corpo
de subconjuntos de A4“, (uma algebra de
BoorLE <@, N,’,0,4°> onde N e ' sio
respectivamente intersec¢io e complementa-
¢io). Enfim, ha nesta algebra de BooLre 1)
para cada nimero natural j uma operacio
unaria, C;, («cilindrificagio») que fornece
para cada 9* 6@ o conjunto, Cj¢*, de todas
as sucessdes ae A® tais que qualquer que
geja a'e€9*, a' ndo difere de @ senio, even-
tualmente, na coordenada j e 2) para cada
par jo,ji de nlimeros naturais uma operagéo
O-aria, d;,,;, («diagonalisagio») que fornece

o subconjunto de A® constituido por todas
as sucessdes ae A” tais que a;, =a;. A
calgebra cilindrica de 2» é agora definida
como sendo o sistema algébrico €Y =
=<a,Nn,’,0,4% C;,d;,, ;> . de tipo in-
finito constituido por aquela algebra de
BooLE e as operactes, em nimero infinito,
C; e dj, ;,. Facilmente se verificara que €9l
pode definir-se a partir de 2[, duma maneira
intrinseca, sem o intermédio da linguagem.
Esta operacédo de passagem de estruturas
as suas algebras cilindricas sugere a questio
de como é que relacdes entre dadas estru-
turas (do mesmo tipo) se reflectem como
relacgdes entre as algebras cilindricas corres-
pondentes. Também é natural perguntar por
relacdes que se obtém por iteragiio da ope-
racio @, Algebras cilindricas abstractas
sio a contrapartida algébrica do calculo de
predicados com identidade assim como alge-
bras de BooLe sio a do calculo proposicio-
nal. (Estio estreitamente relacionadas as
algebras poliadicas, e os problemas de repre-
sentagio tém sido extensamente estudados).

(L. HENKIN, em Mathematical interpretation
of formal systems, North-Holland, 1955;
P. HaLmos, Algebraic Logic, 1962).

-

* -

[Acrescentado em provas tipograficas: No
verio de 1969, pouco depois da preparacio
deste artigo (inicialmente destinado a um
niimero especial da revista Ciéncia dos estu,
dantes da Faculdade de Ciéncias de Lisboa)
apareceu o livro Models and Ultraproducts,
de J. L. BELL e A. B. SromsoNn, North-
-Holland, 1969 ‘'que também aqui recomen-
damos. H. R.].



