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NOTA DE AULA

Outra definicdo de semigrupo regular
a direila e & esquerda

por José Morgado

Instituto de Matemdtica, Universidade Fed

Recordemos que um semigrupo S se diz
reqular & direita e & esquerda, se, para todo
elemento ae S, existem elementos x,ye S
tais que

a?r=a e yal=a.

O objectivo desta nota é estabelecer o se-
guinte

TrEOREMA. Um semigrupo S é regular &
direita e & esquerda, se e sdmente se, para
todo elemento aeS, existe em S algum ele-
mento z tal que

a2z=2a e z2a=2=z.

DEM. O teorema é uma consequéncia ime-
diata dos dois lemas que se seguem :

Lema 1. Seja a um elemento do semigrupo
S tal que, para algum elemento ze S, se tem
(i) a%z=a
(ii) z%2a=z.
Entdo existe em S algum elemento t tal
que
a2t=a=1ta2 ¢ t2a=t=at2,

DeEmM. Na verdade, tem-se
aza=a?z.za, por (i)
=a?.z2a, pela associatividade,
=a?z, por (ii),
=i por (i).
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Analogamente se mostra que se tem
zaz=22a2z =22a=12.

Ponhamos agora

t=azl.
Entio tem-se evidentemente
a?t—=a2.az2=a-a2z.z2=a%z=a
e também
ta2=azla?=a-2?2a.-a=aza=a,

0 que prova a primeira parte do Lema 1.
A segunda parte resulta das igualdades
seguintes :

t?2a=az2-az22.a=a-.22a.-22a=az22=1t
e ainda

at?=a.az2-az2=a2z.2az.-z2=az2=1.

Lema 2. Seja a um elemento do semigrupo
S para o qual existem elementos x e y em S
tais que

(i) a?x=a,

(i) ya2=a.
Entdo existe em S algum elemento z tal que

alz=a e zia=1z.
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Dem. Com efeito, de (i) e (ii) resulta e, por outro lado,
ya=yalrx=ax, Ha=yax.yar-a=y2a.y.axa—

B e =§3 Yo myfdmy. go=yaue
aya=alz=a=ya?=aza. o que completa a demonstragio do Lema 2.
Pondo Analogamente se mostraria que um semi-
- SO grupo S ¢ regular & direita e & esquerda, se
G e somente se para todo aeS, existe em S

obtém-ge algum elemento z tal que

a2z =a?yar=a-.aya-r=alr—a za2=a e az?=1z,



