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Cardinslidade de um conjunto de anéis

por O.T. Alas

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sio Panlo, Brasil

O objectivo desta nota é responder a uma
questio que nos foi proposta pelo Professor
Newroy C. A. da Costa do Instituto de
Matematica e Estatistica da Universidade de
Sao Paulo. Questdo: Sendo E um conjunto
infinito, qual a cardinalidade do conjunto dos
anéis sobre B e qual a cardinalidade do
conjunto dos grupos sobre £ ? Demonstra-
remos que a resposta de ambas as perguntas
é 2121,

Nesta Nota as operacdes de adi¢io e mul-
tiplicagio dos varios anéis considerados serio
sempre indicadas, respectivamente, por + e .,
0 que nio acarretara confusiio pois em cada
caso precisaremos quais as operagdes em
questio.

1. Seja E um conjunto infinito e | E| o
seu ntimero cardinal. Seja £, E;=(E,+,-),
um anel sobre £. Em FE><FE considere-
mos as operagdes de adigio (denotada com o
sinal +) e de multiplicag¢éo (denotada com o
sinal .) definidas do seguinte modo: para
quaisquer z,y,r,se

1) (@) +(@,8)=(@+y,r+9)
(@,r)-(y,8)=(2-y,r-9)

onde os sinais 4+ e . que aparecem nos
segundos membros das igualdades (1) desi-
gnam, respectivamente, a adi¢do e a multipli-
cacio em F;. Posto isto, designaremos por
A o anel (E<FE,+,.), cujas operagdes
estio definidas em (1).

Denotemos por O o elemento neutro da
adigio em X; e sejam a e b dois elemen-

tos de E, tais que Osta==b=£0Fa+ b
(onde + designa a adigio em £E,).

A seguir vamos definir 2/#| fun¢des inje-
toras de E><E sobre E > E. Para cada
subconjunto X de E, com Oe X, ponhamos

fx:EX<E > EXE
(x,0) » (2,0)

(x,a) > (x,d)

@) (2,0) > (z,a)
(y,0)~(y,a)

(y,a)—~(y,b)

(%,86)—(¥,0)

(z,r)—>(2,7)

para quaisquer xe X y¢ X, zeE o rek,
r¢|0,a,b].

Para cada X nas condi¢des acima, indi-
quemos por A(X) o anel sébre E><E cujas
operacdes de adigio (denotada por +) e de
multiplicagio (denotada por .) definimos
abaixo: para quaisquer x,y,r,se X

(3) (@, +(y,s) 'z'fx(fil (("”’7'))+f§l ((y”)))
@s7) (,8) =S (S5 (&57) - 5 (#,9))

onde os sinais + e (que aparecem nos
segundos membros das igualdades (3) desi-
gnam, respectivamente, a adigio e a multi-
plicagio em 4.

Proprosigio 1. Sejam X e Y dois sub-
conjuntos de E tais que 0e XNY, XFY.
Nestas condigdes, os anéis A(X) e A(Y)
sdo distintos.
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DemoNnsTrAgX0. Sem perda de generali-
dade, podemos supor que existe xeX tal
que z¢Y. Se os andis A(X) e A(Y)
f6ssem iguais, teriamos, em particular, que
as operagdes de adigiio e multiplicagio seriam
as mesmas para os dois anéis. Logo, deve-
riamos ter, em virtude de (3),

Fx (3 (@, 0) + /3 (=, a))) =
=fr(f7 (2, 0) + 15! (=, a))),
o que nfo se verifica, pois

fx(.f:x_l ((.’L',O)) +f.;l (('T'.-a))) o
=fx(&,0)+ (=, ) = fy (= +=,b))

Fr(f3 (=, 0) + f3! (%, a) =
=fy((x,a) + (z,0) =f,((= + x,a+b)).

E esti demonstrada a proposigio.

OBsErvA(OES. I) Se o anel E; fér comu-
tativo com elemento unidade, os anéis 4 (X)
também serio comutativos e terdo elemento
unidade.

II) Se o anel E; for de BooLE, os anéis
A(X) também serdo de BooLE.

III) Na proposi¢io 1 ficon demonstrado
que os grupos aditivos de A(X) e A(Y)
sio distintos.

IV) Como E é um conjunto infinito temos,
em virtude do Axioma da Escolha, que
|Ex<E|=|E|. Por outro lado, como os
anéis sobre FE ficam caracterizados pelas
suas operagdes de adigio e multiplicagdo (que
sdo particulares fungdes de E><FE em £),
segue-se que a cardinalidade do conjunto dos
anéis s6bre £ é menor ou igual a 2I%1,

Prorosigio 2. Sendo E um conjunto infi-
nito, o conjunto dos anéis sobre E, bem como

o conjunto dos grupos sobre E, tem cardina-
lidade igual a 21%,

DemoNsTRAGRO. A demonstragio é con-
sequéncia imediata das consideragdes ante-
riores e do fato bem conhecido de que sébre
todo conjunto infinito é possivel introduzir
uma estrutura de anel que nio é de BooLE
o uma estrutura de anel de BooLe. (Déste
fato daremos uma demonstragio muito sim-
ples a seguir).

2. Seja E um conjunto infinito e desi-
gnemos por @ o anel habitual dos nimeros
racionais. Indiquemos por B o conjunto das
fungdes f:E — Q quasi-constantes (isto 6,
constantes exceto num subconjunto finito de
L) e indiquemos por D o conjunto das fun-
¢des f:E — |0,1} quasi-constantes. Os con-
juntos B e D tem cardinalidade igual a

Em B consideremos as operacdes de adi-
¢do (denotada por +) e de multiplicagdo
(denotada por -) definidas abaixo: sendo

frgeB

fF+9:E-Q e f-9:E—~Q
t=-fO)+9@ t-f®g9@®

onde em Q consideramos as operagdes usuais
de adicio e multiplicacdo.

Nestas condigdes, (B, + ,:) é um anel
comutativo com elemento unidade, que ndo é
um anel de BooLk.

Em D consideremos as operagdes de adi-
¢io (indicada por ) e de multiplicagio
(indicada por -) definidas do seguinte modo:
sendo f,geD

S+g9:E~{0,1}
t=>f@)+9g()

e f-g:E—|0,1}
t—~f(0g(,

ande: 040 m14-Tam 0, /01 =140 =il
00 = Dlem 100 6,11 1.

Nestas condigdes, (D, +,.) 6 um anel
de BooLE.



