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M A T E M A T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE FREQUÊNC IA E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

1, S, C. E. F. — MATEMÁTICAS GEBAIS — i . ' cadeira — 
1.° exame de frequência e 1." ponto de infor-
mação (i.* chamada) - 31-1-1968. 

5 6 8 7 — 1) Prove que 

A£D A C£D=>AC]Cs^r}D. 

R.: Como 

A ç B < = > A n B ~ A 
C C Ü < = ) C N I ) - C , 

vem 

( A n B ) n ( c n D ) = A n c , 
ou 

( A n C í r K B n D j ^ A n c , 

o que prova a tese.- A f l C £ B f| D . 

2) Estude a comutatividade, as soei atividade e 
existência de elemento neutro para a lei de c o m p o -
sição interna # definida sobre N por a*b**a. 

R . : Notando que a # b = a e b # a = b , conclui-se 
que a lei não i comutativa; como (a * b ) # c •= a e 
a * (b * e) = a , a lei è associativa. Supondo que existia 
o elemento neutro e , seria a # e = e # a « = a o que ê 
impossível pois e * a => e . 

isto è, A j 3 B i ; reciprocamente, com A j 3 B j , tem-se 
b j e B( = ) bi e A i mas 3 f E j e portanto a'i ou i 
b (se este número é racional) ou a ' j e B2 e no primeiro 
COBO será possível escolher > a1! tal que aj ' e B j : 
ter-se-á pois em qualquer dos casos Aj f[ Bj 0 . 

Para prov ir que se trata de uma relação de ordem 
definida sobre R basta verificar que são satisfeitas as 
propriedades tricotómica e transitiva. A primeira de-
corre do facto de se ter sempre A t D) V 3 
Z> Bj V Aj d Bj; a segunda é consequência da pro-
priedade transitiva da inclusão de conjuntos. 

2) Sejam X e Y conjuntos lineares. Prove que, 
sendo Y subconjunto não vazio de X , i n f X < J 
É i n f Y<. s u p X . 

Ache o interior, o exterior, a fronteira, o derivado, 
0 supremo e o ínfimo do conjunto X — [ 2 , 5 [ U 

u { - ! — S r r <—M'-•*•>}• 
R . : Sendo Y Ç X , então Y E Y = > Y E X o que 

permite concluir que i n / X < í y stjp X , isto é, í n / X 
1 minorante de Y e sup X é majorante de Y . Logo 
» n / Y » n / X e sup Y g l sup X e, como inf Y sS y < , / 

sup Y , vem imediatamente o resultado pretendido. 

intX = ] 2 , 5 [ , extX. — R — [ X U | 0 , 5 ! ] , 
r 2 n + 1 1 

/ r o n í X - |0) 2 ,51 U : x •= g j 

X ' - = [ 2 , 5 ] u ; 0 [ , supX^õ, » n / X - O . 

II 

5 6 8 8 — 1) Demonstre que o niímero real a ^ [ A 1 } A^] 
é maior do que o número real b = [ B , , i í 2 ] se e só 
se J I D B I . 

Prove que esta relação binária é uma relação de 
ordem definida sobre li . 

R . : a >• b<=> A i f i B* J> <=> a'i = b ' j e, supondo 
satisfeita esta condição, e evidente que V bi e Bj 
bi < b'j «= a'i=>bi o Aj e,íior outro lado, a'i~b[i $ Bi, 

III 

5 6 8 9 — 1) Seja u„ uma sucessão crescente e v„ 
uma sucessão decrescente tais que \f n e N tt„<^v„. 
Mostre que as sucessões u„ a v„ são convergentes 
e que lim un ^ lim v„ . 

l o g n 

Calcule l im 

^ + log" _ 1 
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R.: Como Uj ^ « „ á v„ g v j , o conjunto (u„) é 
superiormente limitado e o conjunto (v„) é inferior-
mente limitado o que garante a existência de limites 
finitos u e v , respectivamente para u„ e v „ . Não 
pode ser u ;> v porque isso obrigaria a ter, a partir 
de uma certa ordem, u„ v„ . Logo é u < v . 

(t + l 0 g x i \ í ; 5 _ i £ - 1 0 3 n 
, V B / 5 ^ n 

lim 
- 1 

3 log n 
n 

í log n ' 
í log a 

onde lim í •=• lim \ — 1, e portanto o limite pedido é 
3 

igual a . 
5 log a 

00 ao 
2) 2 "n converge e nn diverge. Demonstre 

o o 
eo 00 

que 2 ( " „ + v„) diverge e qne ^ onde 
S O 

— u„ B Wi-ii+i — v„ (n 0 ,1 ,2 j -•*), também diverge. 

K . i Sendo S') f j n„, S") £ vn e 8) 1J to+vj, 
D U O vem => SJ, + SJ,' e como apenas Só possui limite ao 

finito 4 claro que S„ diverge. Para p série T ) VJ w„ 
o 

tem-se T I O — SJ, + Só' e portanto T S a diverge. 

I . S . C. E . F . — MATEMITICAS GERAIS — 1,* c a d e i r a — 
1." exame de f requência e 1.° ponto de infor -
mação (2.* chamada) - 3-2-1968, 

I 

5 6 9 0 — 1 ) Estude a validade do argumento se-
guinte : 

Z>=>3 
q => r 
P A * 

~r V s 

s A t 

R.: 

3. P A t prem. 
4. ~ r V s prem. 
5. p = > r 1,2 mod. ponens 
6. ~ p V r 5 , equiv. 
7. P 3 , simpl. 
8. t 3 , simpl. 
9. r 6 , 7 til. disj. 

10. B 4 , 9 sil. disj. 
11. s A t 8 , 1 0 conj. 

2) Supondo que as funções f:A~-*B e g'.B-*C 
são biunívocas, demonstre que a função composta 
g o / : A -r C também é biunívoca. 

R . i ai a s = > f (aj) f (aj) e, como f (aj) e B t 
f ( a , ) e B , tem-se f ( « , ) f fa2) = > g [ f (a , ) ] g [ f {* , } ] 
com g [ f ( a , ) ] e C e g [ f ( 3 * ) ] e C . Logo, aj az => 
=> g [f (a ( ) ] =f= g ff (a?)] , o que prova a proposição. 

II 

5 6 9 1 — 1) Sabendo que entre dois números racio-
nais há sempre um número irracional, demonstre que 
entre dois números reais bá sempre um número irra-
cional. Pode concluir-se daqui que qualquer número 
real é ponto de acumulação do conjunto dos números 
irracionais? Pode também garantir-se que qualquer 
número real é ponto de acumulação do conjunto doa 
números reais? Justifique as respostas. 

R . : Dados os números reais a e b (a < b) è sem-
pre possível encontrar dois números racionais r e 
s {r -< s) tais que a •< t - < s - < b e, como entre r e s 
existe um número irracional, a proposição fica demons-
trada. 

Em ] X — 1, X 4- t [ , sendo X e R , há uma infini-
dade de racionais e de irracionais e portanto X 4 
ponto de acumulação do conjunto dos racionais, do 
conjunto doe irracionais e do conjunto dos reais. 

2) Sejam X e Y conjuntos lineares. Prove as 
proposições seguintes: 

1. p = > q prem. 
2. q = > r prem. 

a) b) XÜ7-X\JY. 

Verifique os teoremas para 

X = |j::atí=w + — (m , « = 1,2 , ...)j 
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IÍ, : a) Sendo k ponto de acumulação de X |J Y , 
então t 6 X ' V k e Y ' e reciprocamente. 

b) X U V = ( X U Y ) U ( X U Y ) ' 
- ( X U Y ) U < X ' U V ) 

- ( X U X ' ) U ( Y U X ' ) 

- X U Y . 

A verificação dos teoremas para os conjuntos apre-
sentados é imediata. Tem-se X ' = [ 1 , 2 , 3 , | E 
V - f l t • 

Ill 

5 6 9 2 — 1) Suponha que (u„) é limitado superior-
mente e n e iV u„ < sup ( « „ ) . Prove que existe 
uma subsucessão « a tal que lim iíe = sup (u„) . 

/ 3 n + 2 \ » ' ( V r - i ) 
\ 3 n + 4 ) 

Calculo lim 

R . : Como sup (uB) ^ (u„) , então sup (u,J é ponto 
de acumulacão de (u„) e portanto ê sublimite. 

/3a 4- 2 \ n * ( V í - l ) 
Tomando u„ = ( — — — — ) , vem 

\ o n + 4 / 

/ 3 n + 2 \ 
log u„ - n* ( i / e - 1) log t - - — — 1 

- n* (VT-1) log ( l - j ^ - j - ) 

S T T T ) 

e, como % -¥• 1 e r, -+ I , vem Um log u„ — 2/3 o que 
implica lim u„ = . 

to oo 
2) ^ converge para S . Prove que 2 +M»+i) 

o a 
converge para 2 S — «o* Construa uma série diver-

0 0 CO 

gente v - t a l <l«e 2 ("» + ^ i ) convirja, 
o II 

00 CO 

R . : Tomando S) 2 u « e S ' ) K + ur.ti) > M m 

u 0 
S'„ = S„ + Sn+ , — U(p e portanto Sn - * 2 S — u0 . 

CO 

Considerando a série 1)", é fácil verificar 
o 

que ela satisfaz a'segunda parte do problema. 

I. S . C . E. F . — MATEMÁTICAS GEEAIS — 1.* c a d e i r a — 
2.' exame de frequência e 2 ° ponto de informa-
ção — (1." chamada) — 2-5-Í968, 

I 

5 6 9 3 — 1) Mostre que a série 

T ) -

é absolutamente convergente para x > — 1/2 e de-
monstre que a sua soma é f(x) = x + 1 + . 

Indique, justificando, os pontos (próprios e impró-
prios) de continuidade e de descontinuidade de 

2) Demonstre que o oontradomfnio de uma função 
/ continua num intervalo fechado [a , fij è também 
um intervalo fechado. Em que condições o oontra-
domfnio é o intervalo [ / ( o ) , / ( ( > ) ] ? Justifique a 
resposta. 

R. ï 1) Como lim 

convergente para 

"ru-1 X 

X - t - 1 1 , a série é 

< 1, desigualdade que 
x + 1 

conduz a x >—1/2, A soma obtém-se fàcilmente 
notando que a série pode considerar-se soma da série 

geométrica i m 
o n i V * + 1 / ' 

e da série exponencial 

Os pontos de descontinuidade de x f (x) são x — 1 , 
x — oo e i ~ -f- CO , 

2) A justificação da primeira pergunta é dada pelo 
teorema de Caucliy. 

O contradominio ê [f (a) , f (b)] quando m = f (a) 
e M — f (b) . 

II 

5 6 9 4 — 1) Tome a função / definida por 

1 ' j O g K l ) 
2 C» - 1 ) 
* + 2 (1 < x £ 2). 

Calcule / ' ( l ) e dê a expressão analítica da pri-
meira derivada. Estudo em [ 0 , 2 ] a monotonia, os 
extremos de / e represente g e o m è t r i c a m e n t e a 
função. 
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Determine a função F com o campo de existência 
X — [ 0 , 2 ] — | 1 [ o que satisfaça às condições se-
seguintes : y i e X F' (as) — / (x) , lim F = 3 . 

I . S . C. E . F . — MATEMÁTICAS GEHAIS — 1 .* c a d e i r a — 
2." exame de f requência e 2 ' ponto de informa-
ção — (2.« chamada) — 15-5-1968. 

2) Supondo "o 
n +- 1 n 

, «n-t , 

utilize o teorema de ROLLE para provar que o pol i -
nómio aa x" + i i ! i " " ' + *•* •+• a„_, x + a„ tem pelo 
menos uma raiz entre O e 1. 

R . : 1) F ( L ) = + « Í f ( x ) 
K 

2 x ( O g K l ) 

Como em [ 0 , 2 ] é sempre P (x) > - 0 , a função f é 
crescente nesse intervalo, apresentando um mínimo 
f (O) = 0 e um máximo f (2) = 4 . 

P (x) -
+ C ( 0 £ X < L ) 

+ 2 x + C ' ( 1 < J ^ 2 ) 

e a condição imposta obriga a tomar C — 8 / 8 e C1 —1/3' 

2) Em virtude da condição dada, a primitiva do 
polinómio anula-se para x = 0 e x « = - l e portanto o 
teorema de ROLLF, garante que o polinómio tem pelo 
menos uma raiz entre 0 e 1 . 

III 

5 6 9 5 — 1) S u p o n d o que lim f ( x ) = A j = 0 , 

recorra à teoria dos levantamentos de indeterminação 
para indicar lim f(x)/x. Qual é o lim f(x)? 

Justifique. 

2) Demonstre que, sendo / crescente e convexa 
em [ a , ò>], a sua função inversa, / " ' , é côncava 
(admita a existência de derivadas até à segunda 
ordem). 

R . : 1) lim f ( x ) = A = £ 0 = > lim S^-fOO Jt^-foo 4 
(teorema de Cauchy). 

Se Um f (x) fosse finito então lim Jt— + 00 *" + 0D 
Logo lim f(x) — oo, 

+ QC 

f ( x ) • A^O 

f ( x ) - 0. 

2) ( f - r _ _ f 
ÍÕ» 

•< O e portanto f - 1 é concava. 

5 6 9 6 — 1 ) Dada a série de potencias cujo termo 

( n > 2 ) , deter-geral é » „ ( * ) = (— 1 ) " — - — 
n ( n — 1) 

mine o seu intervalo de convergência e investigue o 
comportamento da série nos extremos do intervalo. 
Estude as séries de termos gerais u'„ (x ) e MJJ (x) e 
determine sucessivamente as s o m a s de 2 
2 « ' „ { » ) e 2 u„ (a;), enunciando os teoremas que ti-
ver necessidade de utilizar. 

2) Prove que se uma função real de variável real é 
positiva ou nula na vizinhança de x = a e possui 
limite quando x -»• a, esse limite é positivo on nulo. 

x -f-1 
Mostre que a função / definidapor f (x) = —• 

x 
è continua em )11 U[2 , J ] U [ 5 , + o o [ . Mostre 
que são aplicáveis os teoremas de DIM e WEIHBSTHASS 
e verifique-os para f . Ache os extremos relativos de 
/ e m [ 2 , 4 ] e esboce a imagem de / em Z . 

R . ; 1) A série 2 un (x) e absolutamente conver-
gente em [ — 1 , 1 ] ; 2 u'n (x) è absolutamente con-
vergente em ] — 1 , 1 [ , sendo simplesmente convergente 
para x = 1 e 2 uó' (x) é absolutamente convergente em 

2 < ( x ) = 2 u ; ( x ) - l o g ( 1 + * ) 2 n „ ( * ) -i + I 
- (x+ l ) l o g ( x + 1) - x . 

2) Sendo lim f (x) = A , se fosse A < O poderia 

tomar-se S :> O por forma que A •+• S -< O e então 
existiria e > O tal que x e Vs (a) = > A — S < f (x) < 
•< A -f- S < ; O o que é absurdo. 

x + 1 
Para a função f { x ) = tem-se f ( Z ) = . | 2 ( U 

x 
U [ 5 / 1 , 3 / 2 ] u [ 1 , 6 / 5 ] e m = f ( + e o ) ~ l , M = f ( l ) = 2 , 

Em [ 2 , 4 ] os extremos relativos são M ' -= f (2 ) = 3 / 2 
e m' - f (4) = 5 / 4 . 

It 

5 6 9 7 — 1) Resolva os problemas seguintes: 

a) Demonstre que a derivada de ordem « da fun-
ção x f (x) ~x- sen x é 

x-t. f>•> (a;) — x1 s e n + 
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+ 2 n x sen •(- (n — 1) — j 

+ n {n - 1) sen | as + (n ~ 2) ^ - J . 

b) Calcule P 
(1 -f- are sen ^ 1 — Xe 

2) S u p o n d o f(a) = g(a) e / { » ) > ? ' ( » : ) era 
[ a , 4 ] , utilize o teorema de LAQEAHGE para provar 
qo« f(h)>3 (b). 

Sugestão : Empregue a função auxiliar y (x) — 

R . : a) 1Fazendo u = x 1 e v «= sen x , tem-se 

u ' - 2 x , u " = 2 , u I B ) = 0 ( n > 3 ) e v<a>^ten ^x + n - ^ . 

A fórmula de LEIBNIZ dà o resultado rapidamente. 
b) Fazendo are sen x — t , a primitiva trans-

forma-se em 

t „ t + 1 — 1 

_ r — p 1 

1 +1 (i +1)* 
* portanto 

P 

(1 + t)* (1 + t)* 

log |l + t| + I + t 

are sen x. I 

(1 + are een x ) ' y ï — x 2 

1 
log [ 1 are sen x | + 1 + aro sen x 

2) f (b) ~<f (a) = (b - a) tp'(c) (a < c < b) e por-
tanto, como ç (a) 0 e (c) > 0 , vem imediata-
mente f (b) 0 que traduz o resultado pretendido. 

III 

5 6 9 8 — 1 ) Desenvolva a função x - + x 2 era série 
segundo as potências de y = l o g (1 + z ) . 

Sugestão ; Exprima x em função de y . 

2) Seja / definida, derivávol o convexa sobre 
[ a , ò>] . Prove que, e x i s t i n d o c e ] t t , 6 [ tal que 
f (a) = / (fi) — / ( c ) , / é constante era [a , 6 ] . 

R . : 1) De y = log (1 +- x) vem x — o1 — 1 e 
x1 = o*1 — 2 ey + 1 donde 

OO ^13 y n 

- 1 + 2 ( 2 " - + 2 ( 2 " - 8 ) ( 1 + x > ] " • n. 0 

2) As condições impostas obrigam à existência de 
dois pontos Xi e x2, com a - < Xj « c b e b C x j C C , 
tais que f (xf) — f1 ( i j ) = t), Como f (x ) tem de ser 
crescente em [ a , b ] , será V (x) = 0 nesse intervalo o 
que implica que f é constante em [a , b ] . 

I. S . C . E . F , — MATEMÁTICAS GEIIAIS — 1 . « c a d e i r a — 
Exame final - Época de Julho (1.* chamada) — 
Prova escr i ta - 24-6-1968. 

5 6 9 9 — 1) Seja U o conjunto | a , È , c , £ Í , e ( o 
considere as seguintes famílias de conjuntos : 

а) 0 , V, | a , 6 , e | , 
б) 0 , U, |a,&| , { c , r f| , je j , \<s,d,e\ . 

Prove que em relação ás operações de reunião, in -
tersecção e complementação a primeira família é uma 
álgebra de BOOLE e a segunda não é. 

R. r E fácil verificar que a família da alínea a) 
satisfaz à axiomática de uma álgebra de BOOLK. Em 
relação à familia da alínea b ) , 6a6ta notar que 
~ j c , d| ™ [ a , b , e} não pertence à familia para se 
concluir que não é uma álgebra de BOOLE. 

2) Ache o intervalo de convergência da série 

investigando o comportamento da séria nos extremos 
dusse intervalo. Prove que a sua soma (í l og x . 

R . : Arotando que 

»M-l n — 1 x — e x — e 

"n n e e 

a série é absolutamente convergente para 

x — e 
e 

e divergente para 

X — O 

< 1 ( 0 < X < 2 e) 

e > 1 ( x < 0 V * > 2 e ) . 

P a r a x = 0 obtém-se a série 1 + 2 (— l ) , n _ ] 

s 
que e' divergente ; para x = 2 e obtém-se 

1 

n - 1 

n - 1 

n ! que é simplesmente convergente. 

1 
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Fazendo R . : 

vem 

1 1 
série geométrica cuja soma é — 

1 + 
x — e i 

Então f (x) é a primitiva de l / x que se anula para 

x = e , isto i, log x — 1 = JJ ( — 1 I j— ) 

3} Resolva os problemas seguintes: 

a ) Pesquise os extremos da função definida por 
/ ( » ) - 1 ^ - 1 1 + 1 * 1 em [ - 1 , 2 ] , 

6) Calcule P log (a: + \/x* + 1 ) . 

R . : a) A função dada pode ser definida por 

1 _ X ! _ X ( - I g i g O ) 
f ( x ) - 1 - X Í + - x ( O ^ i g l ) 

' . x í - l + x ( l ã x ^ 2 ) 

Em ] — 1 , 0 [ vem f1 (x) — 2 x — 1 e, como 
f ( _ l / 2 ) = 0 e í" ( - 1 / 2 ) < 0 , x - - 1 / 2 é ma-
ximizante; dado que f d ( — 1 ) > 0 x — 1 é minimi-
zante. Note-se que f , (0) <T 0. 

Em ] 0 ,1 [ tem-se V (x) = — 2 x + 1 e, como 
? (112) — 0 e f " ( 1 / 2 ) - < 0 , x - 1 / 2 é maximizante; 
como f'd (0) > O e anteriormente se obteve f , (0) < 0 
pode garantir-se que x — 0 é minimizante. Observe-se 
que F . (1 )<0 . 

Em ] 1 , 2 [ é f (x) — 2 x + 1 e, como a derivada 
não se anula em nenhum ponto deste intervalo, nS.o 
existem extremantes interiores-, Pa (1) > 0 e f , (2) > - 0 
o que permite concluir que x •= 1 4 minimizante e 
x = 2 é maximizante. 

b) P log ( x + y V + 1) x log ( x + l /x* + 1) — 

- P 
X + ^X* T i 

x log (x + + 1) - P 
1 

- X log (x + \/x2 + ) ) — l / X * + 1 + C . 

4) Dada a função z < 
d* . d** 

i +ir~-1 àx dg àx3 

l og (e1 + e") , verifique que 

d y* d x d y 

e*+> ò* e1 

à x e" + e1 c)x* (e* + e ' ) ' ff1 z o"1"* 
<)z e1 í)!Z e ' + ' ^x<)y (e1 + e')1 

d y e ' + e> <) J* {e* + e ' ) ! 

.1 oiíe/iftío t/as relações apresentadas é imediata. 

5) Mostre que o conjunto das matrizes da forma 
onde a é elemento arbitrário do corpo 1 «"[, 

0 l J 
K dos elementos, constitui um grupo abetiano em 
relação à multiplicação. Ache a inversa de A e cal-
cule A" (n inteiro positivo). 

R . : Notando que [~1 a r i an r i tn - p » t i 
1.0 l j Lo l j |_0 1 

não é dif ícil mostrar que é satisfeita a axiomática de 
grupo comutativo 

A - ' - r i - i " | e A ' . | ' l n a 1 . 

Lo 1 J 1 .0 1 J 

6) Sendo A matriz quadrada regular de ordem 
n , prove que os sistemas de n equações lineares a 
n incógnitas A X = B e A~' X = C possuem a 
mesma solução se e sò se B = A* C. 

R . : De A X - B resulta X = A " * B e de A - ' X ~ C 
vem X - A G . Logo A"' B = A C que dà imediata-
mente B = A 1 C . 

L S . C . E. F . — MATEMÁTICAS GKIUIB — l . - c a d e i r a — 
Exame f inal — Época de Julho (2.* chamada) — 
Prova escrita - 5-7-1968. 

5 7 0 0 — 1) Seja O uma colecção de subconjuntos 
de um conjunto U e suponlia que A f| B e O e 
— A e n quando A e Cl e B e n . Mostre que n é 
uma álgebra de Booi.*-

R . : Sendo A e B disjuntos A fl B —• 0 e por-
tanto 0 e íl e U — ~ 0 e f i . Por outro lado A ( J B -
= — (— A H ~ B) e í l . Não é difícil depois verificar a 
veracidade dos axiomas que caracterizam a álgebra de 
O O OLE, 

2) Partindo d a i g u a l d a d e — — a r e t g l / 2 - ) -
4 

- a r c t g l / 3 , p rovoque 
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3 3 \ 2i 3*.} 5 V » \ & J 

_ i ( J _ _L\ 
7 \ & + 3" / ' 

4) Sendo -F (a;, y) -)- g { ; / ) ] , prova que <S 
satisfeita a relação 

J F d1 F ÒF 

R . : arctgx = 1)* 
S d + 1 

| i | < 1 

dx à*dy dy d*2 

7T 1 1 « y 1 — - arcíff — + orei;, — >J {_ 1 ) " -2 " 3 2"+' (2n + l ) 

3"+' (2n + 1) 

» ( - ! ) • / J _ J _ \ 
T 2 n + 1 \2"+ t 3"4"1 / * 

I A , ,-n-l ) 

t)x()y 

dy 

d* 

— f [x g (y ) ] g ' ( y ) 

- P [x + g Gr)] g' (y). 

Como 

d F c>!F 

( 1 1 ^ 2ii + l 3' 
<)x ^ x d y V [*+ g(y)]P' [i + g(y)]g'(y) 

3) Resolva os problemas seguintes: 

a) Estude a monotonia, extremos e convexidade 
da função definida por f (a:) x l og | x | . 

b) Calcule P V ^ + l ^ + 1 
' x + 1 

~J7 " f + s f " [ s + s ( y ) ] g " ( y ) ' 

está provada a relação. 

5) Demonstre, sem calcular os valores dos deter-
minantes, que 

6 + c c + a a + b ™ 2 • a b C 

R . : a) f <*) - log \ x 1 + 1 Í l + C l c i + a t oi 6Í "1 
P (x) > 0 = > x < - 1/eV* > l/e b2 + ct «2 + Oj ff, e: 
f (x) < 0 = > — l / e < x < l / e 
F (x) = 0 = > x l / e V * - l / e 

f (x) i crescente em ] - « , - l / o [ e ] l / e , + oo [ , 
decrescente em ] — l / e , I /e f ; possui máximo para 
x = — l / e e mínimo para x l / e . 

Como f " ( x ) — l / x , a função é convexa em ]0, + » [ 
e concava em ] — oo , 0 [ . 

b) P 
l/x + \/sL + 1 

X + 1 

Fatendo x -= tl 

^x _ _ t» 

X + 1 
+ p l /x+1* 

- 2 p . - 2 P i + l tí + 1 
= 2 t — 2 arctg i — 2 l/x" — 2 arctg 

R. : De facto, 
2 a b c — a b c + a b c 

a t bj Ci ai b , C) ai bi ci 
at bi cz a2 b , Cs b j c2 

- a + b b + c c + a a + b b + c 
3i + bj b i + c j Cl »1 ai + bi b i + C ( 
a3 + b j b j + c j Ci ai a 2 + b j b: + c z 

— b + c c a + b + b + c a a + b 
bi + ei ai + bj bi + ci a, S i + b , 
b ; + Cj Cz a j + b ; b j + C j aj a i + bi 

— b + c c + a a + b 
bi + cj ai+-bt 
b i+ e2 Ct+a 2 a » + b i 

1 
V/x+ 1 

Logo, 

p y T + y T + T 
x + i 

2 v^x ~ 2 arc í j t/ x + 2 . 

6) Estude o sistema de equações lineares sobre o 
corpo R 

2 ocj — arj + x% + = 1 
xj + 2 xz — x j + 4 X4 = 2 

+ 7 i i — 4 xt + 11 Xi -= a 
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R . : 2 - 1 1 1 ] -
1 2 - 1 4 J 

1 7 - i ! a j 

1 2 - 1 4 ! 2 1 -
2 1 i í 1 
1 7 — 4 « ! a j 

1 2 - 1 

0 — 5 3 

0 5 - 3 7 ! a - 2 _ | 

1 2 - 1 4 2~] 
0 - 5 3 - 7 - 3 

0 0 0 0 ! a 
— 5 J 

Se a =f= 5 o sistema è impossível. Se a — 5 o sis-
tema é possível duplamente indeterminado com 

4 1 C 

Ò" 5 
x j — 

5" 

3 3 7 
+ — x 3 — 

5 5 5 

I. S , C. E. F , — MATEMÁTICAS GEBAIS ~ 1 .* c a d e i r a — 

Exame linal — É p o c a de Outubro — (i.* cha-
mada) — Prova escrita - 2-10 Í968. 

5701 — 1) Estude so ponto de vista da reflexivi-
dade, simetria e transitividade as seguintes relações 
binárias : 

а) xRy<=>x e y são primos entre si (x e y 
inteiros) 

б) x R y <=> x — y < 1 (x e y reais) 
c) x R y <=> J x — y ] < 3 (a: e y reais). 

2) Ache a soma da série redutível 

ã ioe r n ' + 3 " t 2 l • 
I L « ( » + 3) J 

3) Resolva os problemas seguintes: 

a) Aplique o teorema dos acréscimos finitos à 
função definida por / ( a ; ) a -j- b x -f- c n o inter-
valo [ X ; x + A] . Calcule 6 na fórmula f ( x + h) — 
— f (x) = kf (a; + 8 h) e mostre que 9 é indepen-
dente de x . 

b) Calcule P sen (log a;) . 

4) Escreva os três primeiros termos da fórmula 
de TAYLOJL segundo as potências de x — 1 para a 

função a;-*?(ar) definida implicitamente por x* -f — 
— A x y + 2 - 0 . 

5) Adicionando a 1.» linha á terceira e compa-
rando depais as 2,* e 3,1 linhas, mostre que é nulo 
o determinante 

1 
COS o 

cos 2 a 

cos a 
cos 2 o 
cos 3 a 

cos 2 o 
cos 3 a 
cos 4 a 

6) Diga-se 

'1 1 0 O1 

1 - 2 0 1 0 
0 0 1 —1 0 

.1 - 2 3 - 2 0, 

constitui um sistema fundamental de soluções para o 
sistema de equações 

xi + x-i + x3 + xt -(- x$ — 0 
3 xt + x2 + x j + xt + x 5 — ü 

+ i j + x t + z 5 = 0 
5 1 1 + 3 1 ! + ^ + + 0 

Justifique a resposta. 

R . : 1) a) não reflexiva, simétrica e não transi-
tiva 

b) reflexiva, não simétrica e não transitiva 
c) reflexiva, simétrica e não transitiva. 

2) Como 

n* + 3 n + 2 
log 

\ ° ' + 8 n + 2 1 í 0 / [" (n + 1) (n + 2) -1 
[ n (n + 3) J~ °'J\, n ( n + 3) J 

/ n + 2 \ / n + 3 \ 

S„ - log 3 
- ( T H ) 

e S = log 3 . 

3) a) Como f (x + b) - f < x ) - b h + c e " ( e * 1 1 - - ! ) 
e f ' ( x + flh) = b + a c e 3 t I + f l h ) , o teorema dos acrés-
cimos finitos estabelece que b h + e e a l ( e K l 1 — 1) — 
= h [ b + . c ê " * 1 « 1 ' ' ] , com 0 < 6 < 1 . Desta rela-

1 , /eah-l\ 
çao vem t = —— log I a h \ )h / 
é independente de x • 

0 que prova que 6 

b) P sen (log x) = x sen {log x) — P cos {log i ) 
— x sen (ilog x) — [x cos (log x) + P sen (log x ) ] 
— x sen (log x) — x cos (log x) ~ í ' sen (tog x) 
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e portanto 

P sen (log x) • [x sen (log x) — x cos (log x ) ] . 

4) Para x = 1 , obtém-se da equação dada yi — 1 
s y i - 3 e como, além da continuidade das devivadas 
parciais de f ( x , y) é f , ( 1 , 1 ) O e 
existem duas funções implícitas x tp] (x) e x <f? (x) , 
respectivamente nas vizinhanças de P i ( 1 , 1 ) e P2 (1 

Notando que 

d y 2 x — 4 y 2 y — x 
~dT = ~~ 2 y - 4 x = ~~ 

ày_ 
d x 

y — 2 x 

1 d ' 
r- (4f ) ' 

dxí r, 
obtém-se 

— ( X - 1) + 6 { x - 1)! + — 
f t (x) - 3 + 5 (x - 1) - G (x _ l ) í + . " 

5) Depois de efectuada a operação indicada, a 
terceira linha fica constituída por aji =£2t'os ! a 
a3 j — 2 cos 2 a cos a 333 = 2 cos 3 a cos a e verifica-ze 
facilmente que é o produto da 2.' linha por 2 cos a . De 
acorde com as propriedades elementares dos determi-
nantes, a = 0 . 

6) A característica da matriz do sistema homo-
géneo é 3 e portanto é indeterminado de grau 2 . 
O sistema possuirá acenas duas soluções independentes 
(sia tema fundamental) e portanto pode garantir-se que 
as soluções apresentadas não constituem um sistema 
fundamental de soluções. Achando a característica da 
matriz apresentada, obter-se-á 2 e não é difícil veri-
ficar que apenas são independentes os duas primeiras 
linhas-soluções. 

I. S. C. E. F. — MÀTEUÁTRCAS CEBAIS — Exame final — 
Época de Outubro — 2.* chamada — Prova escrita 
- 10-10-1968. 

5 7 0 2 — 1) Considere o conjnnto B — \a ,b ,c ,d\. 
Mostre qne B é uma álgebra de BOOLE se O + B , 
i tX« e são definidas do modo seguinte; 

+ a b c d 

a a b c d 

b b b d d 

c c d e d 

d d d d d 

X a b e d -

a a a a a a d 

b a b a b b c 

c a a c c c b 

d a b e d d a 

- - J, 
2) Dada a série 2 log c o s - — , utilize a fórmula 

) 

sen 2s — 2 sen A cos 6 para mostrar que i S . ^ I o g sen a; — 
x 

— n log 2 — log seu . Prove que a soma ó S => 

/ sen x \ 

3) Resolva os problemas seguintes: 

a) Determino m e n por forma que a imagem da 
função definida por f (J:) = log (m 1 + 11) passe pelo 
ponto i l f ( 2 , 0 ) e possua a assintota de equação 
X—l. Mostre que f (x) 6 côncava. 

b) Calcule P t g ; \/x . 

4) Mostro que 

/ < » , * ) - * (81 + ( » i + S j - 1 ) 
é homogénea e verifique o teorema de EULHE, De-
monstre que tf (J; , y) = Hm f (x , y) é ainda função 

«=0 
homogénea com o mesmo grau de homogeneidade; 

5) Aciie « e j por forma que seja par o termo 
a,* «3; a4, 5 "53 de uma matriz de 5.* ordem. 

G) Utilize a teoria dos determinantes para estudar 
o sistema de equações lineares 

« t + 3fa + =1 4 
2 I j -f- — 2 * 3 — —1 
5 xt + 3 k j — 3 x3 — 2 

- 3 í i - 2 i j + icj •=• a 

R . : 1) Basta verificar os axiomas que caracteri-
zam uma álgebra de BOOLE. 

2) Da fórmula trigonométrica tira-se log cos 6 = 
x 

— log sen 2 d — log sen 0 — log 2 e portanto log cos — — 

x x 
=* log sen loa sen Ion 2 . donde resulta 

J 2"-) 2" 
imediatamente a fórmula apresentada para S„ . Escre-
vendo SM na forma 

S„ - log - log 

sen x 
x 

2° sen 2" 
sen x/2" 

x/2" 

• , (íeli x \ 
obtém-se facilmente Hm S„ = log [ — ] . 
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3) a) As condições apresentadas exigem 

{ 2 m + n o 1 ( m = 1 
o que da 1 

m + n 0 * I n : 1 

Como í" (x) = — — < 0 , a função ê eõn-(mj + n)3 

b) Fazendo x = t ! , vem 

- 2 P t (teci t — 1) 
2 P t secl t - 2 P t 

- 2 [t tg t - P tg t ] - t? 
- 2 t tg t + 2 log \ cos t [ — í* 
= 2 )/% tg \/7 + 2 log | cos t/x 

4) x , t y ) - k t* t ( t x ) « + Ss ( t 

= t" k (Si x" + 

í yoríanío f (x , y ) é homogénea de grau h . 

í\ = k h Si (Si x« + y «)<"«> " ^ x " 

f , — k h S 3 ( S i x« + í t y « ) W " > — ' - y " - 1 

e o teorema de EULEU é de verificação imediata: 

X P, - f y f ' v = h f . 

Como (Sj x a + S^y« ) 1 ! « è a média geral de \x e 

ya tem-se lim (Si x® j- S 3 y «J1/« =• x®'y^1 (média geo-

métrica). Logo, 

<p (x yj) = lim k ( S t x « + S , y * ) 1 , ' a - k x h & y h S« 
3.-0 

e não é difícil verificar que ? (x , y ) também é função 
homogénea de grau l i . 

5 ) t> • ) - * • 
C) A característica da matriz dos coeficientes é 2 . 

Tomando o determinante principal A ' 2 1 
obtêm-se os determinantes característicos 

: 0 
— X . 

A ' j » 

1 1 4 

2 1 - 1 

« 
1 

5 3 2 

1 4 
2 1 - 1 

- I - 3 - 2 a 
- a — 3 , 

Com a — 3 o sistema é impossível t com a - » —3 
è possível indeterminado de grau 1. Neste caso a so-
lução é x j = — 5 + 3 X3 e x j = 9 — 4 x 3 . 

Enunciados • scluç&oa doa n,flí 56S7 n 5702 de Fernando de Josus 

A N Á L I S E I N F I N I T E S I M A L 

F . C . L . — A N Í M S E IHFINITBBIKÍL I I — 1 9 - 1 0 - 6 8 . 

I 

5 7 0 3 — a) Continuidade uniforme em espaços mé-
tricos, 

i ) Seja E ura espaço normado. Provo que se 
existe em E uma bola fechada de ra io > 0 , c o m -
pacta, todo o conjunto l imitado e fechado de E é 
compacto , 

c) Defina espaço conexo e conjunto conexo. Prove 
que R2 —• |(0 ,Oj i com a topo log ia induzida por R* 
é um espaço conexo, 

I I 

5 7 0 4 — a) Desigualdades de Caucby. Teorema de 
Liouvi l le , 

b) Prove que se / ( a ) é holomorfa em C e tem 
um pólo de ordem k no ponto oo , f (2) é um pol i -
nómio de grau k . 

I I I 

5 7 0 5 — a) Determine / (*) holomorfa em C e 
tal que 

Re/(a; + y i) — x1 — 3x y"- + x , f(i) — 0 . 

/ ' (*} 6) Calcule X •dz sendo f a função deter-

minada era a) , • í(<) = r e i ' J 0 < í < 2 i r o 

c) Calcule pelo método dos resíduos 

" + ® sen a x J; 0 x (xl + a1) 
•d x, a e R f . 

Enunciados de V. Ferreira 


