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Sobre os /deaís da soma directa c/e uma família 
finita de anéis 

por M. Eu/áJio Coufinho e José Morgado 
l u iUtu lu de M.ilernfttlcn, f n l r e r i l d ndo Fedoral de Po roam buço, Jlrail l 

1. Introdução 

Sabe-se que, se S = St@ S2® • @ S„ éa 
soma directa dos anéis 8t ( í = 1 , 2 , - • • , » ) , 
cada um doa quais com elemento um, então 
os ideais direitos (esquerdos, bilaterais) de S 
são precisamente os ideais direitos (resp. es-
querdos, bilaterais) da forma J } © J"2©. • • ©</„, 
onde Ji é um ideal direito (resp. esquerdo, 
bilateral) de Si (ver, por exemplo, [1], p. 57, 
ex. 1). 

No entanto, a condição de que cada St tenha 
elemento um não é necessária para que cada 
ideal J de S seja somíi directa de ideais 
de Si. 

Assim, por exemplo, seja S= Si(B 8a e 
suponhamos que possui a seguinte pro-
priedade: para cada elemento aeS^, existe 
unidade direita local, isto, é, es is te um 
elemento eaeSi tal que aea = a. Seja J 
um ideal de S e seja (a,b)eJ. Como 

a , 0) = (a, b)-(ea, 0) 

e (0,*>) = ( « , ò ) - ( « , 0 ) , 

conclui-se que (a ,0 ) e 6) estão em J . 
Se Ji designa o conjunto dos elementos 

aeS j tais que se tem (a , b) e J para algum 

b e S3 e J2 designa o conjunto dos elemen-
tos b € S2 taia que (o , b) e J para algum 
a e Si, vê-se que J) e </a são ideais direi-
tos de St e S2, respectivamente, e que, 
além disso, J ~ J \ ® J 2 -

Surge naturalmente o problema de formu-
lar uma condição necessária e suficiente 
sObre os anéis Si para que todo ideal di-
reito (esquerdo, bilateral) de S seja soma di-
recta de ideaia direitos (resp. esquerdos, 
bilaterais) dos anéis Si. 

O objectivo desta nota ó precisamente for-
mular uma tal condição. 

Limitamo-nos a considerar somas directas 
com dois somandos; a extensão dos resulta-
dos obtidos ao caso de n somandos é ime-
diata. 

li Comecemos por estabelecer o seguinte 

LEMA : Se J é um ideal direito (esquerdo, 
bilateral) da soma directa R © S dos anéis R e S, 
então existem ideais direitos (resp. esquerdos, 
bilaterais) J, e J2 de R e S, respectivamente, 
tais que 

J =z J j © Ja , 
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se e somente se possui a seguinte propriedade : 

(1) e J implica (a ,0 ) e J . 

DEU. .* A condição é necessária, porque, 
de (a , b) e J] © J2 , resulta a e Ji e, como 
0 6 ./j , tem-se (a , 0) e Jx © J2 = J. 

Para mostrarmos que a condição é tam-
bém suficiente, consideremos os epimorfismos 

Bf.BQS^R e e a - . R & S - + S , 

definidos por 

para todo (x,y)eR®S, e sejam J\ e J2 

os ideais de R e S, respectivamente, defi-
nidos por 

e Ja = ( J n ( | O ® S ) ) 0 3 . 

Vejamos que 

J = J\ © ./2 • 

Com efeito, se {a,b)eJ] ©J2 , então a e J} 

e da definição de J, resulta que {<1,0)6*/. 
De modo análogo se vê que (0,b)eJ e, por 
consequência, ( a , b ) e J , i. e., ^ í J g Ç J . 

Inversamente,se (a,b)eJ, então (a,0)6»/, 
em virtude da condição (1); como (0 ,6 ) — 
= (a , b) — (a , 0) , tem-se também (0 ,b)eJ. 

Ora 

a = ( a ) 0 ) 0 í e ( . / n ( ^ ® | 0 j ) ) 9 1 = j , 

b = (0, 6) 02 e {J n (! 0 j © 5)) 02 = J2, 

donde (a, b) e J\ © .J2, i - . / ç « 7 , ©</a, o 
que completa a demonstração. 

2. Supouliamos agora que a condição (1) 
é válida para todo ideal direito de /£©&. 
Então, em particular, é válida par» todo 
ideal principal direito de A' © <S. 

Inversamente, se a condição (1) é válida 
para todo ideal principal direito de R®8, 
então é válida para todo ideal direito de/i© S. 

Na verdade, se (a , ò) e ./ , então como 
(a , b) e ((a , b)) , onde por ((a,£>)) designa-
mos o ideal principal direito gerado por (a ,b), 
resulta quo se tem (a, 0) e ((a , ô ) ) ç . / . 

Conclusão análoga se obtém para ideais 
esquerdos e para ideais bilaterais. 

Por consequência, os ideais direitos de 
são somas directas de ideais direitos 

de li e S , respectivamente, se e somente 
se R e i5 são tais que, para todo 
(a , b) e R® S , se tem ( a , 0 ) e ( ( a , i ) ) , 
quer dizer, se e sòmente se existem elemen-
tos ar 6 li o yeS e um inteiro n tais que 

íax+ na = a 
W \by +*ft = 0. 

Vamos mostrar quo o sistema (2) é solú-
vel em x e R ^ y e S e n inteiro, se e se-
mente se existem inteiros p e q primos entre 
si tais que 

(3) paeaReqbebS. 

Com efeito, se o sistema (2) é solúvel, 
então a condição (3) é satisfeita pondo 
p~n — 1 e q = n . 

Reciprocamente, se existem inteiros p e q 
primos entre si tais que a condição (3) se 
verifica e se p' e q' são inteiros tais que 

P'P + S'í = l> 

então, pondo n = q 'q , vem 

(ri — 1) a = — p' p a 6 a R 

nb = q' q b e b S. 

Isto significa que existem z e li e teS 
tais que 

(n — l)a — az e nb = bt 

o, portanto, o sistema (2) é solúvel. 
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Analogamente se vê que os ideais esquer-
dos de R®S são somas directas de ideais 
esquerdos de R e S, respectivamente, se 
e síimente se, para todo (a , b) e R © S , exis-
tem inteiros p e q primos entre si tais que 

pa e Ra e qb e Sb . 

Seja R um anel qualquer o seja a um 
elemento de R . Pode acontecer que exista 
algum inteiro não nulo m tal que maeaR 
(resp. ma e R a). Se um tal inteiro m existe, 
então existe pelo menos um inteiro positivo 
m' (m' = m ou m' — — m) tal que m' a e a R 
(resp. m' aç Ra)] ao menor inteiro positivo 
« „ tal que nuaeaR (resp. naa e R a) , cha-
maremos semiordem direita (resp. semiordem 
esquerda) do elemento a . Se um tal inteiro 
não nulo m não existe, diremos que a se-
miordem direita na (resp. semiordem esquer-
da) do elemento a é zero. 

É imediato que, se maeaR, então nu 

divide m . 
Na verdade, se n „ ~ 0 , então m = 0 e 

o resultado é trivial. 
Se na=f= 0 , então de 

m = naq + r com o ^ r < na, 

resulta 

ma — n,lqa = r a 

e, portanto, raeaR 
Daqui resulta, pela minimalidade de na , 

que r — O, como pretendíamos. 
Conclusão análoga para a semiordem es-

querda. 
lí agora fácil estabelecer o seguinte 

TEOREMA 1 : É condição necessária e su-
ficiente para que todo ideal direito de R © S 
seja soma directa de um ideal direito de li e 
um ideal direito de S , que todo elemento de 
K©S tenha componentes cujas semiordens 
direitas sejam primas entre si. 

Dem.: A condição ó suficiente. Na ver-
dade, se, para todo elemento (a , d) e R®S, 
as semiordens direitas h„ e nb são inteiros 
primos entre si, então a condição (3) é satis-
feita pondo = e q = nk, quer dizer, o 
sistema (2) é solúvel. 

A condição é necessária. Na verdade, su-
ponhamos que existem inteiros p e q pri-
mos entre si tais que 

paea R e qb ebS. 

Então p e q não são ambos nulos e, 
segundo o que anteriormente demonstrámos, 
na divide p e ft» divide q , donde o má-
ximo divisor comum de «„ o «a divide o 
máximo divisor comum de p e q, quer 
dizer, as semiordens direitas n„ e são 
inteiros primos entre BÍ, como queríamos 
mostrar. 

Deste teorema resulta imediatamente o 
seguinte 

COKOI.ÁRIO : E condição necessária e su-
ficiente para que todo ideal direito de R © R 
seja soma direta de dois ideais direito* de R, 
que para cada elemento de R , exista alguma 
unidade direita local. 

Dkm. : Suponhamos, com efeito, que todo 
ideal direito de R®R é soma directa de dois 
ideais direitos de R . Como, para todo ae R, 
se tem (a , a) e R© R , do terema 1 resulta 
que todo elemento a e R tem semiordem 
direita « „ = 1, o que significa que, para todo 
elemento aeR, existe alguma unidade di-
direita local. 

Inversamente, se para cada a 6 R existe 
alguma unidade direita local, então todo ele-
mento de R tem semiordem direita igual 
a 1, quer dizer, todo elemento de R ® R 
satisfaz à condição do teorema 1, donde 
resulta que todo ideal direito de /í© R ó 
soma directa de dois ideais direitos de R . 

Conclusões análogas para ideais esquerdos. 
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3. O caso de ideais bilaterais de üffiiS 
pode ser tratado de modo semelhante ao 
caso dos ideais direitos. 

Seja R um anel qualquer e seja a uni 
elemento de R . Se existe um inteiro não 
nulo m tal que 

m ae a R -f- Ra + 2 Ra R , 

(onde por "ZRaR designamos uma soma de 
um número finito de elementos da forma 
xay, com x,yeR), chamaremos semior-
dem do elemento a ao menor inteiro posi-
tivo pa tal que que 

paaeaR + Ra + 2 Ra R . 

Se não existe um tal inteiro não nulo m , 
diremos que a aemiordem de a 6 zero. 

Mostra-se que, se 

m a e a R + R a + 2 Ra R, 

então a semiordem de a divide m. 
De um modo inteiramente análogo ao visto 

anteriormente se estabelece o seguinte 

TEOREMA 2 : E condição necessária e su-
ficiente para que todo ideal bilateral de 11® S 
seja soma directa de um ideal bilateral de R 
e um ideal bilateral de S, que todo elemento 
de RffiS tenha componentes cujas semiordens 
sejam primas entre si. 
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Sobre espaços normac/os c/e cí/mensão prn/a 
por Menue/ Arale Chaves (') 

Temos essencialmente em vista com este 
artigo apresentar uma demonstração «ele-
mentar» do seguinte resultado clássico 
— num espaço vectorial real de dimensão fi-
nita todas as normas são equivalentes — e 
ainda indicar algumas consequências impor-
tantes deste resultado. 

Normalmente, num curso ou tratado de 
Análise estes resultados surgem após desen-
volvimentos que tornam possível uma de-
monstração mais curta do que a que apre-
sentamos (cf-, p. ex.°, [1 —5. 9. 1]). No 
entanto, atendendo ao condicionalismo actual 
das nossas licenciaturas, pareceu-nos de in-
teresse redigir uma demonstração do resul-
tado indicado que se torne acessível a um 
leitor com preparação equivalente à dada na 
cadeira de Matemáticas Gerais. É noste sen-
tido mais preciso que entendemos o qualifi-

cativo do «elementar» que acima demos à 
demonstração apresentada. Ainda com o 
objectivo de nada pressupormos do leitor, 
além do que é tratado na cadeira de Mate-
máticas Gerais, começamos por indicar al-
gumas definições e propriedades de que ne-
cessitamos. 

§ 1. Espaços normados, convergência, 

continuidade, normas equivalentes 

(1) Uma norma sobre um espaço vectorial 
real(2) E ê uma função real de domínio 
2S ,a:-» ||í»|| com as seguintes propriedades: 

(!) Bolseiro do Instituto de Alta Cultura. 
possível definir, mais geralmente, norma em 

espaços vectoriais »obre outros corpos. 


