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GAZETA DE MATEMATICA

Sobre Medidas de Probabilidade Geradas por
Fraccdes Continuas Regulares

por J. Marques Henriques

Lisbos

1. Introducdo

E um facto bem conhecido que qualquer
nGmero irracional admite um desenvolvimento
tinico em fracgiio continua regular. Se o
namero em questio é o resultado de uma
experiéncia aleatéria efectuada sobre os nii-
meros de um intervalo de medida unitaria,
entio os seus termos podem cdnsiderar-se
como variaveis aleatérias susceptiveis de ge-
rarem medidas de probabilidade. No decorrer
deste trabalho apresentamos algumas pro-
priedades notaveis destas medidas de proba-
bilidade.

Seja entio Q o conjunto dos nimeros
irracionais do intervalo (0,1), A:=02NB!
a g-algebra dos sub-conjuntos borelianos de
Q, e 2 a classica medida de LEBESGUE.
Deste modo, (2,2,)) é um espaco de pro-
babilidade completo. Consideremos » como
sendo o ponto genérico de Q. Entdo, o
desenvolvimento de w em fracgio continua
regular sera designado do seguinte modo
(compare-se, e.g. com [6], [7], ou [14]):

(1.1) w=[0; a(w), ag(®),---].

Os termos da fraccio continua sio fun-
¢des de ®, e por isso os designamos por
a;() ({=0,1,2,...).

Como weQ, entio necessiriamente que
ao(ﬁ))=0.

Além disso, a;(w) (¢>1) é sempre um
inteiro positivo.

Nio 6 completamente evidente o facto de
as fungdes a;(w) serem variaveis aleatérias
definidas sobre o espaco de probabilidade
(2, 92,2), mas tal facto sera justificado mais
adiante.

Em todo este artigo utilizaremos as nota-
¢bes classicas usadas na teoria das fracgdes
continuas, de que fazemos aqui apenas um
breve resumo.

A reduzida (ou convergente) de ordem =
de ®w é o nimero (racional)

An ()

bl )

A8 ,d,,(tﬂ)},

=[0; & (»),

cujas conslituintes A, (w) e B,(w) se podem
calcular pelo processo iterativo seguinte:

An41(0) = at1 (9) « 4n (0) + 4n-y (@)
B4y ("’) = Qn+1 ("") - B, (m)‘l"Bn-l (b})
(n>0)

(1. 3)

onde se estabelece a convenciio :

A_I:“——].,
B_1:=O,

Ag: =0

(1. 4) D
0,= .

A relagdo modular seguinte (veja-se, e. g.
[6], [T], oun [14]) sera utilizada mais abaixo:

(1.5) Au By — Anoy Ba=(—1p1 (2>0).
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(Sempre que nio seja necessario, omitire-
mos os argumentos). De grande importincia
é a seguinte

Der. (KmINCHIN [7, pag. D56]). Intervalo
fundamental de ordem m, é o conjunto

(1. 6) Al ...k

= {m:a;(m): kl; 1=1 gorese ,n},
onde os ks sdio todos inteiros positivos, ou
seja, ki=1,2,....

Nota: De facto, A — @, de modo que
a designacio de intervalo é utilizada aqui
apenas por razdes de consisténcia com a ter-
minologia usada quando se admitem também
0os nimeros racionais no conjunto funda-
mental Q.

Se puzermos A,/B,:=[0; ky,
entdo 6 um facto conhecido que

ey kn],

ne,

\ | An AN + An—-]
T | O

® e n=2v
1.7 AL,...k=

An+An—] Aﬂ
=L ., =iIne,
(BmBH > B,)n

se n=2v+1.

- Nota: A,/B, é um nimero racional,
quaisquer que sejam os k;’s (inteiros posi-
tivos), de modo que A™ pode considerar-se
de facto como um intervalo aberto, na topo-
logia induzida por Q nos sub-conjuntos de
(05 1)-

Um aspecto importante que salientamos
aqui, e que se prova fiacilmente, é que os
intervalos fundamentais de todas as ordens
geram a c-algebra 2.

Der. Chamaremos rede (de (2,%2,2)) a
toda a sucessio |M.j(n=1,2,...) de sub-
-classes de 2, tal que:

(f) os conjuntos de M, sio disjuntos dois
adoise UN.=92;

(#%) se AeMN., entio 1(4)>0;

(i) se AeM,, entio 6

A= U |B:Be%.+1 © BC A}.
Uma consequéncia imediata é o seguinte

TrOrREMA 1. A sucessdo das classes
Na= AL . ks ki=1,2,...} (a=1,2,...)
é uma rede.

Deum. (%) 6 de verificagdo imediata, aten-
dendo as relacdes (1.5) e (1. 7). De facto,
tem-se

AV Yo s >0,

S By (By + Bay)

qualquer que seja n=1,2,....

(?) e (%) siio uma consequéncia directa de
(1. 6), pois que fixados ky,.-.,k, se tem

1.9) Al =L, .,
( (¥} ' ' 1%

pe==

com uma unido disjunta de intervalos funda-
mentais de ordem =+ 1 (RicETer [12]).
Q. E. D.

As medidas de probabilidade geradas por
a;(w)=1Fk;, t=1,...,n (consideradas sobre
o espaco mensurivel (Q,2)) sio definidas
sobre os intervalos fundamentais de ordem
n, por relagdes do tipo:

(1‘ 10) P(A}:?---Jn)= : p(kl A ’kn)-

Compare-se com BirruiNasLEY [3, (3.12)].
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E agora é evidente que as fungdes a,(w) |M.| é uma rede, logo se conclui que
(n=1,2,...) sdo varidveis aleatérias relati-  (cf. Doos [4, pg. 612 e 343] e HEwIirr and

vamente aos dois espacos de probabilidade
(2,A,2) e (2,2A,P), i.e.sio Y-mensura-
veis (e portanto também P- e A-mensura-
veis), uma vez que sio fungdes simples defi-

nidas em Q, ouseja, para e AJ" . tem-se

(1. 11) () = Kn .

2. Uma condicdo necesséria e sufi-
ciente para que P seja singular

Nesta sec¢io demonstraremos o seguinte

TeoremMA 2. P | 2=

(2.1) A(w:lmB2(w)-p(a;(@),---
s 2 () = 0)=1.
Nota: Usamos a notagio P | 2 para

denotar que P 6 uma medida singular rela-
tivamente 4 medida de LEBESGUE, i. e. admite
um suporte (conjunto 4 e A, tal que P(4)=
= 1), disjunto de algum suporte de 3.

DEM. Fizemos n. Entio a funcio

P(AY
IA(R} ( k“...,hn}.’

2.2) zp(0):=
2.2) @(@):i= X AA0. )

A(") € Nn

é definida para todos os we Q; mais concre-

tamente, para we A" ., , é:

n ?

(2.8) za(w)=P@A... . )AAD... 1,
= B, (@) - [Bu(®) + Baa (M)]

P (a1(@)5 - an (@),

onde usamos as relagdes (1.8), (1. 10) e
(1. 11). Ora, como em virtude do Teorema 1,

STrROMBERG [D, pg. 343]):

(¢) lim z,(w)=: =, (») existe p.p.; e,

(i) P Az (0)=0[],
uma vez que, por defini¢iio, a_ (w) é a deri-
vada de P em ordem a 1, relativamente i

rede M} (n=1,2,...).

Ora, como (1. 3) implica
0< Bu—l ("’) < B, (m] ]
segue-se que

B2() - p(a1(0); -+ » a0 (0)) S a (0) <
<2B(0) - p(ay(®), -+, an(®))

e por isso (¢) e (i) acarretam a veracidade
do TeoreMA. Q. E. D.

Nota: Uma outra demonstracio deste
TEOREMA usa a propriedade da sucess#o (2. 2)
ser uma martingala (cf. Doos [4, Cap. VII]).
De facto,

E (""""ﬂ I"‘l : P

= E(mnial""

] -'l"n-l) -
s Gn-1) = a1 [4],
onde E(.|.) designa o valor esperado da

primeira variavel aleatéria, condicionado
pelas seguintes, tomado relativamente a P.

3. A singulsridade de P, no caso das
varidveis aleatérias a;i(2) serem in-
dependentes

Consideremos agora o caso seguinte :

ka) = TLpeCkd,

]

@1 plys-,
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onde p;(k)>0 e ip.-(k)-:l (E=1,2,...).

k=1

Isto é, por definigio, o que sucede quando
as variaveis aleatérias a;(w) sio indepen-
dentes (relativamente a P), ou seja,

(B.2) Pwiai(w) =Fky & a;(w)=1lky)=
= P(o:a;(0) = ki) P(w:a;(0) =k,

para todos os Z=£j. Para simplificar a
notacio escreveremos :

3.3)  pi(k):=Pl:a@=4F),
onde, evidentemente, i>1 e £ =1,2,....
Em primeiro lugar provaremos o seguinte

Lema. a;(w)'s independentes —> a medida
de probabilidade P é:

«) puramente atémica; ou,

£) ndo-atémica e singular; ou,

7) absolutamente continua.

DeEmM. A demonstragio deste Lema en-
volve algumas dificuldades. Por isso, apés
algumas extensdes da teoria desenvolvida,
provaremos sucessivamente :

1.° Que, em certas condigdes, P satis-
faz «);

2.° Que se P nio satisfaz nem «) nem
7), entdo satisfaz [);

3. O caso 7y) ndo sera demonstrado
(P<<) 6, até mesmo, impossivel, como se
veri pelo TEOREMA 3), uma vez que se P
nio satisfizesse nem «), nem f3), entdo
necessariamente (aplicando o classico teo-
rema de LeBESGUE-RADON-NIKODYN) teria de
satisfazer y).

I. Dada a probabilidade P, saponha-
mos que P(4)>0 para um certo Ae 2

(um tal conjunto existe sempre, pois que
P(Q)=1). Associemos a 4 o conjunto 4*
dos irracionais equévalentes (cf. VICENTE
GoxgaLves [14, pg. 129] ou Harpy and
WricHT [6, (10. 11)]), aos irracionais de
A, i. e,

(3. 4) A% = |w:3ng=mny(w) e

w09¢19G;®0==Ch(wa, i:}ﬂﬂ-
Se introduzirmos o resto de ordem n de o,

(3.9)

Ta(@): =[ay(®); tns1 (), -]
é
A* = |o 11y, (0) = ry,(0g) , w6 4} .

Nota: r,(») é, para cada »w, um nimero
irracional do intervalo (1,<). De facto,
a,(w)>1, e [0;a,41(w),---169Q).

E claro que AC A* e como A* é o con-
Junto dos pontos w para 0s quais a sucessdo
de variqvels aleatérias independentes a;(w),
ag(w), -+ € convergente, usando a lei de
Kormoagorov (ef. Ricater [12]), logo se
conclui que P(A*)=0 ou P(4*)=1; mas
como P(A)>0 é entdo, necessiriamente,
(3. 6) P4 =1,

Por outro lado (ef. HARDY and WriGHT [6]),
w€e A* > para algum wye 4 se encontram
inteiros positivos «,f,7,d tais que «d—
—By==11 e w={(2w+p)/(79+9).

Se definirmos (sempre com «d — fy==x1)

(8.7) Aggys:=lo:o=(aw0+p)/
/(7“’0 +f3):°>09*‘”,

entdo facilmente se vé que

(3- 8} 4% = Z Aaﬁ15‘

a,B,7,9
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onde os conjuntos 4,5, 5 constituem as di-
ferentes classes de equivaléncia.

JI. Passemos agora a demonstragio do
Lema propriamente dito :

1.° Suponhamos que o conjunto 4, consi-
derado em I é numeravel. Entio, evidente-
mente que 08 A, g, sdo também todos nu-
meraveis e por consequéncia A* é numeravel.
Entio P é medida puramente atémica, pois

que
(8.9) P(A*)=1=P(Q— A4*)=0,

com A* numerivel, e «) estd demonstrada.

2. Suponhamos agora que P n#o sa-
tisfaz «) (i. e., em virtade de 1.° que A niio
é numeravel). Suponhamos ainda que P nio
é absolutamente continua. Entdio, para um
certo Ae sera P(4)>0 com i(A4)=0,
e portanto P(A*)=1, tal como em I.
Mas 2(4) =0 implica 2(4,5,3) =0 para
todos os «,(3,y,d satisfazendo a condigéo
ad —fy==+1, uma vez que a medida de
LEBESGUE 6 invariante relativamente a trans-
formagdes lineares. E por conseguinte, (3. 8)
implica

8.10) (4= 3

2,B,7,%

l(Auﬂ";S) =0.

O teorema de LEBESGUE-RADON-NIKODYM
aplicado a P implica entio que P é medida
nio-atémica (se A fosse um Atomo de
(2,9, P) entio necessariamente A seria
um destes conjuntos, acarretando uma con-
tradigio, pois A4 teria de ser ou numeravel,
ou conjunto de continnidade de P), demons-
trando f).

3.° Evidentemente que se P nio satisfaz
o) nem f8), entdio necessiriamente tem de
ser tal que P <<}, pois (2,2, P) é dbvia-

mente um espago de probabilidade regular
(c¢f. Hewirr and StrOMBERG [D, (12.39)]),

relativamente i topologia induzida por Q.
Q.E.D.

E posto isto passamos finalmente ao

TeOREMA 3.
pendentes —>

(CBATTERN). a;(w)’s inde-

) Bl

b) a medida de probabilidade P é:
@) puramente atémica; ou
) mndo-atémica.

Dem.: Atendendo ao Lema, basta provar
a impossibilidade de P <<1, pois que tanto
nos casos 1.° como 2.° (cf. (3. 9) e (3. 10)
resp.) do Lema se encontraram sempre su-
portes A* para P, com 1(4*)=0, pro-
vando a).

A demonstragio vai fazer-se por reducdo
ao absurdo, admitindo que de facto se pode
toro B =)l

Recapitulemos aqui o seguinte TEOREMA,
devido a Gauss (veja-se e. g. BILLINGSLEY
I3, (4. 11)] ou KmiNcHIN (7, pg. 72]):

Com wel, tem-se (0<x<):

(3. 11) lim Mo:r (o)l <z)=
_log(1 + =)
log 2 .

Este teorema, formulado por Gauss pela
primeira vez em 1812, numa carta dirigida a
LapLacE (reproduzida no livro de J. V. Us-
PENSKI (1937), Introduction to Mathematical
Probability, New York : Mc-Graw-HiLr), s6
foi demonstrado em 1928 por R. O. Kuzmix
e, independentemente, em 1929 por P. Lévy,
a quem se deve uma generalizagiio que iremos
utilizar abaixo.
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Ora, do teorema de GGauss conclui-se que:
(3. 12) lim A (w:r*(0)<t) =

=1— lim A(w:r(w)! < t-1) =

"~ 00

1 1
=] — lo 1 — )=
Tog 2 g(+t)

1 2t
= log —
log 2 1+t

Até aqui nada concluimos de novo. O facto
que aqui utilizamos é o seguinte

Teorema DE LEvy, Se P<<i, entdo
(8. 12) ¢ vdlida com P em lugar de 1.

Este teorema foi demonstrado pela pri-
meira vez em 1937 ([10]), utilizando compli-
cados métodos analiticos. No entanto, existem
actualmente outras demonstra¢des mais sim-
ples, em especial as que utilizam o teorema
ergédico, de que nio nos ocuparemos aqui.

Entdo, voltando & demonstragio do Tro-
REMA 3, se fosse P <<, utilizando (3. 12)
com P em vez de A, temos o seguinte re-
sultado :

(3. 13) lim P(o: @y (0) = k) =

= lim Po:k<ra(w)<k+41)=
1 [1082(1c+1)
log 2 k42

PR N ().
log2  k(k+2)

k+1]=

(Compare-se com BiLLiNGsLEY [3, pg.45]).
Por outro lado é

(3.14) lim P(0:a,(0)=Fk; & ans1(») =

= 0O

llmP(m kl+k

k)=

1
1 <"u(ﬁl)<k|+ ',:‘-2’) g .

£ ump(m;f_l_(ﬁil)_ﬂ;l_<
A bl
<rm(w)< k1k9+1)
k?
Fey kg1
e PWET W
log 2 ky kg +1 :
kg
9 ky (kg + 1) 41
& SET R ot NI (D
kl(kri*l)—l-l
ko + 1

o=t : log[ i1 Tk S

log 2 feg (fey+1)+1

: (A'2+1){k1+1)+1~]
ley(feg +1) + 1

E da independéncia das variaveis aleatérias
a;(»), usando (3. 2) e passando aos limites
para n —~ oo, de (3. 13) e (3. 14) devera vir

ol TR
H log A.-(k.-+2) -
o 1 log [_ kykg+1
log 2 kg (ky +1)4-1
(kg + 1) (ky + 1)+ 1 |
ky (kg + 1) + 1

i==]

Ora, esta igualdade é falsa. Punhamos,
e.g ky=1rlqg=1; viria

]_,.___ 10
4 log 2 9’

o que ¢ uma contradicdo relativamente & hi-
pétese de que P<<). Q. E. D.
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4. Aplicagdes.

O Teorema 3 é devido a CHATTERJI [2],
cuja demonstragio seguimos de perto, ex-
cepto no que respeita a uma condigéio neces-
saria e suficiente de atomicidade de P,
inicialmente devida a Van KampeEN. Aquele
Autor aplica o Teorema para demonstrar a
singularidade da funcio de Mixrowskr, ja
antes provada por KiNNey [9]. Um outro
aspecto da teoria refere-se & dimensio de
HaAusDorFF (generalizada por BILLIGSLEY;
veja-se e. g. [3] e a bibliografia af citada)
dos suportes de P. De grande interesse
neste dominio siio o8 trabalhos recentes de
CrarTERJI [1], KINNEY and PrrceER [8] e
Roos [13], tratando estes 1ltimos varias
questdes que se prendem de perto com o
exp6sto aqui. O estudo de certas questBes
relativas 4 teoria das fracgdes continuas
usando métodos probabilisticos é apenas um
exemplo das miultiplas aplicagdes da Teoria
das Probabilidades & Anéalise Mateméatica e a
Téoria dos Numeros.

Nota: Ja depois deste trabalho ter sido submetido
para publicagio deparou-se-nos uma demonstragio
extremamente elegante da propriedade relativa as
martingalas, a que nos referimos na Nofa a seguir a
demonstragio do Teorema 2, no livro de Paur A.
Meves, Probability and Potentials, Blaisdell Publish-
ing Co., Waltham, Massachusets (1966).

Para uma bibliografia mais extensa relativa as
aplicagdes de métodos probabilisticos e das fracgdes
continuas & Andlise, &4 Teoria dos Numeros Reais e a
Teoria do Poténcial, consulte-se também: J. Marques
Hexeiques, Hausdorff-Besicovitch Dimension For Pro-
bability Product Spaces, Master’s Paper, Department
of Statistics, The University of Chicago, Chicago,
Illinois (1967).
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