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G A Z E T A D E M A T E M Á T I C A 

Sobre Medidas de Probabilidade Geradas por 
Fracções Contínuas Regulares 

por J, Marquei Henriques 
Lí ibo o 

1. I n f r o d u ç ã o 

É um facto bem conhec ido que qualquer 
número irracional admite um d e s e n v o l v i m e n t o 
único e m fracção cont inua regu lar . S e o 
n ú m e r o e m questão è o resul tado de uma 
exper iênc ia a leatór ia e fec tuada sobre os nú-
m e r o s de um intervalo d e medida unitária, 
então os seus t ermos p o d e m cdns iderar-se 
c o m o variáveis aleatórias suscept íve i s d e ge-
rarem medidas d e probabi l idade. N o decorrer 
deste trabalho apresentamos a lgumas pro-
pr iedades notáve i s des tas medidas de proba-
bi l idade. 

S e j a então Ü o conjunto dos n ú m e r o s 
irracionais do intervalo ( 0 , 1 ) , S l i ^ - í i n S 1 

a o-á lgebra dos sub-conjuntos borel ianos d e 
Ú , e X a c láss i ca medida d e LEBESGUE. 
D e s t e modo , (£2 ,21 , ) . ) é um e s p a ç o d e pro-
babi l idade comple to . C o n s i d e r e m o s to c o m o 
s e n d o o ponto genér i co de í í . E n t ã o , o 
d e s e n v o l v i m e n t o d e &> e m fracção cont inua 
regu lar será d e s i g n a d o do segu in te m o d o 
(compare-se , e. g . c o m [6 ] , [ 7 ] , ou [ 1 4 ] ) : 

( 1 . 1 ) w = [ 0 ; «i(o>), Og(» ) , • • • ] . 

Os termos da f r a c ç ã o cont ínua são fun-
çOes d e u , e por i s so os d e s i g n a m o s por 
£t; (M) ( í = 0 , 1 , 2 , " . ) . 

C o m o w e Q , então necessar iamente que 
a0 (») = 0 . 

A l é m disso , <t;(w) ( » > 1 ) é sempre um 
inteiro pos i t ivo . 

N ã o é comple tamente ev idente o fac to de 
as funçOes «;(&>) s e r e m var iáve is a leatórias 
definidas sobre o e s p a ç o de probabi l idade 
(í í , 21, í ) , mas tal facto será just i f icado mais 
adiante . 

E m todo e s t e art igo ut i l izaremos as nota-
ções c lá s s i cas usadas na teoria das fracçOes 
cont ínuas , de que f a z e m o s aqui apenas um 
breve r e s u m o . 

A reduzida (ou convergente) d e ordem n 
d e a ó o número (racional ) 

( 1 . 2 ) « , ( « ) > " H <*-(«)] . 
Ĵ n (w) 

cujas constituintes An(a>) e Bn s e p o d e m 
ca lcular pe lo p r o c e s s o i terat ivo s e g u i n t e : 

(1 3) A + i ( w ) = a B + i ( w ) ' v1b(W) + ^„_i(M) 
ÍÍb+1(M) = an+1(u) • B„ (&») + /?„_, (w) 

( n > 0 ) 

onde se e s ta be l ece a c o n v e n ç ã o : 

(1 4 I - 1 * ' : = 1 ' 
: = 0 , B 0 : = 1 . 

A relação modular s egu in te (veja-se , e. g . 
[ 6 ] , [7] , o u [14 ] ) será ut i l izada mais a b a i x o : 

( 1 . 5 ) y l . ( « > 0 ) . 
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( S e m p r e que não se ja neces sár io , omitire-
m o s o s argumentos ) . D e g r a n d e importância 
é a s egu in te 

E>EF. (KHINCHIX [7, pág . 5 6 ] ) . Intervalo 
fundamental de ordem n, é o conjunto 

(1.6) 
= jw :a ; ( f j ) = ki; i = 1 , ••• , n j , 

o n d e o s ki's s ã o t o d o s inte iros pos i t ivos , o u 
seja , ki = 1 , 2 , . - . . 

Nota: D e facto , 4 W C Ü , d e m o d o q u e 
a des ignação d e intervalo é uti l izada aqui 
apenas por razfles de cons i s tênc ia com a ter-
mino log ia usada quando se admitem também 
o s n ú m e r o s rac ionais no conjunto funda-
mental Q . 

S e p u z e r m o s A„/BK: — [0; 
e n t ã o é um facto conhec ido que 

(i.7) ató...*-

(Ajl A " + \ n f l 
V Bn ' B» + B r . ) 

( 
se n = 2v 

^n + Bn ) 
se n = 2 v + 1 . 

N o t a í An[Bn ó um n ú m e r o rac ional , 
quaisquer que se jam o s k,-'s ( inteiros posi-
t ivos) , d e m o d o que p o d e considerar-s© 
d e facto c o m o um intervalo aberto , na topo-
log ia induzida p o r £i n o s sub-eonjuntos de 
( 0 , 1 ) . 

U m a s p e c t o importante que sa l i entamos 
aqui , e que se prova fac i lmente , é que o s 
in terva los fundamenta i s d© t o d a s as ordens 
g e r a m a cr-álgebra 31. 

D E F . C h a m a r e m o s rede ( d e ( 0 , 0 , 2 ) ) a 
toda a s u c e s s ã o |9 t n j (» = 1 , 2 , • • • ) de sub-
c l a s s e s d© 21, tal q u e : 

(t) os conjuntos d e s ã o dis juntos dois 
a dois e U 9 t « 

(M) se A e , então > ( 4 ) > 0 ; 

( m ) se A e , então ó 

A — U \B t B e 9 í n + , e B a A\. 

Uma consequênc ia imediata é o seguinte 

TEOREMA 1. A sucessão das classes 

9 l a - K . , . . k l l ; k i = Í ) 2 , v . | ( n — 1 , 2 , • • • ) 

é uma rede. 

DEM. (»") ó d e veri f icação imediata, aten-
d e n d o às r e l a ç õ e s (1 . 5) e (1 . 7) . D e facto , 
t em-se 

( 1 . 8 ) X(AÍ :? . . . ,0> 
1 >0 , 

Bn{Bn-rBn.x) 

qualquer que se ja n = 1 , 2 , . . - . 

(t) e ( iü ) são uma consequênc ia directa de 
(1 . 6) , po i s que fixados k\, • • - , kn s e tem 

( 1 . 9 ) 5 

com uma união disjunta d© in terva los funda-
menta is d e o r d e m N + 1 (RICHTEB [12]) . 
Q . E . D . 

A s medidas d© probabi l idade geradas por 
a f (w) = £ í , i = l , - . * , T i ( cons ideradas sobre 
o e s p a ç o mensuráve l ( 0 , 31)) são def inidas 
sobre o s interva los fundamenta i s de ordem 
« , por relaçf les do t i p o : 

( 1 . 1 0 ) P ( A Í : ! . . . , 0 = : • 

C o m p a r e - s e c o m B I L U S G S L E Y [3 , ( 3 . 1 2 ) ] . 
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E agora é evidente que as funções a„(a] 
(n — 1 , 2 , »*•) são variáveis aleatórias relati-
vamente aos dois espaçoB de probabilidade 
( Q , 3 I , ) . ) e ( Ü j S I j J 0 ) , i. e. são SU-mensurá-
veis (e portanto também P- e 1-mensurá-
veis), uma vez que são funções simples defi-
nidas em O , ou seja, para (o e AÍ™!.„ tem-se 

(1. 11) a„ (<o) = kn . 

2. Uma condição necessária e sufi-
ciente para que P sei« singular 

Nesta secção demonstraremos o seguinte 

TEOBEMA 2 . P ]_><=> 

(2. 1) a (to : lim B* (to) p (a, (&>), « • 
n - + ® 

Nota: Usamos a notação para 
denotar que P è uma medida singular rela-
tivamente à medida de LEBES^UE, i. e. admite 
um suporte (conjunto A 6 SI, tal que P(A) — 
= 1 ) , disjunto de algum suporte de >.. 

DEM. Fixemos n . Então a função 

( 2 . 2 ) = 2 4 « 

ó definida para todos os to 6 í í ; mais concre-
tamente, para & ) e , é : 

( 2 . 3 ) * „ ( « ) = = 

= B „ ( w ) - [ B n H + B n _ 1 ( U ) ] . 

. p (o, («) ,--•«„(«)), 

onde usamos as relações (1. 8), (1. 10) o 
(1. 11). Ora, como em virtude do Teorema 1, 

{9t„| é uma rede, logo se conclui que 
(cf. D o o u [ 4 , pg. 6 1 2 e 3 4 3 ] e H E W I T T and 
STROMBERG [ 5 , p g . 3 4 3 ] ) : 

(í) lim xn (to) = : existe p . p . ; e, 

uma vez que, por definição, tf^í") é a deri-
vada de P em ordem a J , relativamente à 
rede j9t„| (n - 1 , 2 , . . . ) . 

Ora, como (1 . 3) implica 

0 < (w) < B n («), 

segue-se que 

< 2 5» ( « J - p C i («)»•• • , « » ( » ) ) 

e por isso (t) e («*) acarretam a veracidade 
d o TEOREMA. Q . E . D . 

Nota: Uma outra demonstração deste 
TEOREMA usa a propriedade da sucessão (2. 2) 
ser uma martingala (cf. D o o u [4, Cap. VII]) . 
De facto, 

E(xn ja,,... ,a?n.i) = 

= B ( * « | « i , ••• , dn-i) = [1], 

onde /?(•[ . ) designa o valor esperado da 
primeira variável aleatória, condicionado 
pelas seguintes, tomado relativamente a P . 

3. A singularidade de P, no caso das 
variáveis aleatórias 8;(w) serem in-
dependentes 

Consideremos agora o caso seguinte: 

( 3 . 1 ) = 

í—1 
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onde p « ( f t ) > 0 e ( i - 1 , 2 , . . . ) . 

I s to é , por definição, o que sucede quando 
as var iáve is a leatórias a t (w) são indepen-
dentes (re lat ivamente a P), ou seja , 

( 3 . 2 ) P ( W ; A ; ( W ) = ky & A, (W) = Icy) — 

= P (u : a( (w) =3= /c;<) • P(m : dj (m) = kj>) , 

para todos os i . Para simplif icar a 
notação e s c r e v e r e m o s : 

(3 . 3) pi (&): = P (w: a, (w) = k), 

onde , ev identemente , Í > 1 e i < = l , 2 j - > . 
E m primeiro lugar p r o v a r e m o s o seguinte 

LEMA, AI(Í.))'S independentes —> a medida 
de probabilidade V ê : 

«) puramente atómica; ou, 
(5) não-atômica e singular ; ou, 
y) absolutamente contínua. 

DEM. A d e m o n s t r a ç ã o deste L e m a en-
v o l v e a lgumas dif iculdades . P o r i s s o , após 
a lgumas extensOes da teoria desenvo lv ida , 
provaremos suces s ivamente : 

Í . ° Que, e m certas condiçOes, P satis-
faz a) ; 

2." Que se P não sat isfaz nem a) nem 
y), então sat is faz |2); 

3.° O c a s o y) não será demonstrado 
( P « X ó , até m e s m o , imposs íve l , c o m o se 
verá pe lo TEOREMA 3), uma v e z que se P 
não sat is f izesse nem « ) , nem (3), e n t ã o 
necessar iamente (apl icando o c lá s s i co teo-
rema de LEBESGUE-RADON-NIKODYSI) teria de 
sat isfazer y). 

I. D a d a a probabi l idade P , suponba-
mojs que / > ( ^ 1 ) > 0 para um certo A e 21 

(um tal coDjunto ex i s t e sempre , pois que 
P ( Í Í ) = l ) . A s s o c i e m o s a A o conjunto A* 
dos irracionais equivalentes ( c f . VICENTE 
GONÇALVES [ 1 4 , p g . 1 2 9 ] o u H A R D Y a n d 

W B I G H T [ 6 , ( 1 0 . 1 1 ) ] ) , a o s i r r a c i o n a i s d e 

A , i . e . 

( 3 . 4 ) A" : = | w : 3 « 0 = n 0 (w) e 

w 0 e Í 9 a i ( i ü ) = (Ií(mÓ), t > n n | . 

S e introduzirmos o resto de ordem n de &>, 

(3. 5) r„ («): = [an (w); a B + 1 (»),•• •] 

é 

A* = Jw: rB,(ia) — r„t(w0), WQ e Aj . 

ATota: í*„(m) é, para cada u , nm n ú m e r o 
irracional do intervalo (1 , &=) . D e facto , 
« . ( " ) > 1 , o [ 0 ; a n + 1 ( w ) , . • • ] e ü ) . 

Ê c laro que A c z A * e c o m o d * é o con-
junto dos pontos <ú para os quais a sucessão 
de variáveis aleatóri&s independentes (<u), 
83 (&>) , . . . é convergente, usando a le i d e 
KOLMOGOROV ( c f . BICHTEH [ 1 2 ] ) , l o g o s e 

conc lu i que P(A*) = 0 ou P ( 4 * ) = l ; mas 
c o m o P ( j 1 ) > 0 é então , necessar iamente , 

( 3 . 6 ) — 1 • 

P o r o u t r o l a d o ( c f . HARDY a n d WRIQHT [6 ] ) , 
w e X V = ) para a l g u m w 0 e . 4 s e encontram 
inte iros pos i t ivos x,(i,y,5 tais que « 3 — 
— (3y = ± l e w = (aí^o + P)/(7<a0 + í ) . 

S e def in irmos ( sempre com a í — í 3 y = ± l ) 

( 3 . 7 ) = + 

/ (y (»o + ÍÍ) , wa e A j , 

então fac i lmente s e vS que 

( 3 . 8 ) A" = 2 - D . S T * 

« , , S 
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onde o s conjuntos const i tuem as di-

f erentes c l a s s e s de equiva lênc ia . 

II . P a s s e m o s agora à demons tração do 
L e m a pròpriamente d i t o : 

1.° S u p o n h a m o s que o conjunto A , consi -
derado e m I é numeráve l . E n t ã o , ev idente-
mente que o s ^ p - y j são t a m b é m t o d o s nu-
meráve i s e por consequênc ia A* ó numeráve l . 
E n t ã o P é medida puramente atómica, pois 
que 

(3 . 9 ) P(A*) = 1 = > P ( Q - A*) - 0 , 

com A * numeráve l , e a) es tá demonstrada . 
2.° S u p o n h a m o s a g o r a que P não sa-

t isfaz a) (i. e , , em virtude de 1.°, que A não 
é numerável ) . S u p o n h a m o s ainda que P não 
é abso lutamente cont inua. Então , para um 
certo A e 21 será P(A) > 0 cora l(4) = 0 , 
e portanto P ( A * ) = 1 , tal c o m o e m I . 
Mas 1 ( 4 ) = 0 implica = 0 para 
t o d o s o s « , ( 3 , y , ò sa t i s fazendo a condição 
a d — fiy = z 1 1 1 u m a vez que a medida de 
LEBESGUE é invariante re la t ivamente a trans-
f o r m a ç õ e s l ineares . E por consegu inte , (3 . 8) 
impl ica 

( 3 . 1 0 ) 2 » C i . » , s) = ° -
a , p , T l s 

O t e o r e m a d e L E B E S G U E - R A D O N - N I K O D Y M 

apl icado a P impl ica então que P é medida 
não-atómica ( s e A f o s s e um átomo de 
( Ü , SI , P ) então neces sar iamente A seria 
um des tes conjuntos , acarretando uma con-
tradição, pois A teria de ser ou numeráve l , 
ou conjunto de cont inuidade de P), demons-
trando P) . 

3." E v i d e n t e m e n t e que se P não sat isfaz 
«) nem |3), então necessar iamente tem d e 
ser tal que P « l , pois (Q , 21, P) é óbvia-

mente um e s p a ç o de probabi l idade regular 
( c f . H E W I T T a n d STHOMBERO [ 5 , ( 1 2 . 3 9 ) ] ) , 

re la t ivamente á topo log ia induzida por Q . 
Q. E . D . 

E p o s t o isto p a s s a m o s finalmente ao 

TEOREMA 3 . ( C H A T T E R J I ) . a, (TO) 's inde-

pendentes =» 

a) P _ U í 
b) a medida de probabilidade P é : 

a) puramente atómica; ou 
fh) não-atómica. 

DEM. : A t e n d e n d o ao L e m a , basta provar 
a imposs ib i l idade de P « I , po i s que tanto 
nos casos 1.° c o m o 2 . ° (cf. ( 3 . 9) e (3 . 10) 
re sp . ) do L e m a se encontraram sempre su-
portes .4* para P, c o m 1 ( .4* ) = 0 , pro-
v a n d o a ) . 

A demons tração vai fazer-se por redução 
ao absurdo, admit indo que d e fac to s e pode 
ter P « L . 

Recapi tu lemos aqui o seguinte TEOREMA, 
d e v i d o a G A U S S ( v e j a - s e e . g . IÍILLISGSLEY 

T3, ( 4 . 1 1 ) ] o u K H I N C H I N [ 7 , p g . 7 2 ] ) : 

Com weQ, tem-se (0-<ar<l): 

( 3 . 1 1 ) l im l ( w : r „ ( a > ) - l < a r ) = 
n -> oo 

l o g ( l + x) 

l o g 2 

E s t e t eorema, formulado por GAUSS pela 
primeira vez e m 1 8 1 2 , numa carta dirigida a 
LAPLACE (reproduzida n o l ivro de J . V . U s -
PESSTTI ( 1 9 3 7 ) , Introduction to Mathematical 

Probability, N e w Y o r k : MC GBAW HILL), SÓ 
foi d e m o n s t r a d o e m 1928 por R . O, KUZMIÍÍ 
e , i n d e p e n d e n t e m e n t e , e m 1 9 2 9 p o r P . LÈVR, 
a quem se deve uma genera l i zação que iremos 
utilizar abaixo . 
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Ora, do t e o r e m a de GAUSS conc lu i - s e que: 

(3 . 12) Um l ( « : r » ( » ) < < ) -
* -+ oc 

= 1 — lira l ( w : r " ( u ) - i < (-*) = 

1 _ 1 . 1 0 5 ( 1 + 1 ) , 
l o g 2 t 

1 , 2 1 
• l o g 

l o g 2 1 + t 

A t é aqui nada conc lu ímos d e n o v o . O facto 
que aqui ut i l izamos é o s egu in te 

T E O R E M A D E L È V Y . St P « I , então 

( 3 . 12) é válida com P em lugar de 1 . 
E s t e t eorema foi d e m o n s t r a d o pela pri-

meira v e z e m 1937 ( [10]) , uti l izando compl i -
c a d o s m é t o d o s anal í t i cos . N o entanto , e x i s t e m 
actualmente outras d e m o n s t r a ç õ e s mais sim-
ples , em espec ia l as que uti l izam o t eorema 
ergód ico , d e que não n o s ocuparemos aqui. 

E n t ã o , vo l tando à d e m o n s t r a ç ã o do TEO-
REMA 3, s e f o s s e P « ) , , ut i l izando (3 . 12) 
c o m P e m v e z de 1 , t e m o s o seguinte re-
sultado : 

(3 . 13) l im P (u : a n (« ) k) = 
n -+ oo 

= l im P ( w : fc<rn((*)<k + 1) = 

i _ r i o g ^ ± j 
l o g 2 L k + 2 

2 ( f t + l ) , 2 k 
' - - - l o g 

k + r ] 
1 I o , » * 1 » 

l o g 2 + 2) 

(Compare- se com BILLIXGSLEY [3 , p g . 4 5 ] ) . 
P o r outro lado é 

( 3 . 1 4 ) lim P ( o ) : ( & > ) = & , & a n + J ( w ) = &3) = 
n -*• oo 

= lim p ( t o : k l + — 1 • < r B ( w ) < A l - f = 
\ fra + l k3/ 

- I I m p L : * • ( * • + ! ) + ! 
» -»» kv + 1 

< r n ( o ) < -

l o g 

+ 
kl ka + 1 

l o g 2 

- log 

g *3 + l 

-H 1 

ki 
+ 1 

«M*» + i ) + i -

&8-I -1 
kx (A, + 1 ) + 1 

1 
+ 1 

g 2 feUa(*i + l ) + l log 

( 4 A + 1 ) (A- ! + 1 ) 4 - 1 

ki (*„ +• 1 ) + 

E da independênc ia das var iáve is a leatórias 
a, ((.»), usando ( 3 . 2 ) e p a s s a n d o aos l imites 
para n -+ « , de (3 . 13) e (3 . 14) d e v e r á vir 

N L - 1 - ^ ( * < + 1 ) S 1 ° 

1 

[-l o g | fel ** + 1 

l o g 2 L / t a ( & , + l ) + l 

( * , + l)(kx -i- 1) + 1 

(k2 + 1) + 1 

Ora, esta igualdade é falsa. P ú n h a m o s , 
e. g. ki = k2 — 1 ; viria 

1 0 g - 3 - J ^ " l o g 2 1 0 g f " l o g 

o que é ama contradição re lat ivamente à hi-
p ó t e s e de que P « ) . . Q. E . I) . 

n oo 
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4. Aplicações. 

O T E O R E M A 3 é d e v i d o a C H A T T E R J I [ 2 ] , 

cuja demons tração s e g u i m o s d e perto , ex-
cepto no que respeita a uma cond ição neces -
sária e suficiente de atomicidade de P , 
inic ialmente devida a VAN KAHPEX. A q u e l e 
Autor aplica o T e o r e m a para demonstrar a 
s ingularidade da função de MINKOWSKI, já 
antes provada por KINNEY [9]. U m outro 
a s p e c t o da teoria re fere - se à d imensão de 
H A O S D O R F F ( g e n e r a l i z a d a p o r B I L L I G S L E Y ; 

veja-se e . g . [3 ] e a bibliografia al citada) 
dos suportes de P . D e g r a n d e in teresse 
nes te domínio são o s trabalhos recente s d e 
C H A T T E R J I [ 1 ] , K I N N E Y a n d P I T C H E R [ 8 ] e 

E o o s [13] , tratando e s t e s úl t imos várias 
questBes qne se prendem d e perto com o 
e x p ô s t o aqni. O es tudo de certas questOes 
re lat ivas à teoria das f r a c ç õ e s cont ínnas 
usando métodos probabi l í s t icos é apenas nm 
e x e m p l o das múlt iplas ap l i cações da T e o r i a 
das Probabi l idades à Anál i se Matemática e à 
Teor ia dos N ú m e r o s . 

Nota: Já depois deste trabalho ter sido submetido 
para publicação deparou-se-nos uma demonstração 
extremamente elegante da propriedade relativa às 
martingalas, a que noa referimos na Nota a seguir à 
demonstração do TE o HEM A 2, no livro de PAUL A. 
MBVBB, Probability and Potentials, Blaisdell Publish-
ing Co., Waltham, Massachusets (1966), 

Para uma bibliografia mais eitensa relativa às 
aplicações de métodos probabilísticos e das fracções 
contínuas à Análise, à Teoria dos Números Reais e á 
Teoria do Potência!, consulte-se também: J. MARQUES 
HENKIQCEB, Hausdorff-Besicovitch Dimension For Pro-
bability Product Spaces, Master's Paper, Department 
of Statistics, The University of Chicago, Chicago, 
Illinois (1967). 
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