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O problema de Csuchy para a equagcdo ndo linear
das ondas em espacos de Hilbert

por Luis Adauto Medeiros

§ 1 — Introdugdo

O objectivo déste artigo é fazer um resumo
dos resultados siibre o problema de Cavcny
para a equacgio das ondas, que obtivemos nos
dois ultimos anos, nos Departamentos de
Matematica das Universidades de Yale e de
Chicago. Nesta introduc¢iio, faremos um breve
histérico do problema a resolver, das dificul-
dades obtidas, assim como dos problemas
surgidos.

Tomaremos como ponto de referéncia o
trabalho [1](*) de BRowDER, aonde encontra-
-se um método abstrato para a integracio da
equacio nado linear das ondas. O trabalho de
BrROWDER tem como origem o de JGRGENS [4],
que estuda um problema analogo, limitando-se
ao espago Euclidiano &3 e usando métodos
analiticos concretos para a obtencdo de seus
resultados. Em suma, podemos sintetizar as
idéias como segue. Nas aplicacles dos Mé-
todos Mateméaticos a4 Fisica, surge a necessi-
dade de resolver o problema de CaucHY para

(*) Nuimeros entre colchetes referem-se 4 biblio-
grafia.

Resumo da tése de doutoramento apresentada ao
Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada do Conselho
Nacional de Pesquisas do Brasil, Rio de Janeiro, GB.

a equacio ndo linear das ondas, como por
exemplo
0%u

(1) W——Au+ku5=0,

aonde A é o operador de LAPLACE, ¢ o tempo,
k é uma constante e u uma fun¢io numérica
real, definida no &3><[0,7]. Com o obje-
tivo de abranger uma classe mais vasta de
equagdes do tipo (1), JOrRGENS em [4], estu-
dou o problema de CAucHY para equacBes da
forma

2u
0 t?

—Au+4 F'(JuP)u=0,

sendo /' uma fung¢io numérica real com de-
rivada F/,

Tomando as equagdes da forma (2) como
modélo, BROwDER em [1], den uma formula-
¢io abstrata do problema de CaucHyY para
equagdes do tipo (2). De maneira mais expli-
cita, demonstrou a existéncia e unicidade da
solugdo do problema de CaucHy, para a
classe de equagdes operacionais

d2u
d?

3) +Au+ M(u)=0
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em um espago de HiuperT H. Em (3), 4
é um operador de /7, com dominio D (A4)
denso em 7, limitado inferiormente por
k>0 e self adjunto. O térmo 1/ (z) é uma
aplicagiio, ndo necessariamente linear, de
D (A12) em H, satisfazendo a certas restri-
cdes (cf. §4, M1, M2, M3, M4). Brow-
DER aplicou o calculo operacional para ope-
radores self adjuntos em espacos de HiLBERT,
para obter os seus resultados. As derivadas
que aparecem em (3), sio no sentido da to-
pologia definida pela norma de X . Como
aplicacio de seus resultados abstratos, con-
sideroun o caso em que /7 = L2(RY), (espago
de HILBERT das classes de func¢des integraveis
a4 LEBESGUE no espago euclidiano real REY,
de dimensio N), A é uma realizagio self
adjunto em L2(@) de um operador diferencial
parcial do tipo elitico e M (u) = F/(|u[?)u.
Quando é&stes resultados sdio particulari-
zados para N=3, 4 é o operador de
LAprLACE no B3, obtém-se os resultados de
JORGENS,

Tomaremos como modélo para o nosso
trabalho, as equacdes do tipo (3) e apresen-
taremos, nesta fase de nosso estudo, como
finica inovacio, a perturbaciio no coeficiente
de (3), isto &, estaremos interessados em
equacdes da forma

d2u
d 12

4) + A)u + M(w)=0

onde A(t), para t em R+, (colecio dos
nimeros reais nio negativos), 6 uma famflia
de operadores de 7/, satisfazendo a certas
condi¢des que fixaremos a seguir (cf. § 2).
No paragrafo 5 sera dada uma aplicagio
para o caso em que A é uma realizagio
autoadjonta em 712(G), (G uma regiio limi-
tada do RY) de um operador elitico de se-
gunda ordem, com coeficientes varidveis.
Note-se que o resultado pode ser aplicado a
operadores de ordem 2m, trazendo um

pouco mais de trabalho nos calculos de veri-
ficagiio de algumas hipéteses.

O método usado por BRowDER em [1], nio
se adapta naturalmente ao caso de coeficien-
tes dependendo do tempo. Por esta razio,
procuramos transformar a equagio (4) em
um sistema de equacdes diferenciais de pri-
meira ordem, mediante as mudangas de va-

PR du : .
riaveis v = =7y e a seguir x=4 (t)'2u y=v.
t

Consequentemente, uma primeira etapa do
problema seria a de precisar as condig¢des a
serem assumidas s6bre a familia A(f) para
que @&ste método tivesse sucesso. Nos casos
mais frequentes de realizacio de operadores
diferenciais parciais, com condi¢des de Di-
RICHLET nulas s6bre a fronteira de G, sa-
be-se que o dominio de A (), o qual repre-
sentaremos por D (A(t)), nio varia com
te R+ . Daf resulta que, do ponto de vista
das aplicagBes, é natural supormos que
D(A(t)) nio varia com o tempo ¢. Além
desta observacido, notemos que a mudanca
de variaveis mencionada anteriormente, en-
volve a raiz quadrada positiva de A (7).
Consequentemente, impondo a A (¢) as ne-
cessarias condigdes que assegurem a existén-
cia da sua raiz quadrada positiva A(¢)12,
apresentam-se como problemas naturais, os
seguintes :

1. Caracterizar o dominio da raiz qua-
drada positiva 412 de um operador self
adjunto 4, limitado inferiormente por uma
constante positiva,

2. Dada uma familia |4 (?)}, te B+, de
operadores de I/, determinar as condi¢des
a serem impostas a A(t), de tal modo que
se D (A(t)), for constante, entio D (4 (2)2)
também sera constante.

3. Separacada te Rt afungiio v=A4(t)u
de D (A(t)) -~ H for fortemente diferenciavel
para todo ue D (A(t)), resultara daf que
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w(t) = A(?)12z seri diferenciavel, no mesmo
sentido, para todo zeD(A(2)!2)?

No paragrafo 2 encontram.se as respostas
as questdes 1 e 2 enquanto no paragrafo 3
encontra-se a resposta a questio 3.

De posse dos resultados obtidos nos para- .

grafos 2 e 3, voltaremos no paragrafo 4 ao
problema de CAvucHY para a equacio (4).
Através da mudanga de variaveis mencionada
anteriormente, reduz-se o problema de Caucny
para (4) ao caso de uma equacio de primeira
ordem, em um espac¢o de HiLBERT 6, soma
direita de 7/ com F/. Para integrar a equa-
¢io transformada de (4) em <6, usamos os
métodos de Karo [5], BRowper [7] e o teo-
rema do ponto fixo de Prccarp-BanacH.

O paragrafo 5 contém um exemplo nio
trivial de uma equacio das ondas com térmo
n#o linear, com operadores de segunda ordem
com coeficientes dependendo do tempo.

E importante observar que equagdes ope-
racionais de segunda ordem do tipo (3), tam-
bém foram estudadas por SecaL [7], BrRow-
DER e STRAUSS [8]. Recentemente, MAMEDOV,
[6], anunciou certos resuliados sGbre as
solugdes das equagdes do tipo (4) com dife-
rentes hipéteses s6bre A(¢) e sdbre a parte
nio linear.

Aproveitamos esta oportanidade para agra-
decer ao Prof. Ferix E. BrRowDER, da Uni-
versidade de Chicago, por nos ter proposto
esta questio e por suas valorosas sugestdes
nas fases decisivas déste trabalho.

Ao Prof. LeoroLpo NacugiN, do Conselho
Nacional de Pesquisas e da Universidade do
Brasil, desejamos deixar explicita a nossa
gratidio pessoal por sua constante assisténcia
e encorajamento, particularmente quando
fomos estagidrio no Instituto de Matematica
Pura e Aplicada do Conselho Nacional de
Pesquisas, durante os anos 1959-1961.

Também agradecemos ao Prof. F'raxk J.
Hanx da Yale Universitv, pelas discusstes
estimulantes que tivemos.

§ 2 — Sébre o dominio da raiz quadrada
de um operador

Neste paragrafo fixaremos a notagiio, cer-
tas hip6teses s6bre a familia | A(?)}, te R*
e responderemos as questdes 1 e 2 s6bre a
raiz quadrada A(t)V/2, propostas anterior-
mente. Nio faremos as demonstragdes, pois
uma exposi¢io completa serd publicada em
Notas de Matematica, cole¢iio publicada pelo
Instituto de Matematica Pura e Aplicada do
Conselho Nacional de Pesquisas.

Seja H um espac¢o de HiLBERT complexo,
com produto escalar (1) e norma || ||. Con-
sideremos uma familia | A(?)|. te R, de
operadores A(t) de II. Inicialmente assu-
miremos o seguinte :

Iipétese I— Para cada ¢ em R+, o ope-
rador A(¢) possui dominio D (A(t)) denso
em K, é self adjunto e limitado inferior-
mente por uma fungdo continua positiva & (2),
isto 6, (A()u|u)> k(t)(u|u) para cada u
em D(A(1).

Pela Hipotese I, o inverso A(f)-1 de
A (t) existe para cada ¢, é definido em H
e limitado por % (?)-!. No que segue, neces-
sitaremos considerar o produto 4 (s)4(f)-1,
para t,se R+, o que serd possivel sdbmente
se A(f) tiver dominio constante relativa-
mente a ¢, isto é, D (A4 (t))= D (A(0)) para
cada te R+.

Hipdtese 11 — Quando te R+, o dominio
de A(t) é constante.

Daf resulta que A(f)A(s)"! é sempre
definido e limitado para todo par ¢,s em R+,

Hipétese IIT— Os operadores limitados
A(t) A(s)"! serdo supostos uniformemente
limitados, isto é, existe uma constante M
tal que || A(t)A(#)'|| LM para todo .
t,tge B+,
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Hipétese IV — Os operadores limitados
A (t) A(t;)"! satisfazem a uma condigio
de LipscHirz, isto é, existe uma constante
k>0 tal que

| 4@) Aty — A(s) A(f) || L K| — 8]

para todo ¢,?,, se R+.

Pela Hip6tese I, para cada te R+, existe
a raiz quadrada positiva A ()12 de A(t),
que é self adjunta e limitada inferiormente
por k(t)!2 onde k(t) é o limite inferior de
A(t) o que é uma simples consequénecia do
teorema espectral. Também como conse-
quéncia do teorema espectral, tem-se que
D(A()<S D(A(?)12), para cada t. Da Hi-
pétese I, resulta que (4 (t)u|u)=|A4(£)'2||x
N (t)(u|u) para todo u em D (A(¢)). Por-
tanto, (A (f)«|u) induz em D (A(?)) uma
estrutura métrica mais fraca do que a origi-
nal de H, dada por (|). Por um argumento
analogo ao usado por FREDERICKS para obter
extensdes self adjuntas dos operadores simé-
tricos semi limitados, nés podemos obter o
dominio de A(#)!2 a partir do domfnio de
A(t), mais precisamente, demonstra-se que
D (A(t)'2) é o completado de D (4 (¢)) com
relacio a métrica induzida em D (A(2)) pelo
produto escalar [u|v]= (A4 ({)u|v), para
u,ve D(A(t)). Desta forma, demonstramos
os seguintes fatos:

Prorosigio 1. Suponhamos que |A (t)]
satisfaz as Ilipéteses I e 11.

Entdo, se existirem duas fungdes continuas
positivas c(t) e c¢'(t), para teR+, de tal
modo que

®) e (AOulu)ZL(A(Mulu)<
Ze(®)(A©O)u|uw)

para todo ueD (A (0), dai resulta que
D (A (t)'2) serd constante.

TeorREMA 1. Suponhamos que |A (t)] se¢ja
uma familia de operadores de H , satisfazendo
as condigdes I, 11, 11T e IV. Daf resulta que
D (A (t)!2) ¢ constante.

§ 3 — Diferenciabilidade da raiz quadrada
de A(l)

Seja A(t), te R+, uma familia de opera-
dores de um espago de Baxacu B, com do-
minio constante D (A4(0)). Diz-se que A(?)
é fortemente continuamente diferenciavel com
relacio a ¢, quando o vetor v({) = A(t)u
for contlnuamente diferenciavel em relacio
a norma de B, para todo u em D, isto
6, quando

lim (¢ — £ (4 () — 4 () )
ot

existe no sentido da norma de B.

Seja A (t) uma familia satisfazendo as
I, II, III, IV, V. Entio pelo Teorema 1,
segue-se que A(¢)V2 possni dominio cons-
tante. Se considerarmos a famflia |4 (¢)2} em
lugar de |A(¢)] com hipéteses semelhantes
s6bre A (t)2, concluiriamos que A (t) possui
dominio constante. Nas aplicagdes, temos a
seguinte situacio: A (t), A(t)2 e A(¢)!2 pos-
suem dominio constante e A (t) é fortemente
continuamente diferenciavel. Representando
por A'(t) a derivada forte de A(f) e por
C(t) o comutador de A(f) e A'(#) isto 6,
C(t)y=A(t)A'(t) — A'(t) A(t) também nas
aplicagdes éste operador possui domfnio cons-
tante e satisfaz a certas condigdes (cf. 71, 72),
as quais tomaremos como hipéteses ‘no caso
abstrato. Desta forma, admitiremos que os
operadores A(1)2 e C(t) satisfacam as se-
guintes condigdes :

71) C(t) possui dominio constante e
D (C(t))2 D (A(t)?), isto é, o domfnio do
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5

quadrado de A(t) esti contido no dominio
do comutador de A(¢) e A'(¢).

7o) Existe uma constante 7,0 27<1 e
nma func¢iio continua positiva % (), tal que

IC@ull<n(@) Il 4@ w7«

para todo ue D (A(t)?).

Daf resulta que quando A(t) satisfaz a
a Hipétese I o A(t)2, A2, A(t), C(?)
possuem dominio constante, entio, vale o
seguinte teorema :

TeorREMA 1. Se A(t) for fortemente con-
tinuamente diferencidvel para teR* e o
comutador c(t) de A'(t) e A(t) satisfaz as
condigdes y,) e 73), dai resulta que A (t)1/2
é também fortemente conlinuamente diferen-
cidvel.

A demonstragio do Teorema 1 baseia-se
essencialmente em uma representacdo inte-
gral da poténcia fracioniria de A(Z), isto
é, na representacio

Aty u = MI“.@ [(A(t)+ iz I+
% _
+ A{)—ixl)ylude

que é valida para todo 0 <a<1 e u em
D(A(t)*). As Hipéteses y; e 72, aparecem
como condi¢des suficientes para demoustrar-
mos a convergéncia de certa integral que
aparece nos calculos.

Ll

§ 4 — O problema de Cauchy

Seja A(t) a familia de operadores fixada
no paragrafo 2. Vamos representar por
C2(R+, H) o conjunto das fungdes vetoriais,
i. e, u: R+ - H, que sdo duas vezes forte-
mente contlnuamente diferenciiveis em I7,

com relagio a ¢. Suponhamos D (4(0)12)
topologizado pela norma ||u||w,=| 4 (0)2«|.
Seja M(u) uma aplicagiio de D (4(0)'2) em
I, (niio necessariamente linear) satisfazendo
as seguintes condigdes :

M;) Para cada constante positiva C,
existe uma constante positiva % (C) tal que

| M(u)|| L£(C), || M(u) — M(@v)|| £
ZLE(C)|[u—v|lw

para todo par u,veD(A(0)12) e tal que
lzllw. < C, [[vflwm< C.

M,) Existe um ntmero real k, tal que
para téda w: R+ — D (4 (0)2) fortemente

: - du :
confinuamente diferencidvel com —— unifor-
‘ dt

memente continua, tem-se

T RCUOIETOLEN
Ny (1 -:-fo‘nA(s)Wu(s)n?ds)

para todo ¢>0, onde Re z significa a
parte real de z.

M;) Para qualquer constante C>0,
k(C)>0 tal que para téda fungio v: R+
= D (A (0)¥2) continuamente diferenciavel
tem-se :

H 4 M) ” Zk(C) U 4222 ()

desde que || 4(0)2v ()| < C.

M,) Para qualquer constante positiva
C>0, existe £(C) >0 tal que para qual-
quer par de fungdes u,v de R* em
D (A(0)12), continuamente diferenciavel,
tem-se :
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H M@ () — M @O LEC)

HA@2u(@®)—AGRo @I} -+ A@)"2 ' ()—
—A@RY (@]l

para todo ¢ em [0, 7], sendo

@2+ 140y2e@]2< C, [[¥ @O+
+A402v@)2< C

Quanto ao comportamento de A(#)'2,
assumiremos o seguinte :

Hipétese V— O operador A({)!2 é forte-
mente continuamente diferenciavel para todo
d A (1)

dt
uma fun¢éo continua positiva.

1
te R+ o A(t) % é limitado por

Denomina-se equagio néo linear das ondas,
com coeficientes dependendo do tempo, a
téda equagio operacional que pode ser
escrita sob a forma

d?u
(6) Ta TAQu+ME=0

onde ue C2(R*; H), A(t) e M(u) como
fixados anteriormente.

Nés consideraremos o problema de Cauchy

" d?u
(7) Py + A u+ M(u)=0
@) u(@)=¢, wO0)=Y¥
para te R+,

Diz-se que u:R* —~ I é uma solugio
estrita do problema de Cavcny (7) 4 (8), se
u=u(t)eD(A(0), u' = u' () e D(4(0)72)
para todo teR+t o A()u(t), u"(),
A@)2u(t) e A(t)2u'(t) forem continuas
s6bre todo intervalo [0,7] de R* e as
equacdes (7) + (8) sio satisfeitas.

O Teorema 1 que segue, garantira a exis-
téncia de solugdes estritas para o sistema
(7)+ (8) e o8 Teoremas 2 e 3 garantirdo a
dependéncia continua das solugdes em rela-
cio aos dados iniciais e consequentemente a
unicidade da solucio.

TeorEMA 1. Seja |A(1)], t em R+, uma
familia de operadores em um espago de Hiv-
BErRT H, satisfazendo as Hipéleses I, 11, 111,
1V, V, e M(u) uma aplicagdo de D (A (0)12)
em H, satisfazendo as hipéteses My, My, Mg,
My. Entdo, o sistema (7)+ (8) possui uma
solugdo estrita u = u(t) definida sobre o R+,

para todo veD(A(0) e ¥eD(A(0)12)
tais que
©) el +1¥[2<C

onde C >0 é uma constante.

TeorEMA 2, Admitindo as hipéteses do
Teorema 1, para cada T >0, se u, u; forem
solugdes de (7)+ (8), correspondentes aos
dados iciais [9, V], [9;,V;], respectiva-
mente, satisfazendo a condigdo (9), entdo

|4 @Ru()— AR u ()] + || w' () —
—u @ PLE(T, O)llle— o ll3y, + ¥ —¥1 |2

para todo ¢ em [0, T].

O teorema que segue dara o comporta-
mento da derivada segunda em relagio aos
dados iniciais. Na demonstragiio déste teo-
rema, ha necessidade de restringir mais a
familia- |4 (¢)] . De maneira mais precisa,
vamos admitir que A(Z) seja duas vezes con-
tinuamente diferenciavel e que as seguintes
condi¢Bes sejam satisfeitas :

a) (A()u|u)<0 para todo te Rt o
weD(A4'(t)).
d '
b) E(A (Du|v)

o) [(A"Qulv)|LEk®)E (u,v)

Ze(t) E(u,v)
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para todo te B+, ue D(4'(1), ue D(4"(t)),
sendo c(?), k(¢) fungdes continuas positivas e

E(u,v)=||A@0)"2u|?+ [ A@)20]2.

TeoreEMA 3. Admitindo as hipéteses do
Teorema 1 sobre A(t) e mais as hipéleses a),
b), ¢) anteriorss, se 36 D(A(0)) e yeD(A(0)'2)
Jorem tais que

lA©@el2+ 2R, + ¥ <Cs
IA©) o2+ o1y, + 11 P<C

entdo as solugdes u e uy do sistema (7)+(8)
correspondentes a [9,V], [91,$1] respectiva-
mente, satisfazem & condigdo seguinte :

[[0" () —uf(8) 2+ || A(©)20' () — A (&) 2ui()[P=
Zk(C,T)llo— o}, + | AO)e—A0) %P+
+ = bl + 1Y — iRy, -

Como um corolario do Teorema 2, resulta
que as solugdes do sistema (7) -+ (8) com a
condi¢io (9) sio univocamente determinadas
pelos dados iniciais [¢, ¢].

§ b — Aplicagdes

Seja G um dominio limitado do espago
euclidiano real RY de dimensio N, cuja
fronteira 9 G suporemos regular. Suponha-
mos que H seja o espago de HiLserT L2(()
das classes de equivalenca de fungdes inte-
graveis & LEBESGUE sGbre G. Seja A4(¢) o
operador diferencial formal

N
4= = 3 =00 |+

i,j=1
gendo x = (x;,ag,---,y). Supde-se os
coeficientes suficientemente regulares com
relagio a « e t. Admite-se, ainda mais,
que existam duas fungdes continuas positivas
co(t) e ¢, (t), te R+, tais que

a@ERY D aij(@, )EE N ) |E

i,j=1

para todo & = (§;,%, --,Ey) onde |E2=
=& 2+ [EgP+ -+ + |EN [

Vamos representar por Ay (?) a realizagio
de A(t) em I12(G), sob condigdes de
DiricHLET nulas sébre a fronteira de &,
isto é, o dominio de 4,(?) é o conjunto das
fungtes uelW22(G) (espago de SOBOLEV
das fun¢des de L2?(G) cujas derivadas gene-
ralizadas de ordem |a«|2 pertencem a
L2(@)), tais que D*u|y,=0 para todo
|| <2 (cf. BRowper [2]). Desta forma,
D(A45(1) = W22(G) e como uma aplicagio
de D(Ay(t)) em L2(G), o operador Ag(?)
satisfaz as hip6teses dos Teoremas 1, 2, 3
do paragrafo 4.

Consequentemente, os Teoremas 1, 2, 3
do paragrafo 4 generalizam os resultados
contidos em BrowbDER [1], para o caso de
equagdes nio lineares com coeficientes va-
riaveis.
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