
12 G A Z E T A D E M A T E M ATI C A 

From 

ea , 
it follows 

ea a'i a = a£ ea a , 

that is to say, 

ea ia = a'i a = 1«. 

Analogously, by (iv), one has 

ia a'c = a'e ia , 

for some left inverse a'e of a, relative to 
ea

m, and from this it follows 

(1) iaea~*>ea. 

Since, by (iii), one has iaea = eaia, one 
concludes that ia = ea , as it was claimed. 

In particular, from (1) it results 

(2) €a ^^ * 

Now, we are going to see that 

In fact, from (2) it follows 

ea (ea et) = (ea ea) eb = ea e>, 

and 

tb (eb ea) ~ (ei eb) ea = eb ea ; 

and, from (iii), it follows 

ea (ea ek) = eb (ea et) = eaeb. 

This means that both ea and eb are local 
left identities relative to the element 
and, therefore, ea — , as it was to be 
proved. 
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Sobre funções de variação total limitada 
por Marie Eulália Coutinho * 

1. Em [1], pg. 602, (teor. 84), mostra-se 
que, se / é uma função de variação total 
limitada definida em um intervalo compacto 
I de cujos valores são elementos de um 
espaço métrico, então existem os limites de 
f à esquerda e à direita de todo ponto :r0 

do interior de I. 
Em [2J, pg. 110, demonstra-se o seguinte 

teorema: seja f : A =[a, í>] X [c, d] c f&^-R 

(*) Es tudante do 3.* ano do Curso do Matemát ica 
e bolsista do Ins t i tu to de Fís ica o Matemática, Recife. 

uma função de variação total limitada em A 
tal que, para algum (x', y') e A , as funções 

de 0 , ô ] em A e y - + f { x ' , y ) 
de em R , são de variação total limi-
tada em [a,A] e [ c , d ] r e s p e c t i v a m e n t e . 
Então, qualquer que seja o ponto (ar0, y0) 
do interior de A, existem os quatro limites 
tangulares» de / quando (x ,y) tende para 
(a?0,jf0). (i. e. existem os limites em cada 
um dos quadrantes determinados pelas rectas 
x = x0 e y = y0. 

Tara esta demonstração ê utilizada a de-
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composição de Jordan de f em diferença de 
funçOeH crescentes. 

O prof. R U Y L U I S G O M E S sugeriu-nos 
estudar a extensão destes resultados ao caso 
em que f é uma função definida num rectân-
gulo compacto de R? com v a l o r e s num 
espaço de B A N A C H . 

O objectivo desta nota é, portanto, esta-
belecer o seguinte 

TEOREMA : Seja F: A = [a , b] X [c , d] Ç 

E ! - t F , onde F é um espaço de BANACH, 

uma função de variação total limitada em A 
tal que, para algum ( x ' , y ' ) e A , as funções 
g : [a , b) F « h : [ c , d ] - » F , definidas 
por g (x ) = f ( x , y ' ) e h (y) = f (x',y) , são 
de variação total limitada em [a,b] e [c , d] 
respectivamente ('). Então, para todo ponto 
(x0,y0) do interior de A(2) existem os limi-
tes de f quando ( x , y ) tende para ( x 0 , y 0 ) 
nos casos seguintes: 

I) ( x , y ) 6 ] x 0 , b [ x ] y 0 , d [ 
II) ( x J y ) e ] x 0 , b [ x ] c , y 0 [ 

III) ( x , y ) G ] a , x 0 [ x j c , y 0 [ 
IV) ( x , y ) e ] a , x 0 [ x ] y 0 , d [ 

2- Diremos que a função f : [a , ò] X 
X[e,d]~ Ac.fi*-* F, onde F é um es-
paço de BANACII , É de variação total limitada 
em A , se existe um real M ^ 0 tal que, 
quaisquer que sejam as sequências finitas estri-
tamente decrescentes (ou, o que resulta equi-
valente, quaisquer que sejam as sequências 

(i) Pode acontecer que f seja de variação total 
l imitada sem que alguma das funções g ou h o seja. 
Por exemplo, seja £?:[«, 6 ] -* i£ uma função que não 
é de variação total l imitada; ponhamos f(x,y) = g(x) 
pora todo (ac, y) e [ a , 6] x [c, d]. A variação total 
de / é nula. 

(*} Se (xo, jto) 6 um vértico de A , mostra-se que 
existe o limite em um <3os quadrantes; se (xo, j/o) 
pertence ao interior de um lado, existem os limites 
nos dois quadrantes correspondentes. 

finitas estritamente crescentes), (*Í)O*Í<JH 
de pontos de [ a , £ ] e [ c , d ] res-

pectivamente, se tem 

2 l|/(?i — f(*i +1, tj) — 
t,J 

onde a soma é estendida a todos ( i , f ) tais 
que 0 ^ i ^ n — 1 , 0 ^ . j L̂ m — 1 . 

Ora, dizer que as funçOes g: [a , A] — F e 
h: [ e ,d ] F, definidas por g(x)=f(x,y') 
e h (y) = f(x', y), são de v a r i a ç ã o total 
limitada, ó dizer que existo A r ^ 0 tal que 
as desigualdades 

0<f J<n — 1 

0 ̂ J < rrt — I 

são válidas quaisquer que sejam as sequên-
cias finitas e s t r i t a m e n t e d e c r e s c e n t e s 
( * ( ) o ) d e pontos de [ a , b ] e 
[ c , d ] respectivamente. 

Utilizaremos no que se segue o seguinte 

L E M A : Sob as hipóteses do teorema, as 
funções x -»- f (x , t) de [a , bj em F e 
y - * f ( s , y ) de [ c , d ] em F , são de variação 
total limitada em [a , b] e [c , d] respectiva-
mente quaisquer que sejam t e [c ,d] e s e [a ,b] . 

Com efeito, | | / ( s i + ] , / ) — / ( « , , í)| | pode 
escrever-se como 

l l / ( « 4 i , 0 - / ( « , í) + 

que não excede 

ll/Oi+1,0 -/Csi+1 íffO - / ( * ( . o + 
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Daqui resulta que a soma 

2 1 1 / ( ^ 1 , 0 - / ( ^ 0 1 1 
0<Í<»-1 

não excede 

0 I 

- f ( ' i , t ) + / ( - i , y ) || + 2 . / ) ' -
o^i <n—1 

— / ( * , y ) li ^ 2 li / ( * + i • - /<«» 

- / ( * . 4 + 0 ' + / ( * > * ) ii + 

0 < Í J < 7 1 - - 1 

onde os tj determinam uma partição finita 
de [ e , d ] na qual figuram ( e y . 

Temos, portanto, 

0 < ij<n— t 

o que prova o lema para a função x -*-f(x,t). 
C o n c l u s ã o a n á l o g a para a f u n ç ã o 

v->/(*>#)• 

3. Vamos agora proceder à demonstração 
do teorema enunciado. 

Seja (ÍTOIJO) u m ponto do interior de A ; 
mostremos que, sob as hipóteses do teorema, 
existe lim f ( x , y ) no caso / . P a r a 

que tal limite exista, é necessário e suficiente 
que a oscilação de / no ponto (:r0 ,y0) , C 0 I t l 

respeito ao rectângulo X ] s e í a 

nula. (ver [3], pg. 52, 3 .14 .6 . ) . 
Suponhamos que esta oscilação ó positiva. 

Isto significa que existe algum s > O tal que, 

há pontos ( x j , y i ) e (x2 , y3) para os quais 
se tem 

IIf C*í »70.— f(*»> 7 i ) J > 8 • 

Ponhamos (5) 

/ ( * ! » » ) = *ÍJ» ?0,J — «0,í ZOJ + 1 5 
= z3, o — «y+i.o 

A % « 0 , 3 = z j , i ~ z i J + 1 — zO,J + ^ 0 , J + I 
(relativa ao rectângulo 2) 

&%z>,o = z> + í ,i — ZJ, o — s i+ l , j+ l + 1,0 
(relativa ao rectângulo 1). 

Então de (1) resulta que 

e < || z u — «22 II = II («li — zi2 — «01 + «02) + 
+ ('12 — «io — z22 + «ao) + («oi - «oa) + 

+ Ĉ io - «ao) II ^ II A ? . * II + || A%2 í0|| + 

Consideremos agora o rectângulo 

« « [ X i y 9 , y " ' [ 
com 

De (1) resulta ainda que existem pontos 
{xz , a?3) , , a:4) desto rectângulo, tais que 

e < || A » . * , II +1|^««soll+ll A, z0S ll+ll ^«30II • 

Repetindo o processo, conseguimos 2 « 
pontos ( X i , y i ) , i = 1 , 2 , •• • , 2 « , tais que 

+ ll^Vo.flx-ill + 11 Ar ||» 

para k = 1 , 2 , • • • , n e, portanto, 

(1) em qualquer rectângulo 

] x n , x " [ x ] y 0 ) y " [ S ] ^ . b [ x ] y 0 f d [ 
(3) E s t a notação nos foi suger ida pelo prof. Rivaldo 

Alves Corrêa, pelo que agradecemos. 
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| < t < n 1 <ti 

em virtude das hipóteses do teorema e do 
lema demonstrado. 

Em resumo, ter-se-ia 

(2) n 6 < M + 2 N para todo /i , 

o que é absurdo. 
De modo análogo se conclui que existe 

lim f ( x , y ) 

em cada um dos casos II, III e IV. 

OBSERVAÇÃO: Se alguns dos pontos toma-
dos (x ( ,y i ) têm a mesma abcissa, tem-se, 
como 81+1,1*1 = *M+1J 

II*,* — «i.i+i.H ^ |[«M —«M+i - Z<M + 
+ *(>,(+ 1 11 + 11 Zq,Í — ?0.Í + I II = II &yxz0j 11 + 

+ ! K 2 0 / i l 

e, por consequência, o resultado (2) não ó 
alterado. 

Analogamente para o caso de alguns dos 
(jCj,yi) terem a mesma ordenada. 
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Natureza da Investigação Operacional (*) 
por Fernando de Jesus 

1. General idades sobre a natureza da 
ciência e metodologia 

t. 1. CernclerizoçSo da ciência 

A extensiva bibliografia referente à defini-
ção ou caracterização da ciência é de tal 
modo vasta e abarca pontos de vista tão 
diversos e não raras vezes contraditórios, 
qae se torna extremamente difícil apresentar 
uma definição adequada. Verifica-se, no en-
tanto, que grande parte das dificuldades pro-
vém do facto de o significado do termo 

(*) Palestra proferida 00 dia 8 de Janeiro de 1966 
perante o Grupo de Investigação Operacional do 
Laboratório Nacional de Engenharia Civil. 

«ciência» não ser constante pois tem-se mo-
dificado com o decorrer dos séculos e não 
temos a certeza de que amanhã a designação 
tenha o mesmo sentido que hoje possui. 

Não se podendo pois apresentar uma defi-
nição inatacável de ciência, é preferível men-
cionar algumas dns características essenciais 
do que se designa por ciência. 

Num conceito dinâmico, consideraremos n 
ciência como um processo de investigação, isto 
é, um processo para: (a) responder a ques-
tões, (b) resolver problemas, (c) desenvolver 
processos mais eficientes para responder a 
questões e resolver problemas. Posterior-
mente faremos a distinção entre questões e 
problemas. 

A par da investigação cientifica é costume 


