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GAZETA DE MATEMATICA

Um Teorema sobre quasigrupos subtractivos

por Eliane Cordeiro da Silva (1)

Em [1] dao-se varios sistemas de axiomas
para quasigrupos subtractivos. Cada sistema
¢ constituido por dois axiomas independen-
tes. Assim, por exemplo, mostra-se que
um quasigrupo subtractivo é um grupoide

< @,.> que verifica as seguintes condictes:

(1): b-ba=a, quaisquer que sejam
a,beG;

(2) eb.ca=ab, quaisquer que sejam
a,b,ceG.

No mesmo artigo (Teorema 3), mostra-se
que um grupoide <G ,.> que satisfaz as
condigdes

(a) a equagdo ax ="h tem pelo menos
uma solugdo quaisquer que sejam a,beG;

(b) ac-be=ab, quaisquer que sejam
a,b,ceG;

é nm guasigrupo com identidade direita.

I facil verificar que um grupoide <G, >
que satisfagca as condigdes (a) e (b) nio é
necessariamente um quasigrupo subtractivo.

Com efeito, consideremos um grupo nao
abeliano <G ,®> e definamos em G a
seguinte operagéo. :

a-b=a@®b-!, quaisquer que se¢jam a,beG.

<G ,-> satisfaz as condi¢des (a) e (b) e,
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no entanto, nfio é um quasigrupo subtractivo,
porque, por exemplo,

b-ba=bo(ba)yl=0b0(oal)!=
=bo(a0b ) *a

em virtude de < (',®>> ser um grupo nio
abeliano.

O objectivo desta nota é estabelecer o
seguinte

TeoREMA: Um grupoide <G ,.-> é um
quasigrnpo subtractivo, se e sé se tem lugar
algum dos sequintes sistemas de axiomas:

Sistema S: ,
S1: a equagido ya="b tem pelo menos
uma solugdo quaisquer que sejam a,beG;
S2: cb.ca=ab, quaisquer que s¢jam
i, D7 68 G

Sistema S':

S'1: a equacdo ax=Dh tem pelo menos
wma solugdo quaisquer que sejam a ,beG;

S'2: cb-.-ca=ab, quaisquer que sejam
a,b,ceG.

Dem. Basta provar que os sistemas de
axiomas S, S' e |(1), (2)} sfo equivalentes.

1) SR

Como §'2=82, é suficiente mostrar que
S8l
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fiSeja y uma solucio qualquer da equagiio
ya =b. Da condigdo S2, tem-se

bb=ya -ya=aa,

quer dizer, o elemento aa =17 é indepen-
dente de a.

Além disso, ¢ é uma identidade direita,
pois

bi=ya.yy=ya=2>0,

qualquer que seja be G.
Tem-se ainda,

t-ab=aa -ab="ba,
e, portanto,
a.-tb=ai.-(i-ya)=ai-ay=yi=y,

isto é, a equagio ya=0> tem uma tunica
solugio, y =a-¢b.

Consideremos agora a equagio ax =Db.
Se esta equagio tem solucio, entdo

r=xi=at-axr=abd.
Como
axz=at-ab=>bi=0»,

concluimos que a equagio ax=~> tem efe-
tivamente solugciio, z=ab, quaisquer que
sejam a,be G, o que prova S'1.

2) 8= 1), .

Basta mostrar que S§'= (1), visto ser
(2)=48'2. Ora, em virtude das condigdes
S'1 e S8'2 tem-se, designando por = um
elemento tal que ax =5,

bb=ax.ax=(zx.2a)(r2x- -2a)=

=@xa.ra="da,

donde se conclui que o elemento aa=17 6
independente de a.

E, como, para todo be &,
bt=ax-aa=ax=10,

o elemento 7 é uma identidade direita de
<G,
Finalmente, tem-se

b.ba=bi.ba=ai=a
como pretendiamos mostrar.

3) ), @)} =s.

Como S2=(2), basta provar que
{(1),(2)]=>81. Ora, esta implicagdo é ime-
diata, visto que num quasigrupo as equagdes
ar=>b e ya=> tém uma (lnica) solugdo.

Isto completa a demonstragio do teorema.

OBsErvVAGio: Notemos que nm grupoide
que satisfaca aos axiomas S1 e (b) ndo 6
necessariamente um quasigrupo subtractivo.
Com efeito, estes axiomas sio verificados
pelo grupoide <@, -> dado no inicio desta
nota e, como ja vimos, este grupoide nio é
um quasigrupo subtractivo.

interessante observar ainda que um
grupoide pode verificar os axiomas (b) e S2
sem, no entanto, ser um quasigrupo subtrac-
tivo. Assim, por exemplo, o grupoide
<H,.> ([1], § 2), em que a operagio - é
definida pela seguinte tabela

Hla b

alb b
bbb b
satisfaz os axiomas (b) e S2 e nem sequer

é um quasigrupo, visto que a equacgio
bax = a nao tem solugéo.
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