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Funções periódicas na recfa e no p/ano complexo. 
Funções c/up/amenfe periódicas; funções elípUcasÇ) 

por Ruy Luis Gomes 

1, Carac te r ização do c o n j u n t o dos pe-
ríodos de uma função sobre R. 

DEFINIÇÃO I . Seja f : R R uma apli-
cação de R em R. 

Diz-se que T e R é um período de f quando 

f (x - f T ) = f ( x ) 

para todo x e R , 

TEOREMA 1. O conjunto dos períodos de f 
constitue um subgrupo do grupo aditivo R 
dos números reais. 

Chama-se a este subgrupo G — grupo dos 
períodos de f . 

DEMONSTRAÇÃO. 

1) 0 e G , viato que f(x + 0) = / { a ; ) para 
\fxelt. 

2) Te G=> - Te G , viato que a hipó-
tese Te G permite eaerever / ( x — T) = 

(*} Lição do Curso de Funções Especiais realizado 
no Instituto de Física e Matemática tia Universidade 
do Recife . 

3) Tx e G e T2 e G => T^ + T2 e G , visto 
que a hipótese TltT2eG permite escrever 

/ ( » + (Ti + T 2 ) ) - f [ ( x + T',) + T2] -
= f ( x + T l ) = f ( x ) para \t x e £ . 

TEOREMA 2. Se f é uma aplicação conti-
nua de R em R , então G é um subgrupo 
fechado de R . 

D EM o s STK AÇÃO. Seja (TV) uma sucessão 
de elementos de G, convergente para TeJi. 

Precisamos de mostrar qne Te G , o que 
equivale a f(x + T) = f(x) para x e H . 

Ora como f:Ii-*R é continua tem-se 

f(x+T) = / 0 + lim r „ ) = l i m / ( a ! + Tn) - / ( a ) 
n n 

pura x e li. 

Vamos agora caracterizar os subgrupos 
fechados de Jt. 

TEOREMA 3. Os únicos subgrupos fechados 
de R são: |0|, R e j i iT } , em que 0 < T e 
n = 0 ) ± l , ± 2 , . * - . 

DEMONSTRAÇÃO. Que estes trêa subgrupos 
são fechados, é evidente; vejamos agora que 
não existe mais nenhum. 
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Seja, então, G um subgrupo fechado de 
i? e distingamos as duas hipóteses: a) tí 
possue pelo menos um ponto de acumulação; 
b) G níio possue nenhum ponto de acumu-
lação. 

a) Seja T um ponto de acumulação de 
G e representemos por (J1«), TneG, uma 
sucessão convergente para T. Sabe-se que 
é possível construir uma tal sucessão cujos 
elementos são todos distintos. 

Como G é fechado, Te G e portanto 
(T— T { é uma sucessão de elementos de 
G convergente para zero, o que nos permi-
tirá concluir que G é denso em R e por 
conseguinte coincide com R . 

Com efeito seja a > 0 e consideremos o 
intervalo (a — e , a + s ) , s > 0 . 

Como (T — y „ ) 0 , existe n tal que o 
período 0 < | T— Tn | = T < e . 

Designemos por ÍJQ O número inteiro tal 
que 

C«o — 1 ) t ^ a + s < n 0 t . 

O período ( % — 1 ) t e ( a — s , a ~f e) , de 
contrário 

T = N0 T — — 1 ) T > - A + S — CA — = 

o que contradiz T < e . 
Como s é arbitrário, está demonstrado 

que ae G para a > 0 e como G é um grupo, 
resulta finalmente G = R . 

h) Nesta hipótese ou o conjunto dos pe-
ríodos positivos é vasio e, então, G = |0|, 
ou não é vasio e, então, admite um primeiro 
elemento 7 ( , > 0 . 

Mas neste caso dado T>0,TeG', temos 

T=nT0 + T' 

onde l ^ L n e 0 ^.T' < T , o que implica 
T' de contrário o período = 
= T — n T0 < T0 , contra a hipótese de que 
T é o primeiro elemento positivo de G . 

Consequentemente 

Te G => T= n T0 , 

com n inteiro (positivo, nulo ou negativo). 

2. Carac te r i zação do c o n j u n t o dos perío-
dos de uma função sobre R2 ( função 
de 2 var iáveis) . 

DEFINIÇÃO 2, Sqja f ; R 2 - + R uma apli-
cação do espaço vectorial R2 em R . Diz se 

que Mm vector T e Ra é um período de f 
quando 

f ( í + T ) = f ( * j , para V x e R 3 . 

TEOREMA 4 . Os períodos de f formam um 
subgrupo G aditivo dos vectores de R 3 . 

DEMONSTRAÇÃO. Como a do teorema 1. 

TEOKEMA 5 . Se f ; R 2 R é contínua, 
então G è um subgrupo fechado. 

DEMONSTRAÇÃO. Como a do teorema 2. 

Para caracterizar os subgrupos fechados 
de Aa começamos por demonstrar o seguinte 

TEOREMA 6 . Se um grupo fechado G de 
R 2 possui um ponto de acumulação, então 
contém um subgrupo ]ta| , onde a^rO é um 
elemento de G e t um número real qual-
quer (l). 

DEMONSTRAÇÃO. Se G possue um ponto 
de acumulação, zero é também ponto de 
acumulação e consequentemente existe nma 
s u c e s s ã o (xp) de pontos de G, tal que 
xp=f= 0 e l imx p = 0 . 

(*) BOUBBÍKI — Topolog- ie Générale, chapitre VII, 
§ l j 2 — Proposit ion 3. 


