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una exposicién mas natural que justifica su
explicacién si se hace simultineamente con
la noci6n de probabilidad.

Analogas consideraciones podriamos hacer
de la geometria analitica de la recta, que
puede introducirse en forma mas natural,
agradable y dtil al alumno presentandola
como necesaria para la expresion de las
leyes fisicas lineales y las correlaciones

lineales en los fen6menos biolégicos, socia-

les, etc.

Una objecién a la inclusién de la Estadis-
tica en los planes de estudio podria ser el
que estos ya se encuentran bastante recarga-
dos. A puestro juicio la solucién no esta en
crear una nueva asignatura con el nombre
de Estadistica, sino en hacer una distribu-
¢ion adecuada de materias en los programas
de matematicas, teniendo en cuenta para
romper la inercia de la tradici6n su impor-
tancia en el estado actual del desarrollo
cientifico y social. Creemos que no hay duda
para preferir las nociones basicas de la Esta-
distica a multitud de teoremas, corolarios y

escolios que abundan en los libros que sue-
len estudiar los escolares de matematicas.
He aqui un botén de muestra de teoremas
(yue desgraciadamente recordamos haber es-
tudiado a los doce afios): Teorema. Si se
resta de un ndmero el cubo de las decenas
de su raiz cibica exacta o entera por defecto
y se divide la diferencia por el triplo del
cuadrado de dichas decenas, la parte entera
del cociente es igual o mayor que la cifra
de las unidades de la referida raiz. Demos-
iracion:

Escolio 1.°. En la practica se acostumbra,
al dividir N—(d.108 por 3(d.102, o
sea, 3d2.100, suprimir los dos ceros del
divisor y las dos iltimas cifras de la dere-
cha en el dividendo. Por tanto, es dividir
las centenas de N — (d.10,5 por 3d2.

¢ Es que alguien puede sostener que los
escolares de doce afios se forman mejor y
mas completamente estudiando estos y ana-
logos teoremas que adquiriendo y manejando
nociones como las de promedio, dispersién,
probabilidad, correlacién lineal, etc. ?

Problemas de Malemética
na Teoria dos Reactores Nucleares

por José Gaspar Teixeira

(Conclusio do PROBLEMA I
Fluxos Neulrénicos

7. Problemas de valores préprios

Sob o ponto de vista matematico, no cal-
culo dos fluxos e densidades neutrdénicas
dum RN surgem naturalmente dois proble-
mas fundamentais que conduzem a determi-
nacio dos valores préprios - e correspon-
dentes fungdes proprias — de dois operadores
diferenciais diferentes.

O primeiro problema fundamental resulta
naturalmente da

7.1. Seporahilidade das varidveis de espago
e energia na distribuigdo neutrénica
estaciondria.

O estado de criticalidade de nm RN é
definido pelas condigdes de criticalidade que
determinam relacdes entre as constantes nu-
cleares e as propriedades geométricas —
forma e dimensdes — do RN.

Nas condigdes de criticalidade intervém o
chamado factor de criticalidade que toma,
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nestas e apenas nestas condigdes, o valor
um (1).

Entio a distribuicio dos fluxos neutréni-
cos 6 estacionaria, isto é, independente do
tempo.

Ora, no mais simples dos modelos conhe-
cidos de RN (2) — o reactor homogéneo e ni,
expresso anallticamente pela aproximacio da
teoria do transporte, denominada teoria da
difusio — a distribuigio neuntrénica estacio-
naria verifica as condi¢cdes enunciadas no
Primeiro Teorema Fundamental da TRN (3):

A distribui¢do meutrénica estaciondria,
D(x,E,Q), dum reactor nit e homogéneo é
separdvel nas variiveis espago e energia

(D(X»E)Q):?‘(E)"P(X'Q)a

sendo a distribuigdo espacial ¢ (x.Q) a solu-
¢do fundamental da equagio ondulatéria

A) Ad(x.Q)+ B2Y(x.Q)=0,

isto é, a fungao de onda §(x.Q) é solugdo
poxitiva sobre o niicleo do reactor e nula sobre
a frounteira extrapolada ().

Aqui surge o primeiro problema de deter-
minacio de valores préprios — os da equa-
cido A).

Com efeito, o anulamento da soluciio de
A) sobre a fronteira extrapolada determina,
em primeiro lugar, os valores admissiveis de

B2; a cada valor admissivel 52 corresponde,

(1) No estado sub-eritico o factor é inferior & uni-
dade e no sobre-critico superior a unidade,

(2) Cf. Wuinsere —Symposium of the A. M. 8. 1959.

(2) Cf. Weissera and Wiener — The Physical
Theory of Neutron Chain Reactors, p g. 382

(%) A fronteira extrapolada dum reactor define-se
tedricamente como a superficie convexa sobre a qual
se anula o flaxo neutrdnico, tendo em consideragio o
facto de a corrente neutrénica proveniente do exterior
do reactor ser nula. Na prdtica é uma superficie fe-
chada, exterior ao reactor, distando da fronteira fisica
deste cerca de 0,71 a,,.

por suna vez, um modo ou seja, uma funcio
propria, ¢,, tal que

4) A ix.Q)+ B2y, (x,2)=0,

e um factor de criticalidade, e, .

E evidente que o RN divergira se alguns
dos factores de criticalidade for superior a
unidade. pois que 4 menor excitacio o modo
correspondente crescera além de todo o
limite. Por esta razio o maior dos factores
de criticalidade deve ser considerado como
o verdadeiro factor eritico, e a reaccido em
cadeia sera auto-mantida ou divergente. se-
gundo esse factor iguale ou exceda a unidade.

Por outro lado, correspondendo o maior
factor de criticalidade ao modo de ordem
mais baixa e ao menor dos valores 52,
como & facil provar(l), sera efectivamente
este o verdadeiro factor eritico do reactor.

Como, para reactores da mesma forma, a
valores B? crescentes correspondem dimen-
shes iguslmente crescentes, conclue-se que o
inico reactor flsicamente realizavel é o cor-
respondente ao menor valor préprio 52,
E asrim o problema da determinagio dos
valores préprios da equagio A) tem por
objectivo a fixagio das dimensdes geométri-
cas do reactor.

Observe-se que o Primeiro Teorema Fun-
damental é valido apenas em modelos de
reactores constituidos por meio homogéneo
infinito, em que as dimensdes finitas do reac-
tor sdo introduzidas postulando o anulamento
dos fluxos neutronicos sobre uma superficie
convexa bem definida (na pratica o Tevrema
6 valido nos reactores uniformes nas regides
lunge da fronteira (2)).

Além disso, o tevrema podera ser valido
para a teoria do transporte, mas néo se

(1) Cf. Weinsere and Wiener, op. cit, pag. 203.
(2) Cf. Weinssre — Symposium of the A. M. S.
1959, pag. 7.
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conhece ainda neste caso uma formulagio
apropriada, equivalente as referidas condi-
¢des de fronteira para a equacio ondulatoria.

Observe-se ainda que as caracteristicas
intrinsecas dos materiais de constituicio e
estrutura de um reactor se determinam, em
primeira fase, pela teoria do reactor homogé-
neo e ni, como teoria das propriedades mul-
tiplicativas dos meios infinitos: por esta razio
a teoria do reactor ni tem o nome de Teoria

Assintética dos Reactores e é fundamental na
TRN.

O segundo problema fundamental refere-
-80 a

7.2. Separabilidade da variivel tempo na
distribuigdo neutrénica ndo estaciondria.

Como vimos, a equacio de BouLTzmanN
para um RN pode escrever-se

B) L

dt
onde o operador B — linear e independenté
do tempo — se decompde em duas parcelas,
ja indicadas em D)

By = — v(Q.grad)
By=—v2(x.E)+

+vJ"dz«;=J'dQ'z{x.EuE,uue).

Recordemos que a linearidade de B resulta
de se despresar as colisdes entre neutrdes, e
a independéncia no tempo, de serem lentas
as variagdes no reactor originadas quer pelas
operacdes das barras de comando quer pelas
reaccdes nucleares, como a subida da tem-
peratura.

Ora, associado a um operador linear ha
um problema de valores préprivs, neste caso,

By B yn =vatfn

de forma que, se as sulugdes ¢, constitufrem

um espaco completo, a solugio geral de B)
pode escrever-se

3) ® x,E.Q,t)=3a,lu(x.E,Q)ent,

com a, constantes arbitrarias dependentes
de condicdes iniciais.

No caso afirmativo, o comportamento dind-
mico do reactor nas condicdes independentes
do tempo (por exemplo em seguida a uma
operacio das barras de comando) seria de-
terminado pela expressio anterior.

Na realidade, infelizmente, B n#o pertence
4 classe dos operadores caracterizados por
possuirem um conjunto completo de fungdes
caracteristicas, @ em alguns casos tem pelo
menos um espectro continuo com indicagdes
de possuir um «caracter patologico» (1).

Interesse especial tem, porém, o maior
valor caracteristico de B e prova-se(2) que
o valor de v, de maior parte real. v, é de
facto real e que a correspondente funcio
prooria, ¢, é izualmente real e tem o mesmo
sinal para todos os valores das respectivas
variaveis, isto 6, 6 uma funcio positiva. A ¢
da-se o nome de solu¢do persistente e a ela
corresponde uma distribui¢ao exponencial,

Oy =d(x. E£,Q)ev,

a distribuigao persistente (5).

Na realidade, o operador B nio pertence
a classe dos operadures normais: a parte f
é .anti-hermitica, precisamente como o0s ope-
radores da mecdnica quintica, mas a parte
By nido tem caracteristicas algumas deste

(1) Weinsere and Wiaxner, op. cit., pag. 408.

() Birknorr and Varea - Reactor Criticality and
Non-negative Matrices (WAPD-166), 1957.

(3) Existindo neutrdes retardados, a distriburgio
persistente desdobra-se na soma de varias exponen-
ciais da varidvel ¢. Cf. Wrinsere — Symposium of the
A.M.S, pag 5
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tipo. Assim, nem as caracteristicas do espec-
tro de B nem a ccompleticidade» das res-
pectivas fungdes préprias estio conveniente-
mente estabelecidas. WEeINBere e Wiaxer
estabeleceram (1) certas propriedades para B
baseadas em certas condi¢gdes de natureza
fisica. BIRKHOFF e VaArGa(?) notaram que
B pertence a certa classe de operadores
estudados por KFroBevius (3) PerrkoN e
JENTZ~CH.

Os resultados destas e outras subsequentes
investiga¢des, que constituem algumas das
mais brilhantes investigacdes matematicas
estimuladas pela TRYN, foram apresentadas
no Simpdsio da AMS.

Tais resultados respondem, porém, apenas
a algumas questdes significativas: apenas as
relacionadas com o maior valor préprio.
As caracteristicas do espectro neutrénico, a
extensio das suas componentes discreta e
continua e, sobretudo a possibilidade e uni-
cidade do desenvolvimento de uma funcio
srbitraria ® . x,£,Q2,0) em série 3), sdo
problemas ainda néo resolvidos. WigNEk (%)
formula duas perguntas em relagio com este
assunto. «Primeiramente, a questio da unici-
dade que ndo intervém no problema equi-
valente em mecinica quintica, dadas as rela-
cdes de ortogonalidade entre as funcdes
préprias. Em segundo lugar, a necessidade
de um critério pratico, para decidir se uma
solucio singular da equacgio de valores pré-
prios B;) pertence ao especiro continuo.
A teoria das distribuigdes deve ser um ins-
trumento mais sélido para o estabelecimento
de um critério utilizavel e eficiente».

(1) Wrinsere and Wianer — The Physical Theory
of Neutron Chain Reactores, pag. 406.

(2) G. BirgnorF and Varea. Reactor Criticality and
Non-negative Matrices (WAPD-166), 1957, op cit.

(3) Frosenws — S-Ber. Akad. Wiss. Berlin 1912,
pag. 456.

(4) Symposium of the A. M. 8., pag. 95.

Em face do que acabamos de expor e
transcrever, consideramos que outro objec-
tivo fundamental de uma actividade de aper-
feicoamento de conhecimentos de matematica
aplicada a TRN, é o estudo dos

OPERADORES LINEARES
VALORES E FUNCOES PROPRIAS

8. Aplicagdes

Um exemplo em que as solu¢des singulares de By)
formam um espectro continuo, refere-se a um dos
mais simples problemas da teoria de transporte: a
difusio dos neutrdes monoenergéticos em geometria
plana. Neste caso, o fluxo é independente das varid-
veis ¢t e, por exemplo, y e 2. Além disso, como o
fluxo ¢ identicamente nulo excepto para um tnico
valor de F, a energia deixa de ser na realidade uma
varidvel de ®. Finalmente a dupla varidvel 0 pode
ger substituida por p = 0,, cosrno do dngulo das
direc¢des da velocidade com o eixo dos a, pois que
o fluxo nio depende do dngulo azimuatal. Admitindo
a hipdtese suplementar de a difusfio ter simetria esfé-
rica, e medindo a sec¢do eficaz total em unidades
apropriadas, a equagdo de transporte toma a forma (1)
R e G P N 8 ls} Lo (20) dp=0

Jdx 2 /-1
em que s é a relagdo das secgdes eficazes de difusfo
e total.
Admitindo que
@ () = ¢ (u) e
temos

1 i |
(2) P'¢(ﬁ)+¢(:&)-=gsj_l¢(n)dm

e, como 0 segundo membro é constante,

§ () = —
B = e

Evidentemente, existe a condi¢io de compatibili-
dade
14w
T=54

1 d es
% gsj—ll-rpv P-;og

que se escreve também

8 14w
—log

-1
2y 1—v !

(‘) Symposium of the A.M. 8., pag. 98.
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equagio cujas raizes +v, constituem o espectro dis-
creto da equacgdo (2) As correspondentes fungdes
caracteristicas sdo respectivamente

evl- e'vﬂ x

1+ py 1—@yv’

a primeira vdlida para os grandes valores de —z e
a segunda para os grandes valores de x.

Evidentemente estas duas func¢des nio constituem
um espaco completo de funydes de w, nos termos das
quais todas as fungdes de w definidas no intervalo
(— 1,1) possam exprimir-se linearmente.

Para — 1 <v <1 ou para v complexo, as fun¢des
proprias sdo fungdes regulares de w no intervalo
—1<u<l,

Se houver um espectro continuo, ele existird ape-
nas numa das regides reais v<< — 1 ou v> 1. Para
estes valores de v as solugbes proprias tornam-se
singulares mas podemos adoptar

ey ez 1

: — A= ——
— A+ ie p—A—2is v

4 () = .

e considerar como limite de ¢, quando

+umv
e—0.

A nova equagiio de compatibilidade é agora
1+

1—2 f
+¢=(I°gi+1 +ur)]
1-2

2
(‘k+T) (a+c)=ive(y—c) k=log~ +

1( 1 (1 Ve e W
-—T cl-i-c,)--é—s{cl Of ————— %

ou

Fazendo ¢j 4 ¢ = — w5, temos

i-l-"*l 1-2 w8
0y = Sl T R SR S Sy
! A 2 gl+a 2
i t'sl 1 =3 ™8
3 A R T ST
I
2 A= p
3 ' - ] e L B e
® @ =linlae 22t

3 1 iy 8 | 1 -2 2e
— — lo .
TR Y R (p—a}=+s2}'
e podemos tomar esta fun¢io como correspondente ao

espectro continuo. Nos integrais da forma

4) p=/ g () (»)d2

a primeira fracgdo de (3) transforma-se num termo

preponderante e a segunda fracgdo conduz i fungdo §
de Dirac.
Entdo (4) mostra que (1)

™1 A
(5) O(x,P)——nsPJ ];qi-}—e_"udl-i-
- w -
1 1 1
+ 2= [— - —slog—+—":| g (p) ™™
B2 1—p

é solugdo de (1) onde g (A) é uma fungfo arbitrdria
que tende para zero com A. O fluxo total que corres-
ponde a @ (z,p) de (5) é(2)

1 ff | "1 du
(5 a) mw)=;j_lw(s,mdp-«J_lT'g(p)wm-

A solugdo geral de (1) serd entdo (5) mais as duas
fungGes caracteristicas do espectro discreto com coe-
ficientes arbitrdrios.

Wiener, que apresenta resumidamente este exem-
plo, observa ainda que a expressio usual do fluxo
devido a uma fonte plana isotrépica (3) pode decom-
por-se numa parte assintotica que corresponde a um
espectro discreto e a um integral envolvendo a expo-
nencial e¥* de © em que v percorre todo o espec-
tro continuo. )eve notar-se porém que a possibilidade
de tal decomposi¢io do fluxo total em exponenciais
de = ndo prova que existe uma soluglo da equagio
homogénea que corresponda separadamente a cada
exponencial. O exemplo precedente mostra como,
mesmo no caso duma simplicidade trivial, é dificil o
reconhecimento do espectro continue.

Encontra-se na literatura uma variedade de casos
interessantes nos quais os operadores relacionados
com B da equagio de Bourzmany tem em parte, ou
nio tem em parte, espectros continuos (4). Da mesma
forma, o espectro confinado no caso anterior ao eixo
real, pode ou ndo ter valores no plano complexo.

O problema espectral é tratado no Symposium AMS
por HaserLer e Martino, Wina e Carvson (método &,
e harmonicas esféricas). Em geral o problema de com-
pleticidade das fungdes caracteristicas e da unicidade
dos desenvolvimentos ndo foi satisfatoriamente resol-
vido. A situag¢do é ainda mais obscura no que res-

(') Cr. Wiexer — Symposium of the A. M. 8, 1959 pag. 97.

(*) O primeiro e aliime termo de (§) auunlam-se depoi~ da
inregracho sobre [,

(*) Veja p. ex. WrINHERG ¢ WieNER, The Physical Theory
of Neutron Chain Reaclors, equat. (9 26) 19.27) e (9 29

(') G. Wine—J. Math. Mech. vol, T 11958) pr 757 : L.EHNER @
WiNe —Comm. Pure Appl. Math. voi, 8 (1955) pg. 217 e G. Wixe,
in S8ymposium of the A. M. 8. 1859.
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peita as aproximagdes das equactes de Bourzmansn,
Assim, por exemplo, o aparecimento dos fluxes nea-
tronicos negativos na solugdo do probhlema de Miune
em harmonicas esféricas, mostra que o tcorema da
positividade de BirgunorF e Varsa nio é vdlido neste
caso das solagdes aproximadas (1).

9. Métodos de aproximagao

Terminaremos estas considera¢des subor-
dinadas ao problema que constitus a primeira
parte enunciada no inicio deste artizo — Den-
sidades e Fluxos Neutréonicos — com um re-
sumo do exposto por WisNER (Symposium
of the A. M. S. — pg. 10U). Com a divulga-
¢io destes pontos de vista queremos promo-
ver o estudo de outro ramo da matematica
fundamental 38 TR N ;

RESOLUCAO NUMERICA DE
EQUA(OES AS DERIVADAS PARCIAIS

Nos paragrafos anteriores sio encarados
08 problemas gerais da teoria matematica das
equacdes dos RN ou os da determinagio das
respectivas solugdes rigorosas. Na pratica,
os métodos de aproximacio desempenham
um papel tio importante como o das solu-
¢des rigorosas, yue merecem uma atencgio
especial. Devido a grande variedade de mé-
todos de aproximacido, estas observagdes
serio, em extensdo, ainda mais resumidas
que as dos capitulus anteriores.

Quer nos agrade ou nio, é evidente que o
calculo automatico desempenha um papel de
importinecia crescente na resolugao das eyua-
¢des do reactor. Mas a acgio no nosso espi-
rito proveniente das solug¢des obtidas por
calculadores electréonicos é nitida,
até porgue,
-nos informacdes experimentais, do mesmo
tipo portanto que as obtidas nas experién-
cias criticas.

menuos
as maqguinas electronicas dao-

(') Veja, WEIXBERG @ WIGNER, op. cit. (fig. 9.6 pag. 262).

Os calculadores ddo-nos resultados obtidos
com menor esforgo e mais rapidamente que as
experiéncias criticas, mas nao nos auxiliam
na visualisa¢io dos factores que determinam
o resultado final, muito mais que as mesmas
experiéncias. Por esta razdo, os resultados
obtidos por maqguinas de calculo sio menos
aptos a orientarem-nos no sentido de uma
atitude superior & obtida através dos métodos
analiticcs de calculo, e mesmo menos aptos
que 08 métodos menos mecanizados dos cal-
culos numéricos. O papel que us calculadores
poderao vir a desempenhar no campo dos
reactores nucleares e em muitos outros cam-
pos, dependera ndo s6 do uso que deles
soubermous fazer nio 86 na obtencio dos
resultados finais como também na explicacio
dos mesmos resultados. Certamente grandes
progressos poderao obter neste campo com
os calculadores automaticos (1).

Entre os métodos de aproximacgio ndo
numéricos a eficiéneia dos métodos variacio-
nais é taulvez mais surpreendente (2). Estes
métodos servem para determinar ovs valores
proprivs dos operadores lineares. Como a
variarel tempo pude ser eliminada de quasi
todas as eyuagdes dos reactores, transforman-
do-as num problema de valores caracteristi-
cos, o método variacional pode ter largas
aplicacdes na teoria dos reactores. O seu
uso tem sido limitado ao maximo mvocando-
-se 0 facto de o operador de DBoLizwaNy
nio ser nem auto-adjunto nem normal. Esta
ainda por provar se esta limitacdo tem razio
de ser. A cuusa da grunde precisao do prin-
cipio variacional nos problemas simples da

(1) No Symposium de AMS falaram sobre calcula-
dores, Euruicn, Varea, Ricnimyer e CarLsoxn.

(2) Veja tikBuLing e Marvin, Graphical method of
obtaining erit cal masses of water-tamped hoslers. Los
Alamos Report 493 Veja ainda Weinskre ¢ Wianek,
op. cit. pag 531 e «Papers» n.°* 36 e 627 da 2 * Conf.
de Genebra (1958).






