
GAZETA DE MATEMÁTICA
Janeiro 2003 - nº 144

42

O Ensino Médio se ocupa de jovens cujas idades se situ-

am entre quinze e dezassete anos, com pequenas varia-

ções desses números. Trataremos aqui do Ensino Médio tra-

dicional, ou usual, em contraste com o profissionalizante.

Nos países onde há uma separação nítida entre diferentes

opções escolares, o tipo de ensino que discutiremos se apro-

xima mais daquele que visa ao ingresso na Universidade

(como o Gymnasium, na Alemanha). Noutros países, como

o Brasil, o Ensino Médio ao qual nos referiremos serve a

dois tipos de alunos: os que pretendem ingressar na Uni-

versidade e os que têm nesse ensino o ponto terminal dos

seus estudos formais, entrando no mercado de trabalho

logo após sua conclusão (ou mesmo enquanto estudantes).

O aluno do Ensino Médio oferece ao professor de Mate-

mática uma boa oportunidade de exercer uma ação for-

madora marcante. Ele está na idade em que deve decidir

sua opção de carreira, por isso tende a assumir atitudes

mais responsáveis. Além disso, possui um desenvolvimen-

to mental em muitos aspectos comparável ao de um adulto.

Tem também um número ainda reduzido de deformações e

maus hábitos de pensamento, que podem ser corrigidos.

E, principalmente para o trabalho em sala de aula: já

aprendeu (ainda que mecanicamente) as técnicas

elementares de operações com números e letras e, pelo

menos, a linguagem básica da Geometria. Esses

conhecimentos, ou melhor dito, essa familiaridade com o

jargão e com os resultados da Matemática estudada nos

anos anteriores, por mais lacunas que apresente, implica,

para o desenvolvimento do trabalho do professor, numa

considerável economia de tempo e esforço, abrindo

caminho para um programa mais objetivo de estudos.

O conteúdo matemático do Ensino Médio evoluiu, como

é natural, através dos anos, sofrendo as influências das

ênfases dominantes de cada época, refletindo, por um lado,

os modismos matemáticos ou educacionais e, por outro

lado, as próprias alterações pelas quais passou a socieda-

de. Em particular, essa evolução abrigou alguns excessos,

inicialmente os incontáveis cálculos e manipulações fasti-

diosas que predominaram até quarenta anos atrás, depois

do que veio a exagerada preocupação com o formal e o

abstrato, tão própria da chamada Matemática Moderna e,

atualmente o encanto pela tecnologia, o fascínio pelo com-

putador e a obcessão imediatista, o pragmatismo dos dias

em que vivemos.

Convém observar que cada um desses perniciosos ex-

tremos que acabamos de apontar é pernicioso por ser ex-

tremo, porém se origina de uma necessidade ou de uma

proposta razoável, desde que adotada com moderação.

Neste momento, quando já temos condições de encarar

essas variações de tendências sob uma perspectiva históri-

ca, podemos ter esperança de alcançar um equilíbrio acei-

tável quanto à adoção dos pontos de vista aparentemente

antagônicos, cada um deles contendo elementos válidos.

Isto é o que pretendemos mostrar aqui.

O Ensino Médio da Matemática

Elon Lages Lima
IMPA, Brasil
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As três componentes básicas do
ensino da Matemática

É desejável, e certamente possível, fazer com que, ao

final dos seus três anos, o aluno egresso da Escola Média,

tenha adquirido uma idéia bastante clara, ainda que me-

diante o estudo de temas elementares, do que é a Mate-

mática, seus métodos, seu alcance, sua utilidade, sua

relevância social e sua beleza. Aqueles para os quais, seja

por opção, seja por circunstâncias coercitivas, o nível médio

é terminal, ficarão em condições de exercer sua cidadania

com mais eficácia, tendo desenvolvido seu espírito crítico

de forma objetiva, tendo adquirido hábitos de organiza-

ção e ordem que os cálculos lhe obrigam a ter e tendo

aprendido a utilizar, em situações diversas, conhecimen-

tos matemáticos pertinentes para chegar a conclusões e

obter respostas para problemas reais.

Para os que se destinam à Universidade, uma boa edu-

cação média é extremamente importante e não há neces-

sidade de argumentar sobre este ponto tão óbvio.

A fim de dotar os alunos, pouco a pouco, da noção do

que seja o método matemático, dar-lhes condições e habi-

lidade para lidar desembaraçadamente com fórmulas e

cálculos e preparar-lhes para mais tarde poderem utilizar

com vantagem o conhecimento adquirido em situações da

vida real, o ensino da Matemática deve basear-se em três

componentes fundamentais, as quais chamaremos de

Conceituação, Manipulação e Aplicações.

Cada tópico apresentado na sala de aula, cada novo

assunto tratado no curso, cada novo tema estudado deve

ser visto sob esses três aspectos: o conceitual, o

manipulativo e o aplicativo. O professor deve submeter-se

ao desafio de completar esse tripé a cada nova etapa do

seu trabalho. Nem sempre vai ser fácil; por isso é um desa-

fio. Às vezes até parece impossível: não há muitas fontes

bibliográficas nas quais se apoiar. No começo, não se vai

sempre poder apresentar cada assunto sob essa tríplice

abordagem. Mas anote a dificuldade e busque, com dili-

gência e determinação, superá-la mais tarde. Pesquise,

indague, olhe em torno de si, procure exemplos, exerça

sua autocrítica. No decorrer do processo terá muitas ale-

grias. Cada êxito é um nutriente para a auto-estima; cada

lacuna é uma motivação para o estudo e pesquisas adicio-

nais.

A dosagem adequada dessas três componentes é o fator

de equilíbrio do processo de aprendizagem. Elas contri-

buirão para despertar o interesse dos alunos e aumentar a

capacidade que terão no futuro de empregar, não apenas

as técnicas aprendidas nas aulas, mas sobretudo o espírito

crítico, agudo e bem fundamentado, a clareza das idéias,

a disciplina mental que consiste em raciocinar e agir orde-

nadamente. É conveniente pensar nas três componentes

como um tripé de sustentação: as três são suficientes para

assegurar a harmonia do ensino e cada uma delas é neces-

sária para seu bom êxito.

Convém observar que essas três componentes básicas

refletem algumas das diferentes faces com que a Matemá-

tica pode apresentar-se.

Algumas vezes a Matemática é como uma arte: o enla-

ce das proposições, as conexões entre suas diversas teori-

as, a elegância e a clareza dos seus raciocínios, a eloquên-

cia singela das suas proposições e a surpresa de algumas

das suas conclusões enlevam o espírito e acariciam nosso

senso estético.

Outras vezes, a Matemática se mostra como um eficaz

instrumento, às vezes simples em suas aplicações cotidi-

anas, às vezes elaborado e complexo, quando usado para

resolver problemas tecnológicos ou desenvolver teorias

científicas.

E, para tornar efetiva sua aplicabilidade, ou mesmo

para dar destreza na obtenção de suas conclusões teóri-

cas, a Matemática oferece seu lado operacional: a mani-

pulação de seus símbolos, tanto numéricos quanto

abstratos.

Vejamos algumas palavras sobre cada uma das três com-

ponentes básicas do ensino da Matemática.
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Conceituação.

A conceituação compreende:

A) A formulação correta e objetiva das definições ma-

temáticas.

Isto inclui a nítida compreensão de que definir signifi-

ca meramente dar um nome a um conceito, a uma situa-

ção ou a uma condição, substituindo uma frase por uma

palavra ou um pequeno número de palavras, contribuindo,

portanto, para maior clareza do discurso, maior precisão

das afirmações, maior concentração no pontos essenciais

da argumentação e mais destreza nos raciocínios.

B) O emprego bem aplicado do raciocínio dedutivo,

deixando clara a distinção entre a hipótese e a tese, dife-

renciando uma proposição de sua recíproca e enfatizando

que toda conclusão necessariamente advém de uma pre-

missa (ou então é uma concessão que se pede a quem nos

escuta).

C) O entendimento e a percepção de que algumas idéi-

as e proposições podem ser reformuladas ou re-interpre-

tadas sob diferentes formas ou em diferentes termos, re-

conhecendo assim situações idênticas apresentadas de

modos diferentes, aparentemente descrevendo casos di-

versos.

D) O estabelecimento de conexões entre conceitos va-

riados.

Exemplos:

A) Nos “Elementos” de Euclides encontramos as

seguintes definições: (a) Linha é um comprimento sem

largura; (b) Ângulo é a figura formada por duas semi-retas

que têm a mesma origem. Faz parte da componente

“conceituação” deixar claro que (a) é apenas uma motiva-

ção intuitiva e (b) é uma verdadeira definição.

B) Aqui cabe distinguir, tão claramente quanto seja

possível, argumentos heurísticos de argumentos dedutivos.

C) As fórmulas de cos(a+b) e sen(a+b) eqüivalem à re-

gra operacional

    e e eia ib i a b. ( )= + .

D) A conexão entre progressão aritmética e função afim,

ou entre progressão geométrica e função exponencial.

A conceituação, quando levada a extremos, pode coli-

dir com os bons preceitos do ensino. Um exemplo disso se

vê na definição de função como um conjunto de pares or-

denados sujeito a certas condições. Esta prática, que sur-

giu com o advento da Matemática Moderna e sua fixação

conjuntista, sem dúvida resulta da preocupação de redu-

zir todos os conceitos fundamentais da Matemática à no-

ção única de conjunto, na crença de que isto daria uma

organização da Matemática em bases estritamente rigoro-

sas, isentas de apelar a noções vagas e/ou intuitivas. Mas

não é bem assim. Em primeiro lugar porque se trata de

uma definição que, embora logicamente correta, é bas-

tante elaborada, incompatível com a prática e por isso

rapidamente abandonada por aqueles que a usam. Em se-

gundo lugar porque não corresponde à idéia que os mate-

máticos e os que utilizam a Matemática fazem de uma fun-

ção: dados os conjuntos A e B, uma função de domínio A e

contradomínio B é uma regra, um conjunto de instruções,

uma correspondência, uma lei que permite associar, sem

restrições nem ambigüidade, a cada elemento x do con-

junto A um elemento f(x) do conjunto B. Entre os exem-

plos de funções acham-se as transformações geométricas

e as funções trigonométricas. Será que existe alguém no

mundo que pense numa rotação como um conjunto de pa-

res ordenados? Ou o seno de um ângulo?

E finalmente, para rebater o argumento de que uma

regra, (ou um conjunto de instruções ou uma lei) que per-

mita obter f(x) a partir de x é uma noção vaga e não-mate-

mática, observemos que, por sua vez, a fim de definir o

conjunto de pares ordenados que determina (ou que é)

uma função, é preciso ter uma regra (um conjunto de

instruções ou uma lei) que diga quando é que um certo par

ordenado pertence ou não ao tal conjunto.

Observemos ainda que, embora pareça paradoxal a

conceituação é mais importante para as aplicações do que

a manipulação. Isto porque, a fim de determinar qual o

instrumento matemático que deve ser utilizado na solução

de um problema real é necessário ter presente a definição
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desse instrumento ou de teoremas da caracterização da

função a ser empregada. Pois as situações contextuais não

vêm acompanhadas de fórmulas. A tarefa de encontrar o

instrumento matemático adequado para traduzir a situação

é o que se chama de modelagem matemática. Para esse

fim, os teoremas de caracterização são indispensáveis.

Manipulação.

Para analisar corretamente o papel da manipulação, o

crítico deve policiar-se atentamente para não incorrer no

erro de menosprezá-la. Durante séculos e ainda hoje, a

manipulação quase que monopolizou o ensino da Matemá-

tica. A tal ponto que, para a maioria das pessoas (e até

mesmo de professores e autores de livros didáticos) a Ma-

temática é essencialmente manipulação. Houve, nos anos

60, uma forte reação contra isso, a qual levou ao extremo

de praticamente banir os cálculos e exacerbar o abstrato.

Hoje prevalece uma posição mais sensata: a manipulação

está para o ensino da Matemática assim como a prática de

escalas musicais está para o aprendizado do piano ou como

o treinamento dos chamados ”fundamentos” está para a

prática de certos esportes como o tênis ou o voleibol.

A fluência no manuseio de equações, fórmulas e ope-

rações com símbolos e números, o desenvolvimento de ati-

tudes mentais automáticas diante de cálculos algébricos

ou construções geométricas, a criação de uma série de

reflexos condicionados sadios em Matemática, os quais são

adquiridos através da prática continuada de exercícios

manipulativos bem escolhidos, permite que o aluno (mais

tarde, o usuário da Matemática) concentre sua atenção

consciente nos pontos realmente essenciais, salvando seu

tempo e sua energia de serem desperdiçados com deta-

lhes secundários.

A esse respeito, convém ressaltar o importante papel

da calculadora eletrônica, não apenas como doadora de

tempo, energia e atenção ao aluno, nem somente como

anjo da guarda da proteção contra os erros de cálculo mas

até mesmo como grande auxiliar da conceituação, permi-

tindo que certos temas matemáticos, como logaritmo, por

exemplo, sejam estudados pelo que realmente significam

e não como mero instrumento de calculo aritmético. Ao

destruir o emprego calculatório do logaritmo, a calculado-

ra o colocou numa posição mais nobre.

Aplicações.

É verdade que a Matemática é bela; que seu cultivo é

uma das mais elevadas expressões de intelectualidade hu-

mana; que os problemas por ela propostos constituem

desafios cuja solução fortalece a auto-estima; sublima o

espírito e recompensa nobremente o esforço. Tudo isto é

verdade, mas não é somente por isso que a Matemática é

estudada na escola, em toda a parte. Não á apenas por

isso que a Matemática é considerada cada dia mais im-

prescindível para a formação cultural e técnica do homem

moderno.

A Matemática é indispensável por tudo isso e, mais

particularmente, porque serve ao homem. Porque tem apli-

cações. Porque permite responder, de modo claro, preciso

e indiscutível perguntas que, sem o auxílio dela, continua-

riam sendo perguntas ou se transformariam em palpites,

opiniões ou conjecturas.

As aplicações são a parte ancilar da Matemática. São

a conexão entre a abstração e a realidade. Para um gran-

de número de alunos, são o lado mais atraente das aulas,

o despertador que os acorda, o estímulo que os incita a

pensar.

O professor deve considerar como parte integrante e

essencial da sua tarefa o desafio, a preocupação de en-

contrar aplicações interessantes para a matéria que está

apresentando. Como dissemos acima, nem sempre isso é

fácil. Mas vale a pena indagar, pesquisar, pensar, incomo-

dar os colegas, vasculhar livros.

Um procedimento que certamente desperta a atenção

dos alunos é abrir cada novo tema com um problema que

necessita dos conhecimentos que vão ali ser estudados a

fim de ser resolvido. De preferência (e isto ocorre natural-
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mente quando é proposto no início do capítulo) um pro-

blema cujo objeto principal não é o assunto a tratar na-

quele capítulo. Um exemplo evidente é dado por um pro-

blema cuja resolução requer trigonometria mas senos,

cossenos ou tangentes não ocorrem no enunciado. Ou pro-

blemas que se resolvem com logaritmos mas a palavra

“logaritmo” não é mencionada neles. A fim de resolver

problemas desta natureza é muitas vezes necessário ter

em mente a caracterização das funções matemáticas a

serem utilizadas, as definições matemáticas dos conceitos

aplicáveis (conceituação) e, depois de formuladas as

equações ou inequações pertinentes, saber lidar

operacionalmente com elas e efetuar com eficiência os

cálculos necessários (manipulação). Isso ilustra a

interdependência das três componentes básicas.

Mas é preciso ter presentes dois preceitos básicos:

O primeiro é: nem tudo aquilo que cujo uso excessivo

condenamos deve ser banido. Por exemplo, a linguagem, a

notação e as regras básicas para o manuseio de conjuntos

são uma valiosa e permanente conquista matemática, in-

dispensável para a clareza, a precisão e a generalidade do

raciocínio. Não esqueçamos as palavras de Hilbert: “Nin-

guém nos expulsará do paraíso que Cantor nos doou”. Ao

criticar a chamada “conjuntivite” que predominou na época

da Matemática Moderna, não cometamos o erro de proibir

em nossos textos e em nossas aulas a simples menção de

conjuntos e o uso da conveniente linguagem que lhe

corresponde.

O segundo preceito consiste em não privilegiar exces-

sivamente os temas e a abordagem que consideramos (e

que são) relevantes, em prejuízo do equilíbrio das três

componentes básicas do ensino. Por exemplo, nota-se hoje

em dia uma grande e, até certo ponto, muito justa preo-

cupação com a chamada “contextualização”, que significa

prover o ensino da Matemática de situações reais,

concernente a problemas que de fato ocorrem, ou podem

vir a ocorrer, nos dias atuais; problemas onde as ferramen-

tas matemáticas vêm a ser de utilidade decisiva. Este pon-

to de vista é válido; inclusive estamos defendendo-o aqui.

Mas não devemos perder de vista o verdadeiro signifi-

cado da Matemática, cujo método consiste em formular

conceitos e teorias gerais que se aplicam em inúmeras situ-

ações, às vezes aparentemente diversas. Não importa quantos

problemas contextuais resolvamos mediante técnicas ad hoc,

não estaremos utilizando toda a força da Matemática se não

estivermos olhando para esses problemas como situações

especiais de um conceito, de uma teoria matemática que

nos permitirá resolvê-los e resolver muitos outros proble-

mas, nem sempre obviamente análogos.

Um exemplo: funções do tipo exponencial.

As funções exponenciais,     f x ax( ) = , ou do tipo

exponencial,     f x b ax( ) .=  são estudadas na Escola Média.

Vejamos como deveria ser sua abordagem segundo o mo-

delo aqui proposto.

O problema de abertura poderia ser o seguinte:

“A bula do antibiótico que meu médico prescreveu diz

que 24 horas após a primeira dose, a concentração

plasmática da substância ativa reduz-se a 10% da concen-

tração máxima. (Por simplicidade, admitamos que se

tratava de uma injeção, logo o nível máximo da droga no

sangue foi atingido imediatamente.) A receita médica

estipulava doses iguais a cada 12 horas. Que fração da dose

inicial ainda permanecia em meu organismo na ocasião da

segunda dose?”

É claro que, posto no início das aulas sobre funções do

tipo exponencial, os alunos já sabem que função matemá-

tica vão usar para resolver o problema. Não há como evi-

tar isso. O importante é que eles saibam justificar por que

vai ser usada  uma função do tipo     f x b ax( ) .= . Deste modo,

em outras situações saberão fazer uma opção consciente.

O ponto crucial em problemas de modelagem como

este é o teorema da caracterização da função que vai ser

utilizada.

É obvio que se temos uma função do tipo     f x b ax( ) .= ,
o valor f(x) é proporcional a b (valor inicial: b=f(0)). Um

pouquinho menos mas ainda óbvio é que, fixado t, o valor
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    f x t b a b a a a f xx t x t t( ) . ( . ). . ( )+ = = =+  é proporcional a f(x).

Noutras palavras, para todo o   t IR∈  o quociente

    

f x t
f x

at( )

( )

+ =  não depende de x. Ou seja ƒ(x+t)=a(t).ƒ(x)

onde o coeficiente a(t) é o mesmo, seja qual for o x.

O importante é que vale a recíproca. Ela constitui o

Teorema da Caracterização das funções de tipo

exponencial:

Teorema: Seja f: IR→IR+ uma função monótona tal que,

para x, t ∈IR quaisquer, o quociente 
    

f x t
f x
( )

( )

+
não depende

de x. Então f(x) é do tipo exponencial     f x b ax( ) .= .

Este teorema é um caso típico da componente

conceitual. Vejamos se ele se aplica ao exemplo inicial

sobre o antibiótico. Aqui se trata de verificar se uma de-

terminada situação real cumpre certas condições. Num

dado instante x, mede-se a concentração plasmática, acha-

se o resultado f(x). Após o tempo t, mede-se outra vez e

constata-se que ela se reduziu a α f(x), com 0<α<1. É ra-

zoável admitir que, em qualquer outro instante x´, no qual

a concentração plasmática é f(x´), passado o mesmo tem-

po t, tenha-se f(x´+t)= α. f(x´)? A resposta afirmativa ca-

racteriza uma certa permanência, ou estabilidade, do pro-

cesso de eliminação da substância no organismo (via suor,

urina, etc.) e, pelo Teorema acima, assegura que

    f x b ax( ) .=  para certos a e b.

Meçamos o tempo x em horas. Evidentemente, b=f(0).

Sabemos que 
    
f

b
( )24

10
= , ou seja, 

    
b a

b
. 24

10
= , donde

    a
24 1 10 0 1= = , . A pergunta é qual o valor de     f f( ) ( )12 0 .

Temos:

    

f
f

b a
b

a a
( )

( )

.
, ,

12

0
0 1 0 316

12
12 24= = = = ≅ .

A resposta é: após 12 horas, a concentração plasmática

no organismo reduziu-se a 31,6% do nível máximo (inicial).

A parte final do problema é manipulativa. O problema,

em si, é uma aplicação. As três componentes se

complementam.

No âmbito das comemorações do Ano Mundial da Matemática acaba de sair
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Silva, de F. B. Garção-Stockler, Luís Albuquerque, Vicente Gonçalves, J. Filipe

Queiró, J. Silva Oliveira, G. de Oliveira, Rodolfo Guimarães, Sidónio Pais, D.

Pacheco de Amorim, Ruy Luís Gomes e José Morgado.

De grande importância para os interessados na História da Matemática em

Portugal e para professores que gostem de ilustrar as suas aulas com notas de

carácter histórico.

Preço: 20 Euros.

Sócios da SPM: 15 Euros.

Aquisição pelo correio: ao preço indicado deve acrescentar-se o custo de porte.

As encomendas devem ser dirigidas a Sociedade Portuguesa de Matemática, Av. da República 37 4º, 1050-187 Lisboa.


